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LỜI CAM ĐOAN

Tôi xin cam đoan những kết quả được trình bày trong luận án là mới,

đã được công bố trên các tạp chí Toán học trong và ngoài nước. Các

kết quả viết chung với GS. TSKH Đỗ Đức Thái và GS. TSKH François

Berteloot đã được sự đồng ý của các đồng tác giả khi đưa vào luận án.

Các kết quả nêu trong luận án là trung thực và chưa từng được ai công

bố trong bất kỳ công trình nào khác.

Nghiên cứu sinh: Ninh Văn Thu
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LỜI CẢM ƠN

Luận án được hoàn thành dưới sự quan tâm và hướng dẫn tận tình

của GS.TSKH Đỗ Đức Thái. Nhân dịp này, tôi xin được gửi tới thầy

lời cảm ơn chân thành và sâu sắc nhất. Tôi cũng xin được bày tỏ lòng

biết ơn đến GS.TSKH Nguyễn Văn Khuê và PGS.TS Nguyễn Đình Sang,

những người đã bỏ công sức đọc bản thảo và cho tôi nhiều ý kiến chỉnh

sửa quý báu để tôi có thể hoàn thành tốt hơn bản luận án này.

Tôi xin được cám ơn chương trình Formath Việt Nam, Labo Emile

Picard - Trường Đại học Paul Sabatier (Toulouse - CH Pháp) và

GS.TSKH François Berteloot đã giúp đỡ tôi thực tập tại Labo trong

thời gian làm luận án.

Tôi xin được bày tỏ lòng cảm ơn đến Ban chủ nhiệm Khoa Toán - Tin,

Phòng Sau đại học và Ban Giám hiệu của Trường ĐHSP Hà Nội đã tạo

mọi điều kiện thuận lợi để tôi có thể hoàn thành luận án của mình

Cuối cùng, tôi cũng xin được bày tỏ lòng biết ơn đến các thầy cô

trong Khoa Toán-Tin thuộc Trường ĐHSP Hà Nội, Khoa Toán- Cơ- Tin

học thuộc Trường ĐHKHTN - ĐHQGHN, Trường THPT Hải Hậu B,

các thành viên của Seminar Hình học phức thuộc Khoa Toán - Tin và

Seminar Các phương pháp trong giải tích thuộc Khoa Toán - Cơ - Tin

học, cùng các bạn đồng nghiệp về sự động viên khích lệ cũng như những

trao đổi hữu ích trong suốt quá trình học tập và công tác.

Nghiên cứu sinh: Ninh Văn Thu
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DANH MỤC CÁC KÝ HIỆU

• Aut(Ω): nhóm tự đẳng cấu của miền Ω.

• Ck(Ω): không gian các hàm khả vi liên tục đến cấp k trên Ω.

• H(ω,Ω) (hoặc Hol(ω,Ω)): tập các ánh xạ chỉnh hình từ ω vào Ω.

• P2m: không gian tất cả các đa thức giá trị thực xác định trên C với

bậc ≤ 2m và không chứa bất kì hạng tử điều hòa.

• H2m: không gian tất cả các đa thức, giá trị thực, thuần nhất, điều

hòa dưới trên C với bậc 2m.

• MQ = {z ∈ Cn : Re zn + Q(z1) + |z2|2 + · · · + |zn−1|2 < 0} với

Q ∈ P2m.

• Ω1 ' Ω2 với nghĩa: Ω1 và Ω2 là song chỉnh hình.

• a . b có nghĩa là tồn tại hằng số C > 0, độc lập với các tham số

(thường là q và tham số thực ε) sao cho a ≤ Cb.

• a ≈ b có nghĩa là tồn tại hằng số C1, C2 > 0, độc lập với các tham

số (thường là q và tham số thực ε) sao cho C1b ≤ a ≤ C2b.

• τ(∂Ω, p): kiểu của biên ∂Ω tại điểm biên p ∈ ∂Ω.

• TC
p (M): không gian tiếp xúc phức của đa tạp phức M tại p.

• ∆r = Dr = {z ∈ C : |z| < r}.

• KΩ: giả metric Royden-Kobayashi trên miền Ω.



MỞ ĐẦU

1. Lý do chọn đề tài

Giả sử M là một đa tạp phức. Nhóm tự đẳng cấu của M (ký hiệu bởi

Aut(M)) là tập hợp các song chỉnh hình của M với phép toán hai ngôi

là hợp thành của hai tự đẳng cấu. Tôpô trên Aut(M) là tôpô hội tụ đều

trên các tập con compact (tức là tôpô compact-mở).

Theo quan điểm của F. Klein, hình học của mỗi một lớp đối tượng là

hình học của nhóm biến đổi. Chẳng hạn Hình học Euclid là hình học

của nhóm các phép biến đổi đẳng cự, Hình học Affine là hình học của

nhóm biến đổi Affine. Vì thế, hình học của các đa tạp phức cũng có thể

xem như hình học của nhóm các tự đẳng cấu của đa tạp phức. Có hai

bài toán cơ bản khi nghiên cứu hình học của các đa tạp phức:

Bài toán 1. Tìm các tính chất hình học bất biến qua nhóm các tự đẳng

cấu.

Bài toán 2. Phân loại các đa tạp phức dựa trên nhóm các tự đẳng cấu

của chúng.

Luận án tập trung nghiên cứu Bài toán 2. Cụ thể hơn, chúng tôi nghiên

cứu mối quan hệ giữa hình học của miền trong Cn và cấu trúc của nhóm
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tự đẳng cấu của nó, tức là xét xem miền được xác định bởi nhóm tự

đẳng cấu đến mức độ nào.

Nếu Ω là một miền bị chặn trong Cn thì Aut(Ω) là một nhóm Lie

thực. Tổng quát hơn, S. Kobayashi [25] đã chứng minh rằng: nếu Ω là

hyperbolic thì chiều của nhóm Lie thực Aut(Ω) không vượt quá n2 + 2n.

Hơn nữa, nếu nhóm này có chiều dương thực sự thì nó không thể là

nhóm Lie phức. Một câu hỏi hoàn toàn tự nhiên được đặt ra là: nhóm

Lie thực nào có thể xem như nhóm tự đẳng cấu của một đa tạp phức?

Năm 2004 J. Winkelmann [38] đã chỉ ra rằng cho trước một nhóm Lie

thực compact K thì luôn luôn tồn tại miền bị chặn giả lồi chặt Ω b Cn

sao cho Aut(Ω) đẳng cấu với K. Như vậy, bài toán phân loại các miền

với nhóm tự đẳng cấu compact đã được giải quyết khá trọn vẹn.

Đối với trường hợp nhóm tự đẳng cấu không compact, các nhà toán

học đã phân loại thành công các miền bị chặn trong Cn. Còn đối với

trường hợp miền không bị chặn trong Cn, bài toán phân loại mới chỉ

được giải quyết trong một số trường hợp đặc biệt.

Tiếp tục luồng nghiên cứu trên, chúng tôi chọn đề tài luận án là: "Đa

tạp phức với nhóm các tự đẳng cấu không compact".

2. Mục đích nghiên cứu

Mục đích của luận án là nghiên cứu bài toán phân loại các miền không

bị chặn trong Cn với nhóm tự đẳng cấu không compact. Ngoài ra, luận

án còn nghiên cứu tính chất hình học địa phương của điểm biên tụ quỹ

đạo.
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3. Đối tượng và phạm vi nghiên cứu

Như đã trình bày ở phần lý do chọn đề tài, đối tượng nghiên cứu của

luận án là các đa tạp phức, cụ thể là các miền trong Cn. Trong luận án,

tư tưởng chính xuyên suốt là xét xem với điều kiện nào của miền thì từ

tính chất địa phương suy ra tính chất toàn cục. Điều đó cho phép chúng

tôi phân loại được một số lớp miền không bị chặn trong Cn nhờ tính

không compact của nhóm tự đẳng cấu của nó.

4. Phương pháp nghiên cứu

Để giải quyết những vấn đề đặt ra trong luận án, chúng tôi sử dụng

các phương pháp nghiên cứu và kĩ thuật truyền thống của Hình học

phức, Giải tích phức, đặc biệt là kĩ thuật scaling của S. Pinchuk, đồng

thời chúng tôi cũng sáng tạo ra những kĩ thuật mới.

5. Các kết quả đạt được và ý nghĩa của đề tài

Luận án gồm ba chương.

Chương I trình bày về đặc trưng của miền trong Cn bởi nhóm tự đẳng

cấu không compact.

Trước hết, ta nhắc lại một kết quả cổ điển của H. Cartan: nếu Ω là

một miền bị chặn trong Cn và nhóm tự đẳng cấu Aut(Ω) không compact

thì tồn tại các điểm x ∈ Ω, p∞ ∈ ∂Ω và dãy các tự đẳng cấu ϕj ∈ Aut(Ω)

sao cho limϕj(x) = p∞. Trong trường hợp này, ta gọi điểm biên p∞ là

điểm biên tụ quỹ đạo.

Các công trình trong hơn 20 năm qua đã chỉ ra rằng tính chất hình

học địa phương của điểm biên tụ quỹ đạo cho ta thông tin toàn cục về
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miền. Chẳng hạn, B. Wong và J. P. Rosay [39], [42] đã chứng minh định

lý đặc trưng cho hình cầu đơn vị trong Cn.

Định lý 1 (Wong-Rosay). Miền bất kì Ω b Cn có biên trơn lớp C2,

giả lồi chặt và có nhóm tự đẳng cấu không compact đều song chỉnh hình

với hình cầu đơn vị trong Cn.

Bây giờ ta nhắc lại khái niệm kiểu hữu hạn theo nghĩa J. P. D’Angelo.

Giả sử Ω ⊂ Cn là một miền với biên nhẵn và cho điểm biên p ∈ ∂Ω. Khi

đó, kiểu τ(∂Ω, p) của ∂Ω tại p được định nghĩa bởi

τ(∂Ω, p) = sup
F

ν(ρ ◦ F )

ν(F )
,

trong đó ρ là một hàm xác định biên của miền Ω trong lân cận của p,

supremum được lấy trên tất cả các ánh xạ chỉnh hình F xác định trong

một lân cận của 0 ∈ C vào Cn sao cho F (0) = p và ν(F ) là cấp triệt tiêu

của hàm F tại gốc tọa độ trong C. Biên ∂Ω được gọi là có kiểu hữu hạn

tại p nếu τ(∂Ω, p) < ∞. Miền Ω được gọi là miền có kiểu hữu hạn nếu

∂Ω có kiểu hữu hạn tại mọi điểm biên. Chẳng hạn biên của Ellipsoid

Em = {(z, w) : |z2| + |w|2m < 1}, m ∈ N∗ có kiểu 2m tại điểm biên

(1, 0).

Bằng cách sử dụng kĩ thuật scaling của S. Pinchuk, năm 1991 E.

Bedford và S. Pinchuk [4] đã chứng minh định lý sau đây về đặc trưng

cho các ellipsoid phức.

Định lý 2 (Bedford-Pinchuk). Giả sử Ω ⊂ Cn là một miền bị chặn

với biên nhẵn, giả lồi và có kiểu hữu hạn. Giả sử rằng hạng của dạng Levi

ít nhất bằng n − 2 tại mỗi điểm biên của miền Ω. Khi đó, nếu Aut(Ω)
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là không compact thì Ω song chỉnh hình với miền

Em = {(z1, · · · , zn) ∈ Cn : |z1|2 + |z2|2m + |z3|2 + · · ·+ |zn|2 < 1},

với số nguyên m ≥ 1 nào đó.

Cách tiếp cận của Bedford-Pinchuk được chia thành hai bước. Trong

bước đầu họ sử dụng kĩ thuật scaling để chỉ ra rằng miền Ω song chỉnh

hình với miền D cho bởi

D = {z = (z1, z
′) ∈ Cn : Re z1 +Q(z′, z̄′) < 0},

trong đó Q là một đa thức. Trên miền D tồn tại trường véctơ chỉnh hình

không tầm thường. Ở bước thứ hai, trường véctơ này được kéo lùi về

miền Ω. Sau đó, họ phân tích trường véctơ này tại điểm parabolic cố

định để kết luận rằng miền Ω song chỉnh hình với Ellipsoid Em.

Lịch sử phát triển của việc nghiên cứu nhóm tự đẳng cấu của các đa

tạp phức có thể chia thành hai giai đoạn. Giai đoạn đầu: từ cuối thế kỷ

19 cho đến cuối thập niên 70 của thế kỷ trước bởi các công trình của H.

Poincaré, H. Cartan, S. Kobayashi, ... Kết quả chủ yếu trong giai đoạn

này là đã chỉ ra những tính chất tôpô quan trọng của nhóm các tự đẳng

cấu của đa tạp phức. Giai đoạn thứ hai hình thành và phát triển từ thập

niên 80 của thế kỷ trước mở đầu bởi các công trình của E. Bedford và S.

Pinchuk. Sau này, phương pháp của E. Bedford và S. Pinchuk được mở

rộng và phát triển bởi các nhà toán học như: S. Krantz, A. Kodama, F.

Berteloot, K. T. Kim, H. Gaussier... Phương pháp được sử dụng chủ yếu

là phương pháp scaling của Pinchuk. Thành công chính của giai đoạn

này là các tác giả đã phân loại được các miền bị chặn kiểu hữu hạn trong
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Cn.

Tuy nhiên, nhiều kĩ thuật của E. Bedford và S. Pinchuk không áp

dụng được cho các miền không bị chặn. Vì thế, bài toán đối với các miền

không bị chặn đòi hỏi phải có cách tiếp cận khác. Trong khoảng 20 năm

qua, nhiều nhà toán học đã cố gắng đưa ra những cách tiếp cận mới và

vì vậy vấn đề đã được giải quyết trong một số trường hợp riêng. Chẳng

hạn, trong C2, năm 1994 F. Berteloot [8] đã mở rộng được Định lý 2 cho

các miền (không nhất thiết bị chặn).

Định lý 3 (F. Berteloot). Giả sử Ω là một miền trong C2 và cho

điểm biên p∞ ∈ ∂Ω. Giả sử rằng tồn tại dãy {ϕp} ⊂ Aut(Ω) và một

điểm a ∈ Ω sao cho limϕp(a) = p∞. Nếu ∂Ω nhẵn, giả lồi và có kiểu

hữu hạn trong lân cận nào đó của điểm p∞ thì Ω song chỉnh hình với

miền

D = {(w, z) ∈ C2 : Rew +H(z, z̄) < 0},

trong đó H là một đa thức thuần nhất đa điều hòa dưới trên C với bậc

2m (τ(∂Ω, p∞) = 2m).

Cũng cần phải nhấn mạnh rằng nhiều kĩ thuật của F. Berteloot rất

khó áp dụng cho các miền không bị chặn trong Cn với n ≥ 3. Kết quả

chính thứ nhất của luận án (Định lý 1.3.2) chỉ ra rằng Định lý 3 đúng

cho các miền (không nhất thiết bị chặn) trong Cn. Nghĩa là, chúng tôi

chứng minh rằng nếu miền với biên ∂Ω nhẵn, giả lồi, có kiểu hữu hạn

trong một lân cận nào đó của điểm tụ quỹ đạo p∞ ∈ ∂Ω và hạng của

dạng Levi ít nhất bằng n−2 tại p∞ thì Ω song chỉnh hình với miền dạng
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sau đây:

MH = {(w1, · · · , wn) ∈ Cn : Rewn+H(w1, w̄1)+|w2|2+· · ·+|wn−1|2 < 0},

trong đó H là một đa thức thuần nhất điều hòa dưới trên C.

Kết quả này là một mở rộng thực sự các kết quả của Bedford-Pinchuk

và F. Berteloot. Để chứng minh kết quả trên, chúng tôi sử dụng hệ tọa

độ được xây dựng bởi S. Cho [13] thay cho hệ tọa độ được xây dựng bởi

D. Catlin [11] mà F. Berteloot đã sử dụng để chứng minh Định lý 3. Bên

cạnh việc sử dụng những ý tưởng và kĩ thuật của các tác giả trước chúng

tôi cũng đã đề xuất những ý tưởng và kĩ thuật mới nhằm vượt qua các

trở ngại khi chuyển từ miền bị chặn sang miền không bị chặn, từ miền

trong C2 lên miền trong Cn và từ việc xử lý các đa thức một biến sang

đa thức nhiều biến.

Chương II dành cho việc nghiên cứu bài toán phân loại các miền lồi

tuyến tính trong Cn. Đối với các miền lồi trong Cn, bằng cách áp dụng

kĩ thuật scaling và cách xây đựng đa đĩa của McNeal [28], [29], năm 1997

H. Gaussier [16] đã chứng minh kết quả sau đây.

Định lý 4 (H. Gaussier). Giả sử Ω là một miền trong Cn và p∞ ∈ ∂Ω

là một điểm biên. Giả sử rằng p∞ là điểm tụ quỹ đạo của miền Ω. Khi

đó, nếu biên ∂Ω là nhẵn, lồi trong một lân cận của p∞ và có kiểu 2m

tại p∞ thì Ω song chỉnh hình với miền sau đây.

D = {(z1, z
′) ∈ Cn : Re z1 + P (z′) < 0},

trong đó P là một đa thức lồi không suy biến với bậc ≤ 2m.

Tính không suy biến của P được cho bởi điều kiện: tập {P = 0} không
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chứa bất kì tập con giải tích thực sự. Chúng tôi muốn nhấn mạnh rằng

giả thiết về tính lồi của miền trong định lý trên là rất quan trọng trong

chứng minh của H. Gaussier. Bởi vậy, có một câu hỏi tự nhiên rằng liệu

Định lý 4 còn đúng cho miền bất kì Cn hay không? Kết quả chính thứ

hai của luận án (Định lý 2.3.2) chỉ ra rằng Định lý 4 vẫn còn đúng đối

với các miền lồi tuyến tính không nhất thiết bị chặn trong Cn. Ở đây

miền Ω được gọi là lồi tuyến tính địa phương tại p∞ ∈ ∂Ω nếu tồn

tại một lận cận U của p∞ sao cho

(z + TC
z (∂Ω)) ∩ (Ω ∩ U) = ∅

với mọi z ∈ ∂Ω ∩ U .

Chương III dành cho việc giới thiệu về giả thuyết Greene-Krantz và

nghiên cứu tính chất hình học của điểm biên tụ quỹ đạo. Năm 1993 R.

E. Greene và S. G. Krantz [18] đã đưa ra giả thuyết nổi tiếng sau đây.

Giả thuyết Greene-Krantz. Giả sử Ω b Cn là một miền bị chặn với

biên nhẵn và nhóm tự đẳng cấu Aut(Ω) không compact. Khi đó, mọi

điểm biên tụ quỹ đạo đều có kiểu hữu hạn.

Cho đến nay giả thuyết này vẫn còn là một câu hỏi mở. Bây giờ ta

sẽ phân tích nguyên nhân thành công của E. Bedford, S. Pinchuk và F.

Berteloot mà ta đã giới thiệu ở trên. Họ đã chỉ ra rằng nếu p là điểm

biên kiểu hữu hạn thì miền song chỉnh hình với miền dạng sau đây:

MP = {(z1, z
′) ∈ Cn : Re z1 + P (z′, z̄′) < 0},

trong đó P là một đa thức thuần nhất của các biến z và z̄. Mỗi một miền

dạng MP được gọi là một mô hình của Ω tại p. Để chứng minh điều này,
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trước tiên họ áp dụng phương pháp scaling để chỉ ra rằng nhóm Aut(Ω)

chứa một nhóm con parabolic, tức là: tồn tại một điểm p∞ ∈ ∂Ω và một

nhóm con một tham số {ht}t∈R ⊂ Aut(Ω) sao cho

lim
t→±∞

ht(z) = p∞, (1)

với mọi z ∈ Ω. Mỗi một điểm biên thỏa mãn (1) được gọi là điểm biên

parabolic của miền Ω. Sau đó họ tiến hành phân tích trường véctơ H

sinh bởi nhóm con một tham số {ht}t∈R để chỉ ra rằng miền Ω song chỉnh

hình với một mô hình mong muốn. Những điều này gợi chúng ta đưa ra

định nghĩa sau đây:

Giả sử Ω là một miền trong Cn. Một điểm biên p ∈ ∂Ω được gọi là

điểm biên tụ quỹ đạo parabolic nếu tồn tại một nhóm con một tham số

{ψt ∈ Aut(Ω),−∞ < t <∞}

sao cho

lim
t→±∞

ψt(x0) = p

với mỗi điểm x0 ∈ Ω.

Giả sử Ω ⊂ Cn là một miền bị chặn với biên nhẵn. Ta nói rằng Ω thỏa

mãn điều kiện Bell (R) nếu phép chiếu Bergman P : C∞(Ω) → C∞(Ω)

có thể thác triển thành ánh xạ C∞(Ω̄)→ C∞(Ω̄). Năm 2006 K. T. Kim

và S. Krantz [24] đã chứng minh định lý sau đây:

Định lý 5 (Kim-Krantz). Giả sử Ω ⊂ C2 là một miền với biên nhẵn,

giả lồi và thỏa mãn điều kiện Bell (R). Giả sử rằng biên ∂Ω không chứa

bất kì tập con giải tích không tầm thường. Khi đó, mọi điểm biên tụ quỹ

đạo parabolic đều có kiểu hữu hạn.
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Chú ý rằng định lý này chứng minh giả thuyết Greene-Krantz cho

trường hợp đặc biệt. Nhưng đáng tiếc rằng chứng minh của họ không

chính xác. Thật vậy, chúng ta có thể thấy điều đó qua phân tích dưới

đây.

Giả sử p∞ ∈ ∂Ω là một điểm biên tụ quỹ đạo parabolic kiểu vô hạn.

Chọn một hệ tọa độ chỉnh hình địa phương tại p∞ sao cho p∞ trở thành

điểm gốc và hàm xác định địa phương của Ω trong lân cận của gốc tọa

độ có dạng

ρ(z) = Re z1 + Ψ(z2, Im z1).

Khi đó, K. T. Kim và S. Krantz chỉ ra rằng Ψ triệt tiêu cấp vô hạn theo

cả hai biến tại gốc. Nhưng điều này nói chung không chính xác. Chẳng

hạn hàm Ψ(z2, Im z1) = e−1/|z2|2 + |z2|4.| Im z1|2 chỉ triệt tiêu cấp 2 theo

biến z1 tại gốc tọa độ.

Trong chương cuối, chúng tôi chỉ ra rằng định lý trên đúng cho

những miền với hàm xác định biên dạng ρ = Re z1 + P (z2) +

|z2|4| Im z1|2Q(z2, Im z1), trong đó P (z2) là hàm dương, nhẵn và triệt

tiêu cấp vô hạn tại z2 = 0 và Q(z2, Im z1) là một hàm nhẵn nào đó

(Định lý 3.1.1).

6. Cấu trúc luận án

Bố cục của luận án ngoài phần mở đầu và phần phụ lục gồm ba chương

được viết theo tư tưởng kế thừa. Ba chương của luận án được viết dựa

trên bốn công trình trong đó hai công trình đã được đăng và một công

trình đã được nhận đăng.



16

Chương I: Đặc trưng của miền trong Cn bởi nhóm tự đẳng cấu không

compact.

Chương II: Đặc trưng của miền lồi tuyến tính trong Cn bởi nhóm tự

đẳng cấu không compact.

Chương III: Giả thuyết Greene-Krantz.



Chương 1

Đặc trưng của miền trong Cn bởi

nhóm tự đẳng cấu không compact

Trong chương này, chúng tôi sẽ chứng minh kết quả chính thứ nhất

(Định lý 1.3.2). Kết quả này đã được công bố trong bài báo [33]. Khó

khăn chủ yếu khi chúng ta xét các miền trong Cn (n > 2) là nghiên cứu

tính chuẩn tắc của dãy các đa thức nhiều biến ( các đa thức này là một

biến đối với trường hợp miền trong C2). Tuy nhiên, khi có thêm điều

kiện hạng của dạng Levi lớn hơn n− 3 chúng tôi có thể vượt qua được

khó khăn này bằng cách cải tiến kỹ thuật scaling của S. Pinchuk. Phần

mở đầu, chúng ta nhắc lại một số khái niệm cơ bản cần thiết. Mục tiếp

theo dành cho việc xây dựng các đa đĩa tại các điểm gần biên của miền

và đưa ra một số tính chất của các đa đĩa này. Sau đó, chúng ta áp dụng

kỹ thuật scaling để chỉ ra rằng miền Ω song chỉnh hình với một mô hình

MP với P ∈ P2m. Vì vậy, chúng tôi có thể áp dụng phương pháp của F.

Berteloot để hoàn thành chứng minh Định lý 1.3.2.

17
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1.1 Một số khái niệm và kết quả bổ trợ

Trong mục này, chúng ta nhắc lại khái niệm giả lồi và khái niệm về

sự hội tụ chuẩn tắc theo nghĩa Carathéodory của các miền trong đa tạp

phức (xem trong [15]). Khái niệm hội tụ Carathéodory cần thiết cho lập

luận của phương pháp scaling.

Gọi Ω là một miền trong Cn. Trong một lân cận đủ bé U của điểm

biên p ∈ ∂Ω, ta có thể viết

Ω ∩ U = {z ∈ U : ρ(z) < 0},

trong đó ρ là hàm thỏa mãn ∇ρ 6= 0 trên ∂Ω ∩ U . Hàm ρ được gọi là

hàm xác định biên của miền Ω trong lân cận của p. Ta nói rằng miền Ω

có biên trơn lớp Ck ( 1 ≤ k ≤ ∞) tại p nếu hàm xác định biên ρ trơn

lớp Ck tại p. Biên ∂Ω được gọi là trơn lớp Ck nếu nó trơn lớp Ck tại mọi

điểm.

Giả sử Ω có biên trơn lớp C2 gần p ∈ ∂Ω. Biên ∂Ω được gọi là giả lồi

tại p nếu tồn tại hàm xác định biên ρ của Ω sao cho

Lρ(p)(w,w) :=
n∑

j,k=1

∂2ρ

∂zj∂z̄k
(p)wjw̄k ≥ 0 (∗),

với mọi w = (w1, · · · , wn) ∈ TC
p (∂Ω); ở đây TC

p (∂Ω) là không gian tiếp

xúc phức với ∂Ω tại p.

Ta nói rằng p ∈ ∂Ω là điểm giả lồi chặt nếu Lρ(p)(w,w) > 0 với mọi

w ∈ TC
p (∂Ω) \ {0}. Dạng Hermit Lρ(p) xác định trong (*) được gọi là

dạng Levi của ∂Ω tại p. Bây giờ ta nhắc lại một số khái niệm sau.
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Định nghĩa 1.1.1. Giả metric Royden -Kobayashi KΩ trên miền Ω được

định nghĩa bởi

KΩ(p,
−→
X ) := inf{1

r
| ∃f ∈ Hol(∆,Ω) sao chof(0) = p, f ′(0) = r

−→
X}

với p ∈ Ω và
−→
X ∈ Cn.

Định nghĩa 1.1.2. Giả khoảng cách Kobayashi dΩ được định nghĩa bởi

dΩ(p, q) = inf
γ

∫ 1

0
KΩ(γ(t), γ′(t))dt,

trong đó infimum được lấy trên tất cả các đường cong trơn γ : [0, 1]→ Ω

sao cho γ(0) = p, γ(1) = q.

Định nghĩa 1.1.3. Miền Ω ⊂ Cn được gọi là miền hyperbolic nếu dΩ là

một khoảng cách. Miền hyperbolic Ω gọi là hyperbolic đầy nếu Ω là đầy

theo khoảng cách dΩ.

Định nghĩa 1.1.4. (i) Dãy các ánh xạ chỉnh hình {fj}∞j=1 ⊂ Hol(Ω, D)

gọi là phân kì compact nếu với mỗi tập con compact K ⊂ Ω và mỗi

tập con compact L ⊂ D, tồn tại j0 sao cho fj(K) ∩ L = ∅ với mọi

j ≥ j0.

(ii) Miền D được gọi là miền taut nếu với mọi dãy {fj}∞j=1 ⊂ Hol(∆, D)

chứa một dãy con hội tụ hoặc chứa một dãy con phân kì compact.

Định nghĩa 1.1.5. Một hàm ϕ được gọi là hàm peak đa điều hoà dưới

địa phương tại một điểm p thuộc ∂Ω nếu tồn tại một lân cận U của p

trong Cn sao cho ϕ là đa điều hoà dưới trên U ∩ Ω, liên tục trên U ∩ Ω
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và thoả mãn 
ϕ(p) = 0,

ϕ(z) < 0 với mọi z ∈ (U ∩ Ω) \ {p}.

Định nghĩa 1.1.6 (Hội tụ Carathéodory). Giả sử {Ων} là một dãy các

miền trong đa tạp phức sao cho p ∈
∞⋂
ν=1

Ων. Nếu p là một điểm trong của

∞⋂
ν=1

Ων, nhân Carathéodory Ω̂ tại p của dãy {Ων} là miền lớn nhất chứa

p thỏa mãn tính chất: mỗi tập con compact của Ω̂ nằm trong tất cả các

miền trừ ra một số hữu hạn các miền Ων. Nếu p không là điểm trong

của
∞⋂
ν=1

Ων thì nhân Carathéodory Ω̂ là {p}. Dãy {Ων} được gọi là hội tụ

đến nhân của nó tại p nếu mọi dãy con của dãy {Ων} đều có cùng nhân

tại p.

Chúng ta nói rằng dãy {Ων} các miền trong đa tạp phức hội tụ chuẩn

tắc đến Ω̂ (kí hiệu bởi lim Ων = Ω̂) nếu tồn tại một điểm p ∈
∞⋂
ν=1

Ων sao

cho {Ων} hội tụ đến nhân Carathéodory Ω̂ tại p.

Mệnh đề sau là một mở rộng của định lý Greene-Krantz ( xem trong

[17]).

Mệnh đề 1.1.7. Giả sử {Ai}∞i=1 và {Ωi}∞i=1 là hai dãy các miền trong

đa tạp phức M với limAi = A0 và lim Ωi = Ω0 trong đó A0 và Ω0 là

các miền trong M . Giả sử rằng {fi : Ai → Ωi} là một dãy các song

chỉnh hình. Giả sử thêm rằng dãy {fi : Ai → M} hội tụ đều trên các

tập con compact của A0 đến ánh xạ chỉnh hình F : A0 → M và dãy

{gi := f−1
i : Ωi → M} hội tụ đều trên các tập con compact của Ω0 đến

ánh xạ chỉnh hình G : Ω0 →M . Khi đó một trong hai khẳng định sau là
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đúng.

(i) Dãy {fi} phân kỳ compact, nghĩa là với mỗi tập con compact

K ⊂ A0 và mỗi tập con compact L ⊂ Ω0, tồn tại i0 sao cho

fi(K) ∩ L = ∅ với mọi i ≥ i0, hoặc

(ii) Tồn tại một dãy con {fij} ⊂ {fi} sao cho dãy {fij} hội tụ đều trên

các tập con compact của A0 đến song chỉnh hình F : A0 → Ω0.

Chứng minh. Giả sử rằng dãy {fi} không phân kỳ compact. Khi đó F

ánh xạ một điểm p nào đó của A0 vào Ω0. Chúng ta sẽ chỉ ra rằng F là

song chỉnh hình từ A0 lên Ω0. Đặt q = F (p), ta có

G(q) = G(F (p)) = lim
i→∞

gi(F (p)) = lim
i→∞

gi(fi(p)) = p,

trong đó đẳng thức cạnh đẳng thức cuối được suy ra từ sự hội tụ đều.

Lấy một lân cận V của p trong A0 sao cho F (V ) ⊂ Ω0. Khi đó sự hội

tụ đều cho phép chúng ta kết luận rằng G(F (z)) = limi→∞ gi(fi(z)) = z

với mọi z ∈ V . Vì vậy ánh xạ F|V đơn ánh. Theo định lý Osgood ánh xạ

F|V : V → F (V ) là song chỉnh hình.

Xét các hàm chỉnh hình Ji : Ai → C và J : A0 → C cho bởi

Ji(z) = det((dfi)z) và J(z) = det((dF )z). Khi đó J(z) 6= 0 (z ∈ V )

và với mỗi i ∈ N∗, hàm Ji không đâu triệt tiêu trên Ai. Hơn nữa, dãy

{Ji}∞i=0 hội tụ đều trên các tập con compact của A0 đến J . Theo định lý

Hurwitz hàm J cũng không đâu triệt tiêu. Điều này suy ra rằng ánh xạ

F : A0 → M là mở và điểm z ∈ A0 bất kỳ đều cô lập trong F−1(F (z)).

Theo [30, Mệnh đề 5], ta có F (A0) ⊂ Ω0.
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Lặp lại những lý luận như ở trên ta có thể kết luận rằng G(Ω0) ⊂ A0.

Khi đó sự hội tụ đều cho phép chúng ta kết luận rằng G ◦ F (z) =

limi→∞ gi(fi(z)) = z với mọi z ∈ A0 và F ◦G(w) = limi→∞ fi(gi(w)) = w

với mọi w ∈ Ω0.

Điều này chỉ ra rằng F và G là các ánh xạ một-một và là ánh xạ lên,

đặc biệt F là ánh xạ song chỉnh hình.

Theo [8, Mệnh đề 2.1], chúng ta có mệnh đề sau.

Mệnh đề 1.1.8. Giả sử Ω là một miền trong đa tạp phức M chiều n và

p∞ ∈ ∂Ω là một điểm biên. Giả sử rằng ∂Ω giả lồi và có kiểu hữu hạn

trong một lân cận nào đó của điểm biên p∞.

(a) Giả sử D là một miền trong đa tạp phức Y chiều m. Khi đó dãy

bất kì {ϕp} ⊂ Hol(D,Ω) hội tụ đều trên các tập con compact của

D đến p∞ nếu và chỉ nếu limϕp(a) = p∞ với a là một điểm nào đó

trong D.

(b) Hơn nữa, giả sử rằng tồn tại dãy {ϕp} ⊂ Aut(Ω) sao cho

limϕp(a) = p∞ với a ∈ Ω thì miền Ω là taut.

Chứng minh. Do miền ∂Ω giả lồi và có kiểu hữu hạn trong lân cận của

p∞ ∈ ∂Ω nên tồn tại hàm peak đa điều hòa dưới địa phương tại p∞ (xem

trong [12]). Hơn nữa, do biên ∂Ω nhẵn và giả lồi trong một lân cận của

p∞ nên tồn tại lân cận B đủ nhỏ của p∞ sao cho sao cho B ∩Ω là miền

giả lồi với biên nhẵn. Theo [26, Định lý 5.2.5, tr. 252], miền B ∩ Ω là

taut. Vì vậy, mệnh đề được suy ra trực tiếp từ [8, Mệnh đề 2.1].
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Bổ đề sau là một mở rộng của [8, Bổ đề 2.3].

Bổ đề 1.1.9. Giả sử σ∞ là hàm điều hòa dưới lớp C2 trên C sao cho

σ∞(0) = 0 và
∫

C ∂̄∂σ∞ = +∞. Gọi {σk}k là một dãy các hàm điều hòa

dưới trên C hội tụ đều trên các tập con compact của C đến σ∞. Giả sử

ω là một miền tùy ý trong một đa tạp phức chiều m (m ≥ 1) và giả sử

z0 là một điểm cố định trong ω. Kí hiệu {Mk} là dãy miền trong Cn xác

định bởi

Mk = {(z1, z2, · · · , zn) ∈ Cn : Im z1 + σk(z2) + |z3|2 + · · ·+ |zn|2 < 0}.

Khi đó, dãy bất kì {hk} ⊂ Hol(ω,Mk) thỏa mãn {hk(z0), k ≥ 0} b M∞

đều chứa một dãy con nào đó hội tụ đều trên các tập con compact của

ω đến một phần tử của Hol(ω,M∞).

Chứng minh. Chúng ta xét trường hợp ω là đa đĩa ∆m trong Cm. Ta sẽ

chứng minh bổ đề này theo phương pháp quy nạp theo m. Trường hợp

tổng quát được suy ra từ trường hợp này bằng lập luận về phủ hữu hạn.

Trước hết, ta giả sử rằng m = 1. Gọi hk ∈ H(∆,Mk) và kí hiệu bởi

(hk1
, hk2

, · · · , hkn) các thành phần của hk. Không mất tính tổng quát, ta

có thể giả sử rằng hk liên tục trên ∆. Từ công thức Jensen, ta có∫ 1

0

dt

t

∫
∆t

∂̄∂[σk ◦ hk2
] =

1

2π

∫ 2π

0
σk ◦ hk2

(eiθ)dθ − σk ◦ hk2
(0). (1.1)

Cố định r ∈ (0, 1). Do tính giải tích của hk2
và tính điều hòa dưới của

σk ◦ hk2
nên ta nhận được∫

hk2(∆r)
∂̄∂σk ≤

∫
∆r

∂̄∂(σk ◦ hk2
) .

∫ 1

r

dt

t

∫
∆r

∂̄∂(σk ◦ hk2
)

≤
∫ 1

r

dt

t

∫
∆t

∂̄∂(σk ◦ hk2
).

(1.2)



24

Mặt khác, ta cũng có∫ 2π

0
σk ◦ hk2

(eiθ)dθ ≤
∫ 2π

0
− Imhk1

(eiθ)dθ −
n∑
j=3

∫ 2π

0
|hkj(eiθ)|2dθ

≤ −2π Imhk1
(0)− 2π

n∑
j=3

|hkj(0)|2.
(1.3)

Do (1.1) nên tồn tại hằng số A > 0 sao cho∫
hk2(∆r)

∂̄∂σk ≤ A, ∀k ≥ 0. (1.4)

Bây giờ ta chọn hai tập compact rời nhau K1 và K2 trong C sao

cho
∫
K1
∂̄∂σ∞ > 2A và

∫
K2
∂̄∂σ∞ > 2A. Bất đẳng thức (1.4) suy ra

rằng K1 6⊂ hk2
(∆r), K2 6⊂ hk2

(∆r) với k đủ lớn. Do đó, mỗi {hk2
}

không nhận hai giá trị ak và bk với |ak|, |bk| bị chặn và |ak − bk| bị

chặn dưới bởi một số dương thực sự. Do đó, sau khi trích ra dãy

con, dãy {hk2
} hội tụ đều trên các tập con compact của ∆r. Do

Im hk1
≤ sup∆r′

(−σk ◦ hk2
− |hk3

|2− · · · − |hkn|2) ≤ sup∆r′
(−σk ◦ hk2

) với

bất kì r′ < r nên sự hội tụ của dãy {hk1
} được suy ra từ định lý Montel.

Hơn nữa, với mỗi r′ < r, trên ∆r′ ta có bất đẳng thức sau

|hk3
|2 + · · ·+ |hkn|2 < sup

∆r′

(−σk ◦ hk2
− Im hk1

).

Theo định lý Montel, sau khi trích dãy con, các dãy {hk3
}, · · · , {hkn} hội

tụ đều trên các tập con compact của ∆r. Do r được chọn tùy ý trong

[0, 1) nên bổ đề được chứng minh cho trường hợp ω = ∆.

Bây giờ ta giả sử qui nạp rằng bổ đề được thiết lập với ω = ∆m−1 (m ≥

2). Xét trường hợp ω = ∆m. Theo định lý Montel, ta chỉ cần chứng

minh rằng dãy {hk} bị chặn đều trên mỗi tập con compact của ∆m.
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Giả sử phản chứng rằng dãy này không bị chặn. Khi đó ta có thể tìm

được một dãy các điểm {zk} trong ∆m sao cho {zk, k ≥ 1} b ∆m và

lim |hk1
(zk)|+ · · ·+ |hkn(zk)| = +∞. Ta viết z = (z1, z

′), trong đó z1 ∈ C

và z′ ∈ Cm−1. Theo chứng minh ở trên và trích dãy con nếu cần, dãy

{∆ 3 u 7→ hk(u, 0
′)} hội tụ đều trên các tập con compact của ∆ đến một

phần tử nào đó của Hol(∆,M∞). Vì vậy {hk(zk1
, 0′), k ≥ 1} b M∞ và

ta có thể áp dụng giả thiết qui nạp cho dãy {∆m−1 3 z′ 7→ hk(zk1
, z′)}.

Điều này dẫn đến mâu thuẫn vì {hk(zk)} không có điểm tụ hữu hạn.

1.2 Ước lượng metric Kobayashi của miền trong Cn

Trong mục này, chúng tôi sử dụng lập luận của D. Catlin [11] để nghiên

cứu hệ tọa độ đặc biệt và các đa đĩa. Sau đó, chúng tôi cải tiến kĩ thuật

của F. Berteloot trong [41] để xây dựng dãy các phép co giãn, ước lượng

metric Kobayashi và chứng minh tính chuẩn tắc của dãy scaling.

1.2.1 Hệ tọa độ đặc biệt và các đa đĩa

Giả sử Ω là một miền trong Cn với biên ∂Ω nhẵn, giả lồi và có kiểu

hữu hạn trong một lân cận của điểm p∞ ∈ ∂Ω. Giả sử rằng hạng của

dạng Levi ít nhất bằng n−2 tại p∞. Chúng ta có thể giả sử rằng p∞ = 0

và hạng của dạng Levi tại p∞ chính xác bằng n − 2. Gọi r là một hàm

xác định biên nhẵn của miền Ω. Chú ý rằng do ∂Ω giả lồi tại p∞ nên

kiểu của biên ∂Ω tại p∞ là một số nguyên chẵn 2m (m ≥ 1). Chúng

ta có thể giả sử rằng
∂r

∂zn
(z) 6= 0 với tất cả z trong một lân cận U của
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p∞. Sau khi thực hiện đổi biến tuyến tính, ta có thể tìm các hàm tọa độ

z1, · · · , zn xác định trên U sao cho.

Ln =
∂

∂zn
, Lj =

∂

∂zj
+ bj

∂

∂zn
, Ljr ≡ 0, bj(p∞) = 0, 1 ≤ j ≤ n− 1 (1.5)

lập thành một cơ sở của TC(U) và thỏa mãn

∂∂̄r(p∞)(Li, L̄j) = δij, 2 ≤ i, j ≤ n− 1, (1.6)

trong đó δij = 1 nếu i = j và δij = 0 nếu ngược lại. Ta muốn chỉ ra rằng

quanh mỗi điểm z′ = (z′1, · · · , z′n) trong U , tồn tại một đa đĩa lớn nhất

sao cho trên đó hàm r(z) thay đổi không vượt quá một số nhỏ tùy ý cho

trước δ. Trước tiên, chúng ta xây dựng các tọa độ quanh z′ (xem trong

[13]). Các tọa độ này sẽ được dùng để định nghĩa đa đĩa.

Lấy các hàm tọa độ z1, · · · , zn quanh p∞ sao cho (1.6) đúng. Vì thế

|Lnr(z)| ≥ c > 0 với mọi z ∈ U và ∂∂̄r(z)(Li, L̄j)2≤i,j≤n−1 có (n− 2) giá

trị riêng dương trong U , trong đó

Ln =
∂

∂zn
,

Lj =
∂

∂zj
− (

∂r

∂zn
)−1∂r(z

′)

∂zj

∂

∂zn
, j = 1, · · · , n− 1.

Đối với mỗi z′ ∈ U , ta định nghĩa các hàm tọa độ mới u1, · · · , un cho

bởi z = ϕ1(u)

zn = z′n + un −
n−1∑
j=1

[
(
∂r

∂zn
)−1∂r(z

′)

∂zj

]
uj,

zj = z′j + uj, j = 1, · · · , n− 1.

Do đó, Lj có thể viết dưới dạng sau Lj = ∂
∂uj

+ b′j
∂
∂un
, j = 1, · · · , n− 1,

trong đó b′j(z
′) = 0. Trong hệ tọa độ u1, · · · , un, ma trận A =
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∂ui∂ūj

)
2≤i,j≤n−1

là một ma trận Hermit và tồn tại ma trận Unita

P =
(
Pij
)

2≤i,j≤n−1 sao cho P ∗AP = D, trong đó D là ma trận đường

chéo mà các phần tử trên đường chéo chính gồm các giá trị riêng dương

của A.

Định nghĩa u = ϕ2(v) bởi

u1 = v1, un = vn,

uj =
n−1∑
k=2

P̄jkvk, j = 2, · · · , n− 1.

Khi đó
∂2r(z′)

∂vi∂v̄j
= λiδij, 2 ≤ i, j ≤ n− 1, trong đó λi > 0 là một phần tử

thứ i của D (ta có thể giả sử rằng λi ≥ c > 0 trong U với mọi i). Tiếp

theo ta định nghĩa v = ϕ3(w) bởi

v1 = w1, vn = wn,

vj = λjwj, j = 2, · · · , n− 1.

Vì vậy,
∂2r(z′)

∂wi∂w̄j
= δij, 2 ≤ i, j ≤ n− 1 và r(w) có thể viết dưới dạng

r(w) = r(z′) + Rewn +
n−1∑
α=2

∑
1≤k≤m

Re
[
(aαkw

k
1 + bαk w̄

k
1)wα

]
+ Re

n−1∑
α=2

cαw
2
α

+
∑

2≤j+k≤2m

aj,kw
j
1w̄

k
1 +

n−1∑
α=2

|wα|2 +
n−1∑
α=2

∑
j+k≤m
j,k>0

Re(bαj,kw
j
1w̄

k
1wα)

+O(|wn||w|+ |w∗|2|w|+ |w∗|2|w1|m+1 + |w1|2m+1),

(1.7)

trong đó w∗ = (0, w2, · · · , wn−1, 0). Thực hiện phép đổi biến w = ϕ4(t)
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cho bởi

wn = tn −
∑

2≤k≤2m

2

k!

∂kr(0)

∂wk
1
tk1 −

n−1∑
α=2

∂2r(0)

∂w2
α

t2α−

−
n−1∑
α=2

∑
1≤k≤m

2

(k + 1)!

∂k+1r(0)

∂wα∂wk
1
tαt

k
1,

wj = tj, j = 1, · · · , n− 1,

để loại bỏ các hạng tử điều hòa trong khai triển (1.7), tức là: phép biến

đổi này loại bỏ các hạng tử wk
1 , w̄

k
1 , w

2
α cũng như các hạng tử wk

1wα, w̄
k
1w̄α

trong (1.7). Cuối cùng, chúng ta thực hiện phép đổi biến t = ϕ5(ζ) cho

bởi

t1 = ζ1, tn = ζn,

tα = ζα −
∑

1≤k≤m

1

(k + 1)!

∂k+1r(0)

∂t̄α∂tk1
ζk1 , α = 2, · · · , n− 1

để loại bỏ các hạng tử dạng w̄j
1wα từ công thức (1.7). Vì vậy, ta nhận

được mệnh đề sau (xem [13, Mệnh đề 2.2, tr. 806]).

Mệnh đề 1.2.1 (S. Cho). Với mỗi z′ ∈ U và số nguyên dương chẵn m,

tồn tại song chỉnh hình Φz′ : Cn → Cn, z = Φ−1
z′ (ζ1, · · · , ζn) sao cho

r(Φ−1
z′ (ζ)) = r(z′) + Re ζn +

∑
j+k≤2m
j,k>0

ajk(z
′)ζj1 ζ̄

k
1

+
n−1∑
α=2

|ζα|2 +
n−1∑
α=2

Re((
∑

j+k≤m
j,k>0

bαjk(z
′)ζj1 ζ̄

k
1 )ζα)

+O(|ζn||ζ|+ |ζ∗|2|ζ|+ |ζ∗|2|ζ1|m+1 + |ζ1|2m+1),

(1.8)

trong đó ζ∗ = (0, ζ2, · · · , ζn−1, 0).
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Nhận xét 1.2.2. Các phép đổi biến ở trên là duy nhất và vì thế ánh xạ

Φz′ xác định duy nhất.

Bây giờ ta sẽ định nghĩa đa đĩa quanh z′. Trước hết, ta đặt

Al(z
′) = max{|aj,k(z′)|, j + k = l}, (2 ≤ l ≤ 2m),

Bl′(z
′) = max{|bαj,k(z′)|, j + k = l′, 2 ≤ α ≤ n− 1}, (2 ≤ l′ ≤ m).

(1.9)

Với mỗi số δ > 0, ta định nghĩa τ(z′, δ) như sau

τ(z′, δ) = min{
(
δ/Al(z

′)
)1/l

,
(
δ

1
2/Bl′(z

′)
)1/l′

, 2 ≤ l ≤ 2m, 2 ≤ l′ ≤ m}.

(1.10)

Vì kiểu của ∂Ω tại p∞ bằng 2m và hạng của dạng Levi ít nhất bằng n−2

tại p∞ nên A2m(p∞) 6= 0. Mặt khác , do Φη → Id khi η → (0, · · · , 0)

nên ta có thể chọn lân cận U đủ nhỏ sao cho |A2m(z′)| ≥ c > 0 với mọi

z′ ∈ U . Điều này suy ra bất đẳng thức:

δ1/2 . τ(z′, δ) . δ1/2m (z′ ∈ U), (1.11)

trong đó các hằng số không phụ thuộc vào η ∈ U và δ. Từ định nghĩa

τ(z′, δ) ta dễ dàng suy ra rằng: nếu δ′ < δ′′ thì

(δ′/δ′′)1/2τ(z′, δ′′) ≤ τ(z′, δ′) ≤ (δ′/δ′′)1/2mτ(z′, δ′′). (1.12)

Đặt τ1(z
′, δ) = τ(z′, δ) = τ, τ2(z

′, δ) = · · · = τn−1(z
′, δ) = δ1/2,

τn(z
′, δ) = δ. Bây giờ ta có thể định nghĩa đa đĩa

R(z′, δ) = {ζ ∈ Cn : |ζk| < τk(z
′, δ); k = 1, · · · , n} (1.13)

và giả đa đĩa

Q(z′, δ) = {Φ−1
z′ (ζ) : ζ ∈ R(z′, δ)}. (1.14)
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Từ giờ về sau ta kí hiệu Dl
k là toán tử đạo hàm riêng bất kì dạng

∂
∂ζµk

∂
∂ζ̄νk

, trong đó µ + ν = l, k = 1, 2, · · · , n. Để chứng minh tính thuần

nhất của Q(z′, δ) ta cần hai bổ đề sau.

Bổ đề 1.2.3 (Mệnh đề 2.3, tr.807 trong [13]). Giả sử z′ là điểm bất kì

trong U . Khi đó, hàm ρ(ζ) = r(Φ−1
z′ (ζ)) thỏa mãn

|ρ(ζ)− ρ(0)| . δ,

|Di
kD

l
1ρ(ζ)| . δτ1(z

′, δ)−lτk(z
′, δ)−i,

(1.15)

với ζ ∈ R(z′, δ) và l + im ≤ 2m, i = 0, 1; k = 2, · · · , n− 1.

Bổ đề 1.2.4 ( Hệ quả 2.8, tr.812 trong [13]). Giả sử rằng z ∈ Q(z′, δ).

Khi đó

τ(z, δ) ≈ τ(z′, δ). (1.16)

Bây giờ ta áp dụng Bổ đề 1.2.4 để trả lời cho câu hỏi: "các đa đĩa

Q(z′, δ) và Q(z′′, δ) quan hệ với nhau như thế nào?" Gọi Φ−1
z′ là ánh xạ

kết hợp với z′ như trong Mệnh đề 1.2.1. Định nghĩa ζ ′′ bởi z′′ = Φ−1
z′ (ζ ′′).

Áp dụng Mệnh đề 1.2.1 tại điểm ζ ′′ với r được thay bởi ρ = r ◦ Φ−1
z′ , ta

nhận được ánh xạ Φ−1
ζ ′′ : Cn → Cn cho bởi Φ−1

ζ ′′ = ϕ1 ◦ ϕ2 ◦ ϕ3 ◦ ϕ4 ◦ ϕ5

trong đó

z = ϕ1(u) xác định bởi

zn = ζ ′′n + un +
n−1∑
j=1

bjuj,

zj = ζ ′′j + uj, j = 1, · · · , n− 1,
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u = ϕ2(v) xác định bởi

u1 = v1, un = vn,

uj =
n−1∑
k=2

P̄jkvk, j = 2, · · · , n− 1,

v = ϕ3(w) xác định bởi

v1 = w1, vn = wn,

vj = λjwj, j = 2, · · · , n− 1,

w = ϕ4(t) xác định bởi

wn = tn +
∑

2≤k≤2m

dkt
k
1 +

n−1∑
α=2

∑
1≤k≤m

dα,ktαt
k
1 +

n−1∑
α=2

cαt
2
α,

wj = tj, j = 1, · · · , n− 1,

và t = ϕ5(ξ) xác định bởi

t1 = ξ1, tn = ξn,

tα = ξα +
∑

1≤k≤m

eα,kξ
k
1 , α = 2, · · · , n− 1.

ρ(Φ−1
ζ ′′ (ξ)) = ρ(ζ ′′) + Re ξn +

∑
j+k≤2m
j,k>0

ajk(ζ
′′)ξj1ξ̄

k
1

+
n−1∑
α=2

|ξα|2 +
n−1∑
α=2

Re((
∑

j+k≤m
j,k>0

bαjk(ζ
′′)ξj1ξ̄

k
1 )ξα)

+O(|ξn||ξ|+ |ξ′′|2|ξ|+ |ξ′′|2|ξ1|m+1 + |ξ1|2m+1).

Bởi vì ánh xạ hợp thành Φ−1
z′ ◦ Φ−1

ζ ′′ sinh ra một ánh xạ có cùng dạng

như Φ−1
z′′ , trong đó Φ−1

z′′ nhận được bởi áp dụng Mệnh đề 1.2.1 cho hàm
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r và điểm z′′ và do sự duy nhất của ánh xạ Φ trong Mệnh đề 1.2.1 nên

ta có:

Φ−1
z′′ = Φ−1

z′ ◦ Φ−1
ζ ′′ . (1.17)

Vì vậy, để nghiên cứu Q(z′′, δ) ta phải xác định ánh xạ Φ−1
ζ ′′ .

Bổ đề 1.2.5. Giả sử rằng z′′ ∈ Q(z′, δ). Khi đó

|bj| . δτj(z
′, δ)−1, |cα| . δτα(z′, δ)−2, |dk| . δτ1(z

′, δ)−k,

|dα,l| . δτ1(z
′, δ)−lτα(z′, δ)−1, |eα,l| . δτ1(z

′, δ)−lτα(z′, δ)−1,
(1.18)

với 1 ≤ j ≤ n− 1, 1 ≤ k ≤ 2m, 2 ≤ α ≤ n− 1, 1 ≤ l ≤ m.

Chứng minh. Từ chứng minh Mệnh đề 1.2.1, ta thấy rằng

bj = −(
∂ρ

∂ζ1
)−1∂ρ(ζ ′′)

∂ζj
,

cα = −∂
2ρ(0)

∂ζ2
α

,

dk = − 2

k!

∂kρ(0)

∂wk
1
,

dα,l = − 2

(l + 1)!

∂l+1ρ(0)

∂wα∂wl
1
,

eα,l = − 1

(l + 1)!

∂l+1ρ(0)

∂t̄α∂tl1
,

với 1 ≤ j ≤ n − 1, 1 ≤ k ≤ 2m, 2 ≤ α ≤ n − 1, 1 ≤ l ≤ m. Do Bổ đề

1.2.3 và cách xây dựng song chỉnh hình Φ−1
ζ ′′ nên ta kết luận rằng (1.18)

đúng.

Mệnh đề 1.2.6. Tồn tại một hằng số C sao cho: nếu z′′ ∈ Q(z′, δ) thì

Q(z′′, δ) ⊂ Q(z′, Cδ) (1.19)
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và

Q(z′, δ) ⊂ Q(z′′, Cδ). (1.20)

Chứng minh. Ta định nghĩa S(z′′, δ) = {Φ−1
ζ ′′ (ξ) : ξ ∈ R(z′′, δ)}. Dễ thấy

rằng Q(z′′, δ) = Φ−1
z′ ◦ S(z′′, δ). Bởi vậy, để chứng minh (1.19) ta chỉ cần

chỉ ra rằng

S(z′′, δ) ⊂ R(z′, Cδ). (1.21)

Thật vậy, với mỗi ξ ∈ R(z′′, δ), đặt t = ϕ5(ξ). Theo các Bổ đề 1.2.4

và Bổ đề 1.2.5, ta có:

|t1| = |ξ1| ≤ τ1(z
′′, δ) . τ1(z

′, δ),

|tn| = |ξn| ≤ τn(z
′′, δ) = τn(z

′, δ) = δ,

|tα| ≤ |ξα|+
n−1∑
k=2

|eα,k||ξ1|k . τα(z′′, δ) + δτ1(z
′, δ)−kτα(z′, δ)−1τ1(z

′′, δ)k

. τα(z′, δ), 2 ≤ α ≤ n− 1.

Ta cũng đặt w = ϕ4(t). Theo Bổ đề 1.2.5, ta có:

|wn| ≤ |tn|+
2m∑
k=2

|dk||t1|k +
n−1∑
α=2

m∑
k=1

|dα,k||tα||t1|k +
n−1∑
α=2

|cα||tα|2

. τn(z
′, δ) +

2m∑
k=2

δτ1(z
′, δ)−kτ1(z

′, δ)k +
n−1∑
α=2

δτα(z′, δ)−2τα(z′, δ)2

+
n−1∑
α=2

m∑
k=1

δτ1(z
′, δ)−kτα(z′, δ)−1τα(z′, δ)τ1(z

′, δ)k . δ = τn(z
′, δ),

|wj| = |tj| . τj(z
′, δ), 1 ≤ j ≤ n− 1.

Đặt v = ϕ3(w), u = ϕ2(v) và ζ = ϕ1(u). Dễ thấy rằng |vj| .

τj(z
′, δ), |uj| . τj(z

′, δ), |ζj| . τj(z
′, δ), 1 ≤ j ≤ n và vì thế (1.21)
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đúng nếu C đủ lớn. Để chứng minh (1.20) ta định nghĩa P (z′, δ) =

{Φζ ′′(ζ) : ζ ∈ R(z′, δ)}. Chú ý rằng Q(z′, δ) = Φ−1
z′′ ◦ P (z′′, δ). Vậy, ta chỉ

cần chỉ ra rằng:

P (z′, δ) ⊂ R(z′′, Cδ). (1.22)

Thật vậy, ta thấy Φζ ′′ = ϕ−1
5 ◦ ϕ−1

4 ◦ ϕ−1
3 ◦ ϕ−1

2 ◦ ϕ−1
1 và

τ(z′, δ) . τ(z′′, δ).

Áp dụng (1.18) theo cách tương tự như trên, ta kết luận rằng nếu

ζ ∈ R(z′, δ) thì ξ = Φζ ′′(ζ) ∈ R(z′′, Cδ), trong đó C đủ lớn. Vì vậy,

(1.22) đúng.

1.2.2 Co giãn các tọa độ

Giả sử Ω là miền trong Cn với biên ∂Ω nhẵn, giả lồi, kiểu hữu hạn

trong một lân cận nào đó của điểm p∞ ∈ ∂Ω và hạng của dạng Levi ít

nhất bằng n−2 tại p∞. Không mất tính tổng quát, ta có thể giả sử rằng

p∞ = 0 và hạng của dạng Levi tại p∞ chính xác bằng n − 2. Gọi ρ là

hàm xác định biên nhẵn của miền Ω. Sau khi thực hiện phép đổi tọa độ

ta có thể tìm được các hàm tọa độ z1, · · · , zn xác định trên một lân cận

nào đó U0 của p∞ sao cho

ρ(z) = Re zn +
∑

j+k≤2m
j,k>0

aj,kz
j
1z̄
k
1

+
n−1∑
α=2

|zα|2 +
n−1∑
α=2

∑
j+k≤m
j,k>0

Re((bαj,kz
j
1z̄
k
1 )zα)

+O(|zn||z|+ |z∗|2|z|+ |z∗|2|z1|m+1 + |z1|2m+1),
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trong đó z∗ = (0, z2, · · · , zn−1, 0). Theo Mệnh đề 1.2.1, với mỗi điểm η

trong một lân cận của gốc toạ độ, tồn tại duy nhất tự đẳng cấu Φη của

Cn sao cho

ρ(Φ−1
η (w))− ρ(η) = Rewn +

∑
j+k≤2m
j,k>0

aj,k(η)wj
1w̄

k
1

+
n−1∑
α=2

|wα|2 +
n−1∑
α=2

∑
j+k≤m
j,k>0

Re[(bαj,k(η)wj
1w̄

k
1)wα]

+O(|wn||w|+ |w∗|2|w|+ |w∗|2|w1|m+1 + |w1|2m+1),

(1.23)

trong đó w∗ = (0, w2, · · · , wn−1, 0).

Bây giờ, chúng ta định nghĩa phép co giãn không đẳng hướng ∆ε
η bằng

cách đặt

∆ε
η(w1, · · · , wn) = (

w1

τ1(η, ε)
, · · · , wn

τn(η, ε)
),

trong đó τ1(η, ε) = τ(η, ε), τk(η, ε) =
√
ε (2 ≤ k ≤ n− 1) và τn(η, ε) = ε.

Đối với mỗi η ∈ ∂Ω, ta đặt ρεη(w) = ε−1ρ ◦ Φ−1
η ◦ (∆ε

η)
−1(w). Khi đó

ρεη(w) = Rewn +
∑

j+k≤2m
j,k>0

aj,k(η)ε−1τ(η, ε)j+kwj
1w̄

k
1 +

n−1∑
α=2

|wα|2

+
n−1∑
α=2

∑
j+k≤m
j,k>0

Re(bαj,k(η)ε−1/2τ(η, ε)j+kwj
1w̄

k
1wα) +O(τ(η, ε)).

(1.24)

Với mỗi η ∈ U0, chúng ta định nghĩa giả đa đĩa Q(η, ε) bởi

Q(η, ε) := Φ−1
η (∆ε

η)
−1(D × · · · ×D)

= Φ−1
η {|wk| < τk(η, ε), 1 ≤ k ≤ n},

(1.25)
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trong đó Dr := {z ∈ C : |z| < r}. Khi đó, theo các kết quả đã được

chỉ ra ở mục trước, tồn tại các hằng số 0 ≤ α ≤ 1 và C1, C2, C3 ≥ 1

sao cho các ước lượng sau được thỏa mãn với mọi η′ ∈ U0, ε ∈ (0, α] và

η ∈ Q(η′, ε)

ρ(η) ≤ ρ(η′) + C1ε, (1.26)

1

C2
τ(η, ε) ≤ τ(η′, ε) ≤ C2τ(η, ε), (1.27)

Q(η, ε) ⊂ Q(η′, C3ε) và Q(η′, ε) ⊂ Q(η, C3ε). (1.28)

Đặt ε(η) := |ρ(η)|, ∆η := ∆
ε(η)
η và C4 = C1 + 1. Từ (1.26), ta có

η ∈ Q(η′, ε(η′))⇒ ε(η) ≤ C4ε(η
′). (1.29)

Cố định các lân cận W0, V0 của gốc tọa độ với W0 ⊂ V0 ⊂ U0. Khi đó

với các hằng số đủ nhỏ α1, α0 (0 < α1 ≤ α0 < 1), ta có

η ∈ V0 và 0 < ε ≤ α0 ⇒ Q(η, ε) ⊂ U0 và ε(η) ≤ α0 (1.30)

η ∈ W0 và 0 < ε ≤ α1 ⇒ Q(η, ε) ⊂ V0. (1.31)

Bây giờ ta định nghĩa giả metric

M(η,
−→
X ) :=

n∑
k=1

|(Φ′η(η)
−→
X )k|

τk(η, ε(η))
= ‖∆η ◦ Φ′η(η)

−→
X‖1

trên U0, trong đó chuẩn ‖
−→
X‖1 =

∑n
j=1 |Xj| với

−→
X = (X1, · · · , Xn) ∈ Cn.

Theo (1.11), ta có

‖
−→
X‖1

ε(η)1/2m . M(η,
−→
X ) .

‖
−→
X‖1

ε(η)
.

Bổ đề sau đóng vai trò quan trọng trong kĩ thuật scaling.
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Bổ đề 1.2.7. Tồn tại các hằng số K ≥ 1 và 0 < A < 1 sao cho với

mỗi số nguyên N ≥ 1 và mỗi hàm chỉnh hình f : DN → U0 thỏa mãn

M(f(u), f ′(u)) ≤ A trên DN , ta có

f(0) ∈ W0 và KN−1ε(f(0)) ≤ α1 ⇒ f(DN) ⊂ Q[f(0), KNε(f(0))].

Chứng minh. Giả sử η0 ∈ V0 và η ∈ Q(η0, ε0), trong đó ε0 = ε(η0). Từ

(1.29), (1.27) và (1.12) ta có ε(η) ≤ C4ε0 và

τ(η, ε(η)) ≤ τ(η, C4ε0) ≤ C2

√
C4τ(η0, ε0).

Vì vậyM(η,
−→
X ) &

n∑
k=1

|(Φ′η(η)
−→
X )k|

τk(η0, ε0)
. Để thay Φ′η(η) bởi Φ′η0(η) trong bất

đẳng thức trên chúng ta xét đẳng cấu Ψ := Φη ◦Φ−1
η0
. Đẳng cấu này bằng

Φ−1
a = ϕ1 ◦ ϕ2 ◦ ϕ3 ◦ ϕ4 ◦ ϕ5 trong đó a := Φη(η0) và ϕj(1 ≤ j ≤ 5) được

chỉ ra ở mục trước. Nếu ta đặt Λ := Φ′η(η) ◦ (Φ′η0(η))−1 = Ψ′(Φη0(η))

thì Λ = ϕ′1 ◦ ϕ′2 ◦ ϕ′3 ◦ ϕ′4 ◦ ϕ′5. Bằng việc tính toán đơn giản, ta có

ϕ′1(w1, · · · , wn) = (w1, w2, · · · , wn +
n−1∑
k=1

bkwk)

trong đó |bk| ≤ C. ε0
τk(η0,ε0) (1 ≤ k ≤ n− 1) với hằng số nào đó C ≥ 1.

Đặt
−→
Y := Φ′η0(η)

−→
X,
−→
Y 4 := ϕ′5

−→
Y ,
−→
Y 3 := ϕ′4

−→
Y 4,

−→
Y 2 := ϕ′3

−→
Y 3 và

−→
Y 1 := ϕ′2

−→
Y 2. Do Φ′η(η)

−→
X = Λ[

−→
Y ] = ϕ′1

−→
Y 1 nên ta có

M(η,
−→
X ) &

|(Φ′η(η)
−→
X )1|

τ1(η0, ε0)
+ · · ·+ |(Φ

′
η(η)
−→
X )2|

τn−1(η0, ε0)
+
|(Φ′η(η)

−→
X )n|

2Cε0

&
n−1∑
k=1

(1− |bk|τk(η0, ε0)

2Cε0
)
|Y 1
k |

τk(η0, ε0)
+
|Y 1
n |

2Cε0

&
n∑
k=1

|Y 1
k |

τk(η0, ε0)
.
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Do định nghĩa các ánh xạ ϕ2 và ϕ3, ta dễ dàng chỉ ra rằng

n∑
k=1

|Y 1
k |

τk(η0, ε0)
&

n∑
k=1

|Y 2
k |

τk(η0, ε0)
&

n∑
k=1

|Y 3
k |

τk(η0, ε0)
.

Tiếp theo, chúng ta cũng có

ϕ′4(w1, · · · , wn) = (w1, w2, · · · , wn +
n−1∑
k=1

γkwk),

trong đó

|γk| .
m∑
j=1

|dk,j|τ1(η0, ε0)
j + 2.|ck|τk(η0, ε0) ≤ C.

ε0
τk(η0, ε0)

,

|γ1| .
n−1∑
α=2

m∑
j=1

|dα,j|τα(η0, ε0).j.τ1(η0, ε0)
j−1 +

2m∑
j=2

|dj|.j.τ1(η0, ε0)
j−1

≤ C.
ε0

τ1(η0, ε0)
,

với k = 2, · · · , n − 1 và hằng số nào đó C ≥ 1. Lập luận tương tự như

trên, ta có
n∑
k=1

|Y 3
k |

τk(η0, ε0)
&

n∑
k=1

|Y 4
k |

τk(η0, ε0)
.

Đạo hàm của ϕ5 xác định bởi

ϕ′5(w1, · · · , wn) = (w1, w2 + β2w1, · · · , wn−1 + βn−1w1, wn),

trong đó |βk| .
m∑
l=1
|ek,l|.l.τ1(η0, ε0)

l−1 ≤ C. ε0
τk(η0,ε0)τ1(η0,ε0) (2 ≤ k ≤ n− 1)
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với hằng số nào đó C ≥ 1. Do
−→
Y 4 = ϕ′5

−→
Y nên ta có:

n∑
k=1

|Y 4
k |

τk(η0, ε0)
&

|Y 4
1 |

τ1(η0, ε0)
+

n−1∑
k=2

|Y 4
k |

2nCτk(η0, ε0)
+

|Y 4
n |

τn(η0, ε0)

& (1−
n−1∑
k=2

|βk|τ1(η0, ε0)

2nCτk(η0, ε0)
)
|Y1|

τ1(η0, ε0)
+

+
n−1∑
k=2

|Yk|
2nCτk(η0, ε0)

+
|Yn|

τn(η0, ε0)

&
n∑
k=1

|Yk|
τk(η0, ε0)

=
n∑
k=1

|(Φ′η0(η)
−→
X )k|

τk(η0, ε0)
.

Vì thế tồn tại hằng số 1 ≥ A > 0 sao choM(η,
−→
X ) ≥ A‖∆η0◦Φ′η0(η)

−→
X‖1

với mọi η0 ∈ V0 và mọi η ∈ Q(η0, ε(η0)). Nhờ điều này ta có thể kết thúc

chứng minh bổ đề.

Giả sử f ∈ Hol(DN , U0) thỏa mãn các điều kiện đặt ra trong bổ đề.

Đặt η0 = f(0) và ε0 = ε(f(0)). Bây giờ ta xét các trường hợp sau

a) Với N = 1, nếu f(0) ∈ W0 thì f(D1) ⊂ Q(η0, ε0). Điều này suy ra

từ nhận xét: nếu f(u) ∈ Q(η0, ε0) thì ‖ ddu∆η0 ◦ Φη0 ◦ f(u)‖1 ≤ 1.

b) Bây giờ ta giả sử rằng N ≥ 2 và f(0) ∈ W0. Cố định θ0 ∈ (0, 2π].

Đặt uj = jeiθ0, ηj := f(uj) và εj = ε(ηj). Ta chỉ cần chỉ ra rằng

f [D(ui, 1)] ⊂ Q(η0, K
iε0) với i ≤ N − 1, trong đó D(ui, 1) là hình tròn

trong mặt phẳng phức tâm tại ui và bán kính bằng 1.

Với i = 0, khẳng định này đã được chứng minh ở a). Giả sử khẳng

định trên thỏa mãn với bất kì i ≤ j < N − 1. Do ηj+1 ∈ Q(η0, K
jε0) nên

ta có εj+1 ≤ C4K
jε0 < α1. Hơn nữa, vì η0 ∈ W0 nên ta cũng có ηj+1 ∈ V0

(xem (1.31)). Áp dụng a) cho hàm f hạn chế trên hình tròn D(uj+1, 1),
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ta có

f [D(uj+1, 1)] ⊂ Q(ηj+1, εj+1) ⊂ Q(ηj+1, C4K
jε0)

⊂ Q(η0, C3C4K
jε0) = Q(η0, K

j+1ε0).

Điều này kết thúc chứng minh bổ đề.

Với bất kì dãy {ηp}p các điểm trong U0 ∩ {ρ < 0} =: U−0 hội tụ đến

gốc tọa, ta kết hợp với dãy các điểm η′p = (η1p, · · · , ηnp + εp), εp > 0

sao cho η′p thuộc siêu mặt {ρ = 0}. Xét dãy các phép co giãn ∆
εp
η′p
.

Khi đó, ∆
εp
η′p
◦ Φη′p(ηp) = (0, · · · , 0,−1). Bởi vì (1.24), ta thấy rằng

∆
εp
η′p
◦ Φη′p({ρ = 0}) được cho bởi phương trình sau

Rewn + Pη′p(w1, w̄1) +
n−1∑
α=2

|wα|2 +
n−1∑
α=2

Re(Qα
η′p

(w1, w̄1)wα)+

+O(τ(η′p, εp)) = 0,

(1.32)

trong đó

Pη′p(w1, w̄1) :=
∑

j+k≤2m
j,k>0

aj,k(η
′
p)ε
−1
p τ(η′p, εp)

j+kwj
1w̄

k
1 ,

Qα
η′p

(w1, w̄1) :=
∑

j+k≤m
j,k>0

bαj,k(η
′
p)ε
−1/2
p τ(η′p, εp)

j+kwj
1w̄

k
1 .

Chú ý rằng từ (1.9) ta đã biết rằng các hệ số của Pη′p và Q
α
η′p

bị chặn

bởi 1. Các đa thức Qα
η′p

không đóng vai trò quan trọng bằng đa thức

Pη′p. Chính xác hơn, S. Cho [13]đã chứng minh bổ đề sau.

Bổ đề 1.2.8 ( Bổ đề 2.4, tr.810 trong [13]). |Qα
η′p

(w1, w̄1)| ≤ τ(η′p, εp)
1
10

với mọi α = 2, · · · , n− 1 và |w1| ≤ 1.
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Bởi Bổ đề 1.2.8, sau khi trích ra dãy con nếu cần, ta có ∆
εp
η′p
◦Φη′p(U

−
0 )

hội tụ đến miền sau

MP := {ρ̂ := Rewn + P (w1, w̄1) + |w2|2 + · · ·+ |wn−1|2 < 0}, (1.33)

trong đó P (w1, w̄1) là một đa thức bậc ≤ 2m không chứa các hạng tử

điều hòa.

Do MP là giới hạn của các miền giả lồi ∆
εp
η′p
◦ Φη′p(U

−
0 ), nên nó là giả

lồi. Vì vậy hàm ρ̂ trong (1.33) là đa điều hòa dưới và vì thế P là đa thức

điều hòa dưới với ∆P 6≡ 0.

Bổ đề 1.2.9. Miền MP là hyperbolic Brody, tức là mọi ánh xạ chỉnh

hình ϕ : C→MP đều là ánh xạ hằng.

Chứng minh. Giả sử ϕ : C → MP là chỉnh hình. Do đó, các hàm

Reϕn + P ◦ ϕ1 +
∑n−1

α=2 |ϕα|2 và Reϕn + P ◦ ϕ1 là điều hòa dưới âm

trên C. Hệ quả là các hàm này là hằng. Điều này suy ra rằng P ◦ ϕ1

là điều hòa. Vì vậy ϕ1,Reϕn và ϕn là hằng. Thêm nữa hàm
∑n−1

α=2 |ϕα|2

cũng hằng. Vì thế ϕα (2 ≤ α ≤ n− 1) là hằng.

1.2.3 Ước lượng metric Kobayashi

Nhắc lại rằng metric Kobayashi KΩ của Ω được cho bởi

KΩ(η,
−→
X ) := inf{ 1

R
| ∃f : D → Ω sao chof(0) = η, f ′(0) = R

−→
X}.

Lập luận tương tự như [40, tr. 93], tồn tại một lân cận U của gốc tọa độ

với U ⊂ U0 sao cho

KΩ(η,
−→
X ) ≤ KΩ∩U0

(η,
−→
X ) ≤ 2KΩ(η,

−→
X ) với mọi η ∈ U ∩ Ω.



42

Chúng ta cần bổ đề sau (xem [41]).

Bổ đề 1.2.10. Giả sử (X, d) là một không gian metric đầy và M : X →

R+ là một hàm bị chặn địa phương. Khi đó, với mọi σ > 0 và mọi u ∈ X

thỏa mãn M(u) > 0, tồn tại v ∈ X sao cho:

(i) d(u, v) ≤ 2
σM(u)

(ii) M(v) ≥M(u)

(iii) M(x) ≤ 2M(v) nếu d(x, v) ≤ 1
σM(v).

Chứng minh. Giả sử rằng v không tồn tại ta xây dựng một dãy {vj} sao

cho v0 = u, M(vn+1) ≥ 2M(vj) ≥ 2n+1M(u) và d(vn+1, vj) ≤ 1
σM(vj)

≤
1

σM(u)2n . Vì vậy dãy này là dãy Cauchy.

Định lý 1.2.11. Giả sử Ω là một miền trong Cn với biên ∂Ω nhẵn, giả

lồi, kiểu hữu hạn trong một lân cận nào đó của điểm p ∈ ∂Ω và hạng

của dạng Levi ít nhất bằng n− 2 tại p∞. Khi đó, tồn tại một lân cận V

của p∞ sao cho:

M(η,
−→
X ) . KΩ(η,

−→
X ) . M(η,

−→
X ) với mọi η ∈ V ∩ Ω.

Chứng minh. Theo định nghĩa metric Kobayashi, bất đẳng thức thứ hai

là hiển nhiên. Ta sẽ chứng minh bất đẳng thức thứ nhất. Ta có thể giả

sử rằng p∞ = (0, · · · , 0). Ta sẽ chỉ ra rằng với η gần 0 và
−→
X khác không,

ta có:

KΩ

(
η,

−→
X

M(η,
−→
X )

)
& 1.
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Giả sử rằng điều này không đúng. Khi đó, tồn tại fp : D → Ω∩U sao

cho fp(0) = ηp dần đến gốc tọa độ và fp
′(0) = Rp

−→
X p

M(ηp,
−→
X p)

, trong

đó Rp → ∞ khi p → ∞. Ta có thể giả sử rằng Rp ≥ p2. Do đó,

M(fp(0), f ′p(0)) = M

(
ηp, Rp

−→
X p

M(ηp,
−→
X p)

)
= Rp ≥ p2. Áp dụng Bổ đề

1.2.10 cho hàm Mp(t) := M(fp(t)), fp
′(t)) trên D̄1/2 với u = 0 và σ = 1

p .

Khi đó tồn tại ãp ∈ D̄1/2 sao cho |ãp| ≤
2p

Mp(0)
và Mp(ãp) ≥Mp(0) ≥ p2.

Hơn nữa,

Mp(t) ≤ 2Mp(ãp) trên D(ãp,
p

Mp(ãp)
).

Ta định nghĩa {gp} ⊂ Hol(Dp,Ω) bởi gp(t) := fp

(
ãp +

At

2Mp(ãp)

)
. Dãy

này thỏa mãn ước lượng

M [gp(t), gp
′(t)] ≤ A trên Dp.

Do ãp → 0, dãy gp(0) = fp(ãp) dần đến gốc tọa độ. Chọn dãy con nếu

cần, ta có thể giả sử rằng Kpε(gp(0)) ≤ α1, trong đó K,A và α1 là các

hằng số xuất hiện trong Bổ đề 1.2.7. Từ Bổ đề 1.2.7 ta suy ra rằng

gp(DN) ⊂ Q[gp(0), KNε(gp(0))] với N ≤ p. (1.34)

Bây giờ ta có thể áp dụng phương pháp co giãn tọa độ. Đặt ηp := gp(0)

và η′p := ηp + (0, · · · , 0, εp), trong đó εp > 0 và ρ(η′p) = 0. Dễ dàng thấy

rằng εp ≈ ε(ηp) và ηp ∈ Q(η′p, cεp) với hằng số c ≥ 1. Từ (1.34) và (1.28),

tồn tại hằng số C ≥ 1 sao cho

gp(DN) ⊂ Q[η′p, CK
Nεp] với N ≤ p. (1.35)

Đặt ϕp := ∆
εp
η′p
◦ Φη′p ◦ gp. Từ (1.28) suy ra rằng

ϕp(DN) ⊂ D√CKN × · · · ×D√CKN ×DCKN .



44

Bằng cách áp dụng định lý Montel và quá trình lấy dãy đường chéo ta có

thể trích ra dãy con {ϕpk} của dãy {ϕp} hội tụ trên các tập con compact

của C đến đường cong nguyên ϕ : C→MP . Do MP là hyperbolic Brody

nên ϕ là hàm hằng.

Mặt khác, ta có:

A

2
= M [gp(0), gp

′(0)] =
n∑
k=1

|(Φ′ηp(ηp)gp′(0))k|
τk(ηp, ε(ηp))

.

Do εp ≈ ε(ηp) , ηp ∈ Q(η′p, cεp) và Φ′ηp(ηp) ◦
(
Φ′η′p(ηp)

)−1
hội tụ đến Id

khi p→∞, ta có

A

2
.

n∑
k=1

|(Φ′η′p(ηp)gp′(0))k|
τk(η′p, εp)

= ‖ϕp′(0)‖1.

Vì thế ‖ϕ′(0)‖1 = limpk→∞ ‖ϕpk ′(0)‖1 & A
2 . Điều này mâu thuẫn vì ϕ là

ánh xạ hằng.

1.2.4 Tính chuẩn tắc của họ các ánh xạ chỉnh hình

Trong mục này, chúng tôi sẽ chứng minh định lý sau.

Định lý 1.2.12. Giả sử Ω là một miền trong Cn với biên ∂Ω nhẵn, giả

lồi, kiểu hữu hạn trong lân cận của điểm biên (0, · · · , 0) ∈ ∂Ω và hạng

của dạng Levi ít nhất bằng n − 2 tại (0, · · · , 0). Giả sử ω là một miền

trong Ck và ϕp : ω → Ω là dãy các ánh xạ chỉnh hình sao cho ηp := ϕp(a)

hội tụ đến (0, · · · , 0) với điểm nào đó a ∈ ω. Gọi {Tp}p là một dãy các

tự đẳng cấu của Cn kết hợp với dãy (ηp)p theo phương pháp co giãn tọa

độ (nghĩa là: Tp = ∆
εp
η′p
◦ Φη′p). Khi đó {Tp ◦ ϕp}p là chuẩn tắc và giới



45

hạn của nó là các ánh xạ chỉnh hình từ ω đến miền dạng sau

MP = {(w1, · · · , wn) ∈ Cn : Rewn+P (w1, w̄1)+|w2|2+· · ·+|wn−1|2 < 0},

trong đó τ(∂Ω, 0) = 2m và P ∈ P2m.

Chứng minh. Giả sử f : D → Ω là một hàm chỉnh hình với f(0) gần

(0, · · · , 0). Theo Định lý 1.2.11, ta có

M [f(u), f ′(u)] . KΩ(f(u), f ′(u)) ≤ KD(u,
∂

∂u
).

Gọi r0 ∈ (0, 1) là số thực sao cho r0 sup
|u|≤r0

KD(u, ∂∂u) ≤ A, trong đó

A là hằng số xuất hiện trong Bổ đề 1.2.7. Đặt fr0(u) := f(r0u).

Khi đó, M [fr0(u), fr0
′(u)] ≤ A. Hơn nữa, theo Bổ đề 1.2.7, ta có

f(Dr0) = fr0(D) ⊂ Q[f(0), ε(f(0))]. Bao hàm thức này vẫn còn đúng

nếu miền D được thay bởi hình cầu đơn vị trong Ck. Gọi f : ω → Ω là

ánh xạ chỉnh hình sao cho f(a) gần (0, · · · , 0) với điểm nào đó a ∈ ω.

Với tập con compact bất kì K của miền ω, bằng cách phủ bởi hữu hạn

các hình cầu bán kính r0 và theo tính chất (1.28), ta có

f(K) ⊂ Q[f(a), C(K)ε(f(a))],

trong đó C(K) là một hằng số phụ thuộc vào K. Do ηp := ϕp(a) hội tụ

đến gốc tọa độ nên ta suy ra rằng

ϕp(K) ⊂ Q[η′p, C(K)ε(ηp)].

Vì vậy Tp ◦ ϕp(K) ⊂ D√
C(K) × · · · × D√

C(K) × DC(K). Theo Định lý

Montel và quá trình lấy dãy đường chéo, dãy {Tp ◦ ϕp} là chuẩn tắc và

giới hạn của nó là các ánh xạ chỉnh hình từ ω đến miền dạng sau

MP = {(w1, · · · , wn) ∈ Cn : Rewn+P (w1, w̄1)+|w2|2+· · ·+|wn−1|2 < 0}.
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1.3 Sự tồn tại mô hình thuần nhất của miền trong

Cn với nhóm tự đẳng cấu không compact

Trong mục này, chúng tôi sẽ chứng minh kết quả chính thứ nhất của

luận án. Trước hết, ta cần bổ đề sau.

Bổ đề 1.3.1. Giả sử Q ∈ P2m và H ∈ H2m. Nếu MQ và MH là song

chỉnh hình thì phần thuần nhất bậc cao nhất của đa thức Q bằng đa thức

thuần nhất λH(eiνz) với λ > 0 và ν ∈ [0, 2π] nào đó.

Chứng minh. Theo [4], tồn tại một hàm chỉnh hình φ xác định trên MQ,

liên tục trên MQ sao cho |φ| < 1 với z ∈ MQ và φ(z) dần đến 1 khi z

dần ra vô cùng. Gọi ψ : MH →MQ là ánh xạ song chỉnh hình. Ta có thể

khẳng định rằng tồn tại t0 ∈ R sao cho limx→0
x<0

inf |ψ(0′, x+ it0)| < +∞.

Thật vậy, nếu điều này không xảy ra thì hàm φ ◦ ψ sẽ bằng 1 trên nửa

phẳng {Re zn < 0, z′ = 0} và điều này không thể được vì |φ| < 1 với

|z| � 1. Vì vậy, chúng ta có thể giả sử rằng tồn tại dãy xk < 0 sao cho

limxk = 0 và limψ(0′, xk) = z0 ∈ ∂MQ. Theo [41], ánh xạ ψ có thể thác

triển thành ánh xạ đồng phôi cho đến biên ∂MH trong một lân cận của

(0, · · · , 0). Hơn nữa, S. Bell [6] đã chỉ ra rằng thác triển này thực sự là

một vi phôi. Điều này dễ dàng suy ra kết luận của bổ đề.

Bây giờ chúng tôi sẽ chứng minh kết quả chính thứ nhất của luận án:
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Định lý 1.3.2. Giả sử Ω là một miền trong Cn và p∞ ∈ ∂Ω là một điểm

biên. Giả sử rằng

(a) ∂Ω là nhẵn, giả lồi trong một lân cận nào đó của điểm p∞ ∈ ∂Ω và

có kiểu 2m tại p∞,

(b) Hạng của dạng Levi ít nhất bằng n− 2 tại p∞,

(c) Tồn tại dãy {ϕp} thuộc Aut(Ω) sao cho limϕp(a) = p∞với điểm nào

đó a ∈ Ω,

Khi đó, Ω song chỉnh hình với miền có dạng sau

MH = {(w1, · · · , wn) ∈ Cn : Rewn+H(w1, w̄1)+|w2|2+· · ·+|wn−1|2 < 0},

trong đó H là đa thức thuần nhất, bậc 2m và điều hòa dưới trên C.

Để chứng minh định lý này, chúng ta áp dụng phương pháp của F.

Berteloot ( xem trong [8]). Trước tiên, với một miền Ω trong Cn và z ∈ Ω

ta kí hiệu P(Ω, z) là tập các đa thức Q ∈ P2m sao cho Q là điều hòa dưới

và tồn tại một song chỉnh hình ψ : Ω → MQ thỏa mãn ψ(z) = (0′,−1).

Bằng lập luận tương tự như trong chứng minh của [8, Mệnh đề 3.1] (áp

dụng Định lý 1.2.12 và Bổ đề 1.1.9), ta cũng nhận được khẳng định sau:

nếu Ω thỏa mãn các giả thiết của Định lý 1.3.2 thì P(Ω, z) khác rỗng.

Hơn nữa, tồn tại các cách chọn điểm z sao cho phần tử bất kì của P(Ω, z)

đều có bậc 2m. Chính xác hơn ta có mệnh đề sau.

Mệnh đề 1.3.3. Giả sử Ω là một miền trong Cn thỏa mãn

(1) ∃p∞ ∈ ∂Ω sao cho ∂Ω nhẵn, giả lồi và có kiểu hữu hạn trong một

lân cận nào đó của điểm p∞,
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(2) Hạng của dạng Levi ít nhất bằng n− 2 tại p∞,

(3) ∃z0 ∈ Ω, ∃ϕp ∈ Aut(Ω) sao cho limϕp(z0) = p∞.

Khi đó

(a) ∀z ∈ Ω : P(Ω, z) 6= ∅,

(b) ∃z̃0 ∈ Ω sao cho nếu Q ∈ P(Ω, z̃0) thì degQ = 2m, trong đó 2m là

kiểu của ∂Ω tại p∞,

(c) ∃Q ∈ P(Ω, z̃0) sao cho Q = H + R, trong đó H ∈ H2m và

degR < 2m.

Chứng minh. a) Gọi z ∈ Ω. Theo Mệnh đề 1.1.8, ta có limϕp(z) = p∞.

Xét dãy các điểm {ηp := ϕp(z)} và dãy các phép biến đổi {Tp} kết hợp

với dãy {ηp}. Dãy {Tp} xác định trong một lân cận U của p∞ ∈ ∂Ω. Do

đó, ta có hai dãy các miền Ωp := ϕ−1
p (Ω ∩ U), Dp := Tp(Ω ∩ U) và dãy

các song chỉnh hình

ψp :Ωp → Dp

z 7→ (0′,−1)

cho bởi ψp := Tp ◦ϕp |Ωp. Do Mệnh đề 1.1.7, bằng việc trích dãy con nếu

cần, ta phải kiểm tra các tính chất sau

(i) {Ωp} hội tụ đến Ω,

(ii) {Dp} hội tụ đến MQ với Q ∈ P2m \ {0} nào đó,

(iii) {ψ−1
p } hội tụ đều trên các tập con compact của MQ,
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(iv) {ψp} hội tụ đều trên các tập con compact của Ω,

(v) Nếu ψ := limψp thì ψ(Ω) ⊂MQ.

Phần a) của Mệnh đề 1.1.8 chỉ ra rằng {ϕp} hội tụ đều trên các tập

con compact của Ω đến p∞ và điều này có nghĩa rằng Ωp hội tụ đến Ω.

Sự hội tụ của Dp đến mô hình MQ nào đó được suy ra từ việc chọn các

phép biến đổi {Tp} như đã chỉ ra ở mục 1.2. Do ∂Ω nhẵn và giả lồi trong

một lân cận nào đó của điểm p∞ nên tồn tại một lân cận đủ bé B của

p∞ sao cho Ω ∩ B siêu lồi. Vì thế Ω ∩ B là miền taut. Vì vậy, Mệnh đề

1.1.8 (phần b) chỉ ra rằng Ω cũng là miền taut. Do ψ−1
p (0′,−1) = z với

mọi p nên {ψ−1
p } hội tụ đều trên các tập con compact của MQ (trích ra

dãy con nếu cần). Sự hội tụ của dãy {ψp} suy ra từ Định lý 1.2.12. Cuối

cùng, vì ρ ≤ 0 trên M và ρ(z) = −1 nên bằng cách áp dụng nguyên

lý cực đại cho hàm Reψn + Q ◦ ψ1 + |ψ2|2 + · · · + |ψn−1|2 =: ρ ta có

ψ(Ω) ⊂MQ.

b) Sau khi thực hiện các phép biến đổi tọa độ, ta có thế giả sử rằng tồn

tại lân cận đủ nhỏ U của p∞ sao cho

z ∈ Ω ∩ U ⇔ Re zn +H(z1, z̄1)+
n−1∑
α=2

Re(Bα(z1, z̄1)zα) +
n−1∑
α=2

|zα|2+

+O(|z1|2m+1 + |zn||z|+
n−1∑
α=2

|zα|3) < 0,

trong đó H ∈ H2m và Bα(z1, z̄1) ∈ P2m (2 ≤ α ≤ n− 1).

Gọi zp = (0′,−1
p). Ta xét dãy các song chỉnh hình tùy ý ψp : Ω→MQp

sao cho ψp(zp) = (0′,−1). Ta sẽ chứng minh rằng degQp = 2m khi p

đủ lớn. Lấy hợp thành ψp với phép biến đổi dạng (z1, z2, · · · , zn) →
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(λpz1, z2, · · · , zn), λp > 0, ta có thể giả sử rằng ‖Qp‖ = 1 với mọi

p. Khi đó, lấy dãy con nếu cần, ta có thể giả sử rằng limQp =:

Q∞ ∈ P2m. Tiếp theo, ta xét các phép co giãn ∆p : Cn → Cn

cho bởi ∆p(z1, · · · , zn) = ( 2m
√
pz1,
√
pz2, · · · ,

√
pzn−1, pzn) và các miền

Ωp := ∆p(Ω ∩ U), Dp := ψp(Ω ∩ U). Bằng cách đặt ψ̃p = ψp |Ω∩U ◦∆−1
p

ta nhận được dãy các song chỉnh hình

ψ̃p : Ωp → Dp

(0′,−1) 7→ (0′,−1).

Áp dụng Mệnh đề 1.1.7, ta có thể chỉ ra rằng dãy {ψ̃p} hội tụ đến song

chỉnh hình ψ̃ : MH →MQ∞. Điều này suy ra rằng degQ∞ = degH = 2m

và degQp = 2m với p đủ lớn. Dễ dàng thấy rằng Ωp đến MH . Chúng ta

sẽ chỉ ra rằng Dp hội tụ đếnMQ∞. Theo Mệnh đề 1.1.8, dãy {ψ−1
p } hội tụ

đều trên các tập con compact củaMQ∞ đến p∞. Điều này có nghĩa là: với

mọiK b MQ∞, ta có ψ−1
p (K) b Ω∩U (tức là:K b Dp) với p đủ lớn. Mặt

khác, doK b Dp với p đủ lớn nên ta có ψ−1
p (K) b Ω∩U . Điều này suy ra

rằng K b MQp với p đủ lớn. Do đó, K b MQ∞. Sự hội tụ của ψ̃−1
p (tương

ứng ψ̃p) được suy ra trực tiếp từ Định lý 1.2.12 (tương ứng Bổ đề 1.1.9).

Cuối cùng, do ψ̃(MH) ⊂MQ∞ và ψ̃(0′,−1) = (0′,−1) nên bằng cách áp

dụng nguyên lý cực đại cho hàm Re ψ̃n +Q∞ ◦ ψ̃1 + |ψ̃2|2 + · · ·+ |ψ̃n−1|2

ta thấy rằng ψ̃(MH) ⊂MQ∞. Từ Bổ đề 1.3.1, ta có degQ∞ = 2m. Điều

này kết thúc chứng minh phần b).

c) Ta xét song chỉnh hình đã được xây dựng ở phần a)

ψ : Ω→MQ

z̃0 7→ (0′,−1).
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Ta biết rằng

Q = lim
1

εp

2m∑
l=2

(τ1(η
′
p, εp))

lPl,p,

trong đó η′p = (η1p, · · · , ηnp + εp) ∈ ∂Ω, εp > 0, lim εp = lim τ1(η
′
p, εp) =

0, Pl,p :=
∑

j+k=l ajk(η
′
p)w

j
1w̄

k
1 , lim ‖Pl,p‖ = 0 với l < 2m và limP2m,p

= H. Tuy nhiên, theo phần b), bậc của Q bằng 2m. Do đó, εp ≈

τ1(η
′
p, εp)

2m. Vì vậy phần thuần nhất bậc 2m của đa thức Q bằng

λH với λ > 0 nào đó. Lấy hợp thành ψ với (z1, z2, · · · , zn) →

(λ1/2mz1, z2, · · · , zn) ta được điều cần chứng minh.

Bây giờ ta cần nhắc lại bổ đề sau (xem [8, Bổ đề 4.2]).

Bổ đề 1.3.4. Giả sử Q ∈ P2m với degQ > 2 và tồn tại dãy zk ∈ C hội

tụ đến ∞ sao cho limQj,q̄(zk) = 0 với j, q > 0 và (j + q) < degQ. Khi

đó, tồn tại một số ν ∈ [0, 2π) sao cho

(i) lim Re(eiνzk) = 0,

(ii) Q = λ[(2 Re(eiνz))s − 2 Re(eiνz)s], trong đó λ > 0 và s = degQ.

Để chứng minh định lý chính thứ nhất ta cũng cần bổ đề sau. Bổ đề

này là một mở rộng của [8, Bổ đề 4.3].

Bổ đề 1.3.5. Giả sử Ω là một miền trong Cn với biên nhẵn, giả lồi và

có kiểu hữu hạn trong một lân cận nào đó của ξ. Giả sử rằng tồn tại

song chỉnh hình f : MQ → Ω (Q ∈ P2m) và dãy nào đó ap trong MQ sao

cho

(i) lim |ap| = +∞,
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(ii) |Re anp +Q(a1p) + |a2p|2 + · · ·+ |an−1p|2| ≥ c > 0, ∀p ≥ 0,

(iii) lim f(ap) = ξ.

Khi đó, limt→+∞ f(z′, zn ± it) = ξ với bất kì z ∈MQ.

Chứng minh. Gọi φ là hàm chỉnh hình trên MQ đã được đưa ra ở phần

đầu của chứng minh Bổ đề 1.3.3. Do |φ(z)| < 1 và φ(z) hội tụ đến 1 khi

z → ∞ nên tồn tại các hằng số A > 0 và a > 0 sao cho ta có thể định

nghĩa được hàm đa điều hòa dưới âm φ̃ trên MQ bởi
φ̃ = max(|φ|2 − 1,−a) trên MQ \ {|z| ≤ A}

φ̃ = −a trên MQ ∩ {|z| < A}

Theo cách xây dựng, φ̃ thỏa mãn các ước lượng sau

|φ̃(z)| . [|zn|+ |z1|2m]−1/N với |z| ≥M > 0, (1.36)

trong đó M > 0 là số đủ lớn. Áp dụng bổ đề Holf cho hàm φ̃ ◦ f−1, ta

có thể tìm được một lân cận V của ξ sao cho

d[f(z), ∂Ω] . [|zn|+ |z1|2m]−1/N với |z| ≥M và f(z) ∈ V. (1.37)

Gọi (a′p, zn) ∈ MQ là một dãy cho trước sao cho f(a′p, zn) ∈ V . Xét

đĩa giải tích h ∈ H(∆,Ω) cho bởi h(u) = f(a′p, zn + u|cp|), trong đó

cp = Re zn +Q(a1p) + |a2p|2 + · · ·+ |an−1p|2. Từ Định lý 1.2.12, ta suy ra

rằng

|u| ≤ 1/2⇒ |h(u)− h(0)| . d(h(0), ∂Ω)1/2m. (1.38)

Từ (1.37) và (1.38), ta có

|∂fj
∂zn

(a′p, zn)| .
1

|Re zn +Q(a1p) + |a2p|2 + · · ·+ |an−1p|2|(|zn|+ |a1p|2m)α

(1.39)
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với |z| ≥M , f(a′p, zn) ∈ V ∩ Ω, j = 1, · · · , n và α = (2mN)−1.

Xét dãy ánh xạ Fp : [0,+∞)→ Ω cho bởi

Fp(x) = f(a′p, anp − x).

Bây giờ ta sẽ chỉ ra rằng (Fp) hội tụ đều trên [0,+∞) đến ξ0. Thật vậy, giả

sử phản chứng rằng điều này không đúng. Tồn tại hình cầu B ⊂ V tâm ξ

và một dãy Xp ∈ (0,+∞) sao cho Fp(Xp) ∈ ∂B và Fp([0, Xp]) ⊂ B ⊂ V

(trích dãy con nếu cần và chú ý rằng limFp(0) = ξ do điều kiện iii)). Từ

bất đẳng thức (1.39) và điều kiện ii), ta có

|Fp(Xp)− Fp(0)| .
∫ +∞

0

dx

(x+ c)[|x− Re anp|+Bp]α
, (1.40)

trong đó Bp := | Im anp| + 2|a1p|2m. Kí hiệu Ip :=
∫ +∞

0 hp(x)dx là tích

phân ở vế phải của (1.40). Ta sẽ dẫn đến mâu thuẫn bằng việc chỉ ra rằng

lim inf Ip = 0. Nếu lim inf(Re anp) = −∞ thì điều này được suy ra trực

tiếp từ định lý hội tụ bị chặn của Lebesgue vì hp(x) ≤ (x+ c)−(α+1). Nếu

lim inf(Re anp) > −∞ thì tồn tại số K > 0 sao cho Re anp ≤ −K với mọi

p. Do đó, |Re anp| ≤ max(K, |Q(a1p)|) và từ i) suy ra rằng limBp = +∞.

Đặt y = x− Re anp, ta nhận được

Ip =

∫ +∞

K

dy

(y + c+ Re anp)(y +Bp)α
+

∫ K

−Re anp

dy

(y + c+ Re anp)(|y|+Bp)α
.

(1.41)

Theo định lý Lebesgue tích phân đầu hội tụ về không. Mặt khác, tích

phân thứ hai nhỏ hơn đại lượng

B−αp

∫ K

−Re anp

dy

y + c+ Re anp
= B−αp Ln(

K + c+ Re anp
c

).
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Do −K ≤ Re anp ≤ |Q(a1p)| . |a1p|2m nên tích phân thứ hai cũng hội tụ

về không.

Tiếp theo, chúng ta sẽ chỉ ra rằng tồn tại dãy {ξp}, ξp ∈ ∂Ω sao cho

lim ξp = ξ và limx→+∞ f(a′p, anp − x) = limt→+∞ f(a′p, anp ± it) = ξp với

mọi p. Theo chứng minh trên, ta có thể giả sử rằng Fp([0,+∞)) ⊂ V .

Do đó từ (1.39) và ii) ta có

∀X,X ′ ∈ [0,+∞) : |Fp(X)− Fp(X ′)| .
∫ X ′

X

dx

(x+ c)[|x− Re anp|+Bp]α

(1.42)

Điều này chứng minh sự tồn tại của dãy {ξp}. Sự hội tụ của dãy này

suy ra từ sự hội tụ của dãy {Fp}. Bây giờ ta còn phải chứng tỏ rằng

limt→+∞ f(a′p, anp±it) = ξp với mọi p. Giả sử rằng điều này không đúng.

Khi đó, tồn tại hình cầu đủ nhỏ B ⊂ V tâm ξp và một dãy {Xl} sao cho

f(a′p, anp + iXl) 6⊂ B và lim |Xl| = +∞. Xét đường γl : [0, 1]→MQ cho

bởi γl(t) = (1− t)(a′p, anp− |Xl|) + t(a′p, anp + iXl). Do lim f ◦ γl(0) = ξp

nên tồn tại xl ∈ [0, 1] sao cho f ◦ γl(xl) ∈ ∂B và f ◦ γl([0, xl]) ⊂ B ⊂ V .

Vì vậy, từ (1.39) và ii), ta có

|f ◦ γl(0)− f ◦ γl(xl)| .
∫ xl

0

dx

[c+ (1− u)|xl|][Xl]α

. |Xl|−αLn(
c+ |Xl|

c
).

(1.43)

Điều này không thể xảy ra.

Ta sẽ kết thúc chứng minh bằng việc chỉ ra rằng dãy {ξp} thực sự là

dãy hằng. Do lim ξp = ξ nên ta có thể giả sử rằng ∂Ω giả lồi, kiểu hữu

hạn tại ξp. Do đó, theo Mệnh đề 1.1.8, ta có limt→+∞ f(z′, zn ± it) = ξp

với bất kì z ∈MQ. Vì vậy dãy {ξp} là dãy hằng.
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Việc kiểm soát dãy các phép co giãn kết hợp với quỹ đạo {ϕp(z̃0)} liên

quan chặt chẽ với dáng điệu của {ϕp(z̃0)} trong Ω. Nhưng tiếc rằng việc

kiểm tra trực tiếp dáng điệu này dường như không thể. Vì thế mục đích

của chúng ta là nghiên cứu ảnh của dãy {ϕp(z̃0)} trong một mô hình đa

thức MQ của Ω. Từ đó, chứng minh của Định lý 1.3.2 được suy ra từ

mệnh đề sau.

Mệnh đề 1.3.6. Giả sử Ω là một miền trong Cn thỏa mãn các giả thiết

sau

(1) ∂Ω nhẵn, giả lồi trong một lân cận nào đó của p∞ ∈ ∂Ω và có kiểu

2m tại p∞,

(2) ∃z0 ∈ Ω, ∃ϕp ∈ Aut(Ω) sao cho limϕp(z0) = p∞. Gọi z̃0 ∈ Ω và

Q ∈ P(Ω, z̃0) được cho bởi Mệnh đề 1.3.3. Đặt ψ là song chỉnh hình

giữa Ω và MQ, nó biến z̃0 thành điểm (0′,−1). Kí hiệu ψ ◦ ϕp(z̃0)

bởi ap = (a1p, · · · , anp) và kí hiệu |Reψn ◦ ϕp(z̃0) +Q[ψ1 ◦ ϕp(z̃0)] +

|ψ2 ◦ ϕp(z̃0)|2 + · · · + |ψn−1 ◦ ϕp(z̃0)|2| bởi εp. Gọi H là phần thuần

nhất bậc cao nhất của đa thức Q.

Khi đó, ta có ba khả năng sau đây.

(i) Nếu lim εp = 0 và lim inf |a1p| < +∞, thì Q(z) = H(z − a) +

2 Re
∑2m

j=0
Qj(a)
j! (z − a)j(a ∈ C) và Ω 'MH ,

(ii) Nếu lim εp = 0 và lim inf |a1p| = +∞ thì Q(z) = H = λ[(2 Re(eiνz))2m−

2 Re(eiνz)2m](λ > 0, ν ∈ [0, 2π)) và Ω 'MH ,

(iii) lim sup εp > 0 thì H = λ|z|2m(λ > 0) và Ω 'MH .
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Chứng minh. Ta có thể giả sử rằng degQ > 2. Nếu không thì Q = |z|2

và Mệnh đề được suy ra từ Mệnh đề 1.3.3. Xét trường hợp lim εp = 0.

Định nghĩa dãy đa thức {Qp} bởi

Qp =
1

εp

∑
j,q>0

Qj,q̄(a1p)

(j + q)!
τ j+qp zj1z̄

q
1, (1.44)

trong đó τp > 0 được chọn để ‖Qp‖ = 1. Lấy dãy con nếu cần ta có thể

giả sử rằng limQp = Q∞, trong đó Q∞ ∈ P2m và ‖Q∞‖ = 1. Ta xét dãy

các tự đẳng cấu của Cn sau

φp : Cn → Cn,

z 7→ z′,

trong đó z′ cho bởi

z′n =
1

εp

[
zn − anp − εp + 2

2m∑
j=1

Qj(a1p)
j! (z1 − a1p)

j + 2
n−1∑
j=2

ājp(zj − ajp)
]

z′1 =
1

τp
[z1 − a1p]

z′2 =
1
√
εp

[z2 − a2p]

...

z′n−1 =
1
√
εp

[zn−1 − an−1p]

(1.45)

Dễ dàng kiểm tra thấy rằng φp là song chỉnh hình từ MQ lên MQp và

biến ap thành (0′,−1). Theo chứng minh của Mệnh đề 1.3.3, tồn tại

lân cận U của p∞ và dãy các phép biến đổi Tp kết hợp với dãy ϕp(z̃0)

sao cho dãy các miền Dp := Tp(Ω ∩ U) hội tụ đến mô hình MQ. Đặt

ψp = (φp ◦ ψ) |Ω∩U ◦T−1
p và Mp := φp ◦ ψ(Ω ∩ U), ta định nghĩa dãy các
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tự đẳng cấu

ψp : Dp →Mp

(0′,−1) 7→ (0′,−1).

Lập luận tương tự như ở mục trong chứng minh Mệnh đề 1.3.3, ta có

thể giả sử rằng (ψp) hội tụ đến song chỉnh hình nào đó ψ∞ từ MQ lên

MQ∞ (ở đây, ta cũng áp dụng Định lý 1.2.12 và Bổ đề 1.1.9). Do đó,

ψ∞ ◦ψ là một song chỉnh hình giữa Ω và MQ∞ biến z̃0 thành (0′,−1). Vì

vậy, Mệnh đề 1.3.3b) suy ra rằng degQ∞ = 2m. Nhưng đồng nhất thức

(1.44) chứng tỏ rằng điều này là không thể trừ trường hợp

τp ≈ ε1/2mp (1.46)

và

limQj,q̄(a1p) = 0 với j, q > 0 và j + q < 2m. (1.47)

Nếu lim inf |a1p| < +∞ thì trích ra dãy con nếu cần ta có thể giả sử rằng

lim a1p = a. Do đó, (1.47) suy ra Qj,q̄(a) = 0 với j, q > 0 và j + q < 2m.

Vì phần thuần nhất bậc 2m trong Q bằng H nên điều này chứng minh

i). Nếu lim |a1p| = +∞ thì khẳng định ii) được suy ra từ Bổ đề 1.3.4.

Bây giờ ta xét trường hợp lim sup εp > 0. Lấy dãy con nếu cần ta có thể

giả sử rằng εp ≥ c > 0 với mọi p. Ta sẽ nghiên cứu tác động thực (gt)

lên Ω bởi 
g : R× Ω→ Ω

(t, z) 7→ gt(z)

gt(z) = ψ−1[ψ(z) + (0′, it)].

(1.48)
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Từ Bổ đề 1.3.5, ta kết luận rằng tác động này là tác động parabolic, tức

là

∀z ∈ Ω : lim
t→±∞

gt(z) = p∞. (1.49)

Theo [4], tác động (gt)t là nhẵn. Vì thế, ta có thể xét trường véctơ tiếp

xúc chỉnh hình ~X xác định trong một lân cận của điểm p∞ trong ∂Ω cho

bởi

~X =
d

dt
gt(z)

∣∣∣
t=0
.

Áp dụng các kết quả của E. Bedford và S. Pinchuk [3], [4], ta kết luận

rằng H = |z|2m. Sau đó, ta có thể áp dụng kĩ thuật scaling để chỉ ra

rằng Ω song chỉnh hình với M|z|2m. Điều này kết thúc chứng minh Mệnh

đề 1.3.6.



Chương 2

Đặc trưng của miền lồi tuyến tính

trong Cn bởi nhóm tự đẳng cấu

không compact

Trong chương này, chúng tôi chứng minh kết quả chính thứ hai của

luận án (Định lý 2.3.2). Kết quả này là mở rộng kết quả của H. Gaussier

[16] và đã được công bố trong bài báo [35]. Trong bài báo [16], H. Gaussier

đã sử dụng tính chất tách miền bởi các siêu phẳng tựa để chỉ ra tính

chuẩn tắc của họ các ánh xạ scaling. Đối với miền không lồi thì tính chất

này không còn nữa. Tuy nhiên, nếu miền là lồi tuyến tính thì chúng tôi

sẽ chỉ ra rằng miền cũng tách được bởi các nón. Từ đó, tính chuẩn tắc

của họ các ánh xạ scaling được chứng minh bằng các kỹ thuật cơ bản

của Giải tích phức. Để trình bày kết quả này, mục đầu dành cho việc

xây dựng các đa đĩa quanh những điểm gần biên của miền lồi tuyến tính

và nêu ra một số tính chất của nó. Trong mục 2.2, ta xét các đa đĩa tâm

tại qν := hν(q), trong đó q ∈ Ω và dãy các tự đẳng cấu {hν}ν hội tụ đến

59
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p∞. Điều này cho phép ánh xạ miền Ω thành các miền scaling bằng cách

co giãn hệ toạ độ. Sau đó, chúng ta chỉ ra rằng các miền scaling hội tụ

đến miền với hàm xác định biên đa thức (một mô hình đa thức). Trong

mục 2.3, chúng tôi chứng minh tính chuẩn tắc của dãy scaling. Từ đó,

miền Ω song chỉnh hình với mô hình trên.

2.1 Hệ toạ độ và đa đĩa của M. Conrad

Trong luận án tiến sỹ, M. Conrad [43] đã đưa ra cách xây dựng các đa

đĩa trên các miền lồi tuyến tính trong Cn và đồng thời chứng minh một

số tính chất của các đa đĩa này. Nhưng những kết quả này chưa được

xuất bản. Vì vậy, để tiện lợi chúng tôi sẽ đưa ra các chứng minh chi tiết.

Hệ toạ độ trong Cn được ký hiệu bởi z = (z1, z
′), trong đó z1 ∈ C và

z′ ∈ Cn−1. Giả sử Ω là một miền trong Cn với biên ∂Ω nhẵn, lồi tuyến

tính và có kiểu hữu hạn trong một lân cận nào đó của điểm p∞. Không

mất tính tổng quát, chúng ta có thể giả sử rằng p∞ = 0 và kiểu của ∂Ω

tại gốc tọa độ bằng 2m. Khi đó, tồn tại một lân cận U của p∞ = 0 trong

Cn sao cho Ω ∩ U là miền lồi tuyến tính và được xác định bởi một hàm

nhẵn

r(z1, z
′) = Re z1 + h(Im z1, z

′),

trong đó h là một hàm nhẵn. Chúng ta có thể giả sử rằng tồn tại một

số thực dương ε0 > 0 sao cho các tập mức {r(z) = ε} là lồi tuyến tính

với mọi −ε0 < ε < ε0.

Với mỗi ε ∈ (0, ε0/2), q ∈ Ω ∩ U thoả mãn |r(q)| < ε0/2 và mỗi véctơ
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đơn vị v ∈ Sn−1 := {v ∈ Cn : |v| = 1}, ta đặt

τ(q, v, ε) := sup{ρ > 0 : r(q+λv)−r(q) < ε với λ ∈ C thoả mãn |λ| < ρ}.

Dễ dàng thấy rằng τ(q, v, ε) là khoảng cách từ q đến Sq,ε := {r(z) =

r(q) + ε} dọc theo đường thẳng phức {q+λv : λ ∈ C}. Đối với mỗi điểm

q ∈ Ω ∩ U và bất kỳ hằng số dương đủ nhỏ ε ta kết hợp với

(1) Một hệ toạ độ chỉnh hình (z1, z2, · · · , zn) tâm tại q và bảo toàn tính

trực giao,

(2) Các điểm p1, p2, · · · , pn trên siêu mặt Sq,ε và

(3) Các số thực dương τ1(q, ε), τ2(q, ε), · · · , τn(q, ε).

Cách xây dựng đa đĩa được tiến hành như sau. Trước hết, ta đặt

e1 :=
∇r(q)
|∇r(q)|

và τ1(q, ε) := τ(q, e1, ε).

Với ε đủ bé, tồn tại duy nhất điểm p1 thuộc Sq,ε sao cho khoảng cách

trên đạt được. Chọn một tham số hoá toạ độ của đường thẳng phức nối

q với p1 sao cho z1(0) = q và p1 nằm trên trục thực dương Re z1. Bởi

cách chọn trục thực dương cho toạ độ z1, ta có ∂r
∂x1

(q) = 1 và vì thế nếu

U đủ bé thì ∂r
∂x1

(z) ≈ 1 với mọi z ∈ U. Mặt khác, chúng ta cũng có

τ1(q, ε) ≈ ε, (2.1)

ở đây hằng số xác định một cách độc lập với q và ε. Bây giờ ta xét

phần bù trực giao H1 của không gian sinh bởi tọa độ z1 trong Cn. Với

mỗi γ ∈ H1 ∩ Sn−1, ta tính τ(q, γ, ε). Do giả thiết biên ∂Ω có kiểu
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hữu hạn nên khoảng cách lớn nhất là hữu hạn và đạt được tại véctơ

e2 ∈ H1 ∩ Sn−1 nào đó. Đặt τ2(q, ε) := τ(q, e2, ε). Gọi p2 ∈ Sq,ε là điểm

sao cho p2 = q + τ2(q, ε)e2. Toạ độ z2 được xác định bởi việc tham số

hoá đường thẳng phức nối q với p2 sao cho z2(0) = q và p2 nằm trên trục

thực dương Re z2. Tiếp theo, ta gọi H2 là phần bù trực giao của không

gian sinh bởi z1 và z2 trong Cn và lặp lại cách xây dựng ở trên. Cứ tiếp

tục quá trình này ta nhận được n hàm toạ độ zj, các véctơ ej, các số

τj(q, ε) và các điểm pj(1 ≤ j ≤ n). Do cách xây dựng ta có

∂r

∂zj
(pk) = 0 và

∂r

∂yk
(pk) = 0 với mọi j > k ≥ 2, (2.2)

trong đó zj = xj + iyj (1 ≤ j ≤ n). Các ε-đa đĩa và các đồng dạng của

nó theo hệ số c > 0 được định nghĩa bởi

cPε(q) = {z ∈ Cn : |zk − qk| < cτk(q, ε) , 1 ≤ k ≤ n}.

Bổ đề 2.1.1. Tồn tại hằng số c > 0 sao cho

(i) τ1(q, ε) ≤ cε,

(ii) Với mọi j ≥ 2, τj(q, ε) ≤ cε1/2m.

Chứng minh. (i) được suy ra từ cách xây dựng hệ tọa độ.

(ii) Giả sử ngược lại rằng tồn tại hằng số C > 0, chỉ số j, điểm q ∈ Ω∩U

và ε > 0 sao cho τj(q, ε)
2m+1 ≥ C.ε. Do ε ≥ r(q + λej) − r(q) với mọi

λ ∈ C thoả mãn |λ| < τj(q, ε), ta có τj(q, ε)
2m+1 ≥ C.(r(q+ λej)− r(q)).

Khi đó, tồn tại đường thẳng phức C 3 λ 7→ q + λej có cấp tiếp xúc lớn

hơn 2m đối với Sq,0. Điều này trái với giả thiết của ta và (ii) đã được

chứng minh.
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Do tính lồi tuyến tính của mặt mức {r(z) = ε} nên chúng ta có hai

bổ đề sau.

Bổ đề 2.1.2. Tồn tại hằng số c1 sao cho, với mọi q ∈ Ω ∩ U và

0 < ε < ε0/2, ta có:

c1Pε(q) ⊂ {r(z) < r(q) + ε} (2.3)

Chứng minh. Chúng ta sẽ chỉ ra rằng (2.3) đúng với c1 = 1
4n . Gọi

(z1, z2, · · · , zn) là hệ toạ độ tương ứng với q và ε trong xây dựng ở trên.

Với mỗi z ∈ Pε(q), ta định nghĩa hàm

h(z) =
n∑
k=1

|xk|+ |yk|
τk(q, ε)

,

trong đó xk = Re zk, yk = Im zk. Dễ dàng thấy rằng h(z) < 1, ∀z ∈

c1Pε(q). Chúng ta sẽ chứng minh rằng h(Q) ≥ 1 với mọi Q ∈ Sq,ε ∩ U ∩

Pε(q). Điều này kết thúc việc chứng minh bổ đề. Giả sử ngược lại rằng

h(Q) < 1. Gọi H là không gian tiếp xúc với Sq,ε tại Q. Khi đó, tồn tại

một véctơ X ∈ Cn, X 6= 0 sao cho H = {z ∈ Cn :< z,X >=< Q,X >}.

Không mất tính tổng quát, ta giả sử rằng Xk 6= 0 với k = 1, 2, · · · , n. Bởi

nếu không ta xét điểm Q̃ ∈ H ∩Pε(q) trong U ∩{z : zk = 0 nếu Xk = 0}

với

Q̃ :=


0 nếu Xk = 0

Qk nếu ngược lại.

Do chiều phức của H là n− 1 và Xk 6= 0 với mọi 1 ≤ k ≤ n, nên tồn tại

các điểm zk = λkek ∈ H thoả mãn λk ∈ C for 1 ≤ k ≤ n. Do đó, ta có

|zk| ≥ τk(q, ε) (1 ≤ k ≤ n). (2.4)
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Bây giờ siêu phẳng được biểu diễn dưới dạng

H = {z = z1 +
n∑
k=2

αk(z
1 − zk), αk ∈ C}.

Do Q ∈ H nên Q = z1 +
∑n

k=2 αk(z
1 − zk), trong đó α2, α3, · · · , αn là

các số phức nào đó. Vì vậy

Q1 = (1 +
n∑
k=2

αk)z
1
1 và Qk = −αkzkk , k = 2, · · · , n. (2.5)

Nếu h(Q) < 1 thì 1 > h(Q) =
∑n

k=1
|xk|+ |yk|
τk(q, ε)

=
∑n

k=1
|Qk|
τk(q, ε)

. Từ

(2.5) và (2.4), ta có

|Q1|
τ1(q, ε)

< 1−
n∑
k=2

|Qk|
τk(q, ε

≤ 1−
n∑
k=2

|αk|. (2.6)

Tuy nhiên, từ (2.5) ta cũng có

|Q1| = |1 +
n∑
k=2

αk||z1| ≥ |1 +
n∑
k=2

αk|τ1(q, ε). (2.7)

Vì vậy, từ (2.6) và (2.7) ta có

1−
n∑
k=2

|αk| > |1 +
n∑
k=2

αk| ≥ 1−
n∑
k=2

|αk|.

Bất đẳng thức trên là mâu thuẫn. Bổ đề được chứng minh.

Bổ đề 2.1.3. Tồn tại hằng số c2 > 0 sao cho

c2Pε(q) ⊃ {r(z) > r(q)− ε}.

Chứng minh. Áp dụng định lý hàm ẩn và phép biến đổi toạ độ, ta có:

r(z)− r(q) = Re z1 + h1(z
′) + h2(Im z1, z

′). (2.8)
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Do Sq,0 lồi tuyến tính nên h1(z
′) ≥ 0. Hơn nữa,

|h2(Im z1, z
′)| . | Im z1|. (2.9)

Từ (2.1), với mọi z ∈ Pε(q) ta có

r(z)− r(q) ≥ Re z1 + 0− C| Im z1| & −|z1| & τ1(q, ε) ≈ −ε.

Bổ đề được chứng minh.

Bổ đề 2.1.4. Tồn tại hằng số C > 0 sao cho, với mọi q ∈ Ω ∩ U , ta có

Γq ∩ Ωq,0 ∩ U = ∅,

trong đó Γq := {z ∈ Cn : γq(z) = Re(∂r(q)(z − q)) − C| Im(∂r(q)(z −

q))| ≥ 0}; Ωq,ε := {r(z) < r(q) + ε}.

Chứng minh. Từ (2.9) và (2.8), tồn tại hằng số A sao cho, với mọi

z ∈ Ωq,0 ∩ U , ta có

0 ≥ r(z)− r(q) ≥ Re z1 − A| Im z1|.

Do cách chọn hệ toạ độ nên ta có ∂r(q) = (1, 0, · · · , 0) và vì thế γq(z) =

Re z1 − C| Im z1|. Lấy C ≥ A, ta nhận được γq(z) ≤ Re z1 − A| Im z1| <

0, ∀z ∈ Ωq,0 ∩ U . Vì vậy, Γq ∩ Ωq,0 ∩ U = ∅.

Nhận xét 2.1.5. Hằng số C bất biến qua mọi cách thay đổi toạ độ.

Bổ đề 2.1.6. (i) Với mọi j ≤ n, ta có ∂r
∂zj

(pj) là số thực.

(ii) Tồn tại hằng số c > 0 sao cho với mọi j ≤ n, ta có

| ∂r
∂zj

(pj)| ≥ c
τ1(q, ε)

τj(q, ε)
.
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(iii) Nếu j ≤ n− 1 thì ∂r
∂zk

(pj) = 0 với mọi k > j.

Chứng minh. i) và iii) được suy ra từ cách xây dựng ở trên.

ii) Trong hệ toạ độ (z1, z2, · · · , zn), x1 trực giao với Sq,ε tại p1 và là

một thay đổi nhỏ của pháp tuyến của mặt ∂Ω tại p∞. Chọn lân cận U

nhỏ hơn nếu cần và do dạng của hàm xác định biên r, với mỗi q trong

U và với ε đủ bé, chúng ta có thể giả sử rằng

1

2
≤ | ∂r

∂x1
(p1)| ≤ 2.

Điều này chứng minh ii) cho trường hợp j = 1. Bây giờ ta xét các nón

Γpk với k = 2, · · · , n. Theo i) ta có Im ∂r(pk)pk = 0. Đặt

αk := τ1(q, ε)
∂r

∂z1
(pk).

Khi đó, |αk| ≈ τ1(q, ε) và Imαk
∂r
∂z1

(pk) = 0. Với hằng số thích hợp c > 0

(độc lập với q, ε) thì wk ∈ Sq,ε, trong đó wk := (cαk, 0, · · · , 0). Theo Bổ

đề 2.1.4, ta có γpk(w
k) ≤ 0, nghĩa là:

Re
∂r

∂z1
(pk)cαk ≤ Re

∂r

∂zk
(pk)τk(q, ε). (2.10)

Từ Re ∂r
∂z1

(pk)cαk ≈ | ∂r∂z1 (pk)|2τ1(q, ε) & τ1(q, ε), ta suy ra rằng ii) đúng

với mọi k = 2, · · · , n.

2.2 Scaling miền Ω ∩ U

Trong mục này, chúng ta sử dụng phương pháp của H. Gaussier [16]

để khẳng định rằng dãy miền scaling hội tụ. Giả sử rằng p∞ là điểm
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tụ quỹ đạo của miền Ω trong Cn. Khi đó, tồn tại dãy các tự đẳng cấu

{hν}ν≥0 của miền Ω và tồn tại điểm q trong Ω sao cho

lim
ν→∞

hν(q) = p∞.

Để thuận tiện chúng ta sử dụng các ký hiệu như sau.

qν = hν(q),

εν = −r(qν).

Tương ứng với qν và εν, ta có hệ toạ độ mới (zν1 , · · · , zνn), các số thực

dương τν,1, · · · , τν,n và các điểm pν1, · · · , pνn. Phép đổi toạ độ từ hệ toạ độ

chính tắc sang hệ mới (zν1 , · · · , zνn) là hợp thành của một phép tịnh tiến

Tν và một phép biến đổi Unita Aν. Hơn nữa, (Aν ◦ Tν)−1 xác định trong

một lân cận cố định của gốc toạ độ. Hàm xác định biên tương ứng rν

được xác định bởi

rν := r ◦ (Aν ◦ Tν)−1.

Trong một lân cận cố định của z = 0 ta có thể viết

rν(z) = −εν + Re(
n∑
j=1

aνjzj) +
∑

2≤|α|+|β|≤2m

Cν
αβz

′αz′
β

+O(|z|2m+1),

trong đó α = (α2, · · · , αn), |α| = α2 + · · · + αn và z′α = zα2
2 . · · · .zαnn . Ở

đây, đại lượng O(|z|2m+1) xác định độc lập với ν.

Gọi r ◦A là giới hạn của rν trên một lân cận compact cố định của p∞

khi ν dần đến vô hạn, trong đó A là phép biến đổi Unita. Khi đó, với

mọi j ≤ n và với mọi đa chỉ số α và β thoã mãn 2 ≤ |α|+ |β| ≤ 2m thì

tồn tại các số aj và Cαβ sao cho

lim
ν→∞

aνj = aj và lim
ν→∞

Cν
αβ = Cαβ.
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Bây giờ ta xét các phép co giãn toạ độ

Λν(z) := (τν,1z1, · · · , τν,nzn)

và hàm số

r̃ν =
1

εν
rν ◦ Λν.

Khi đó, hàm số r̃ν có dạng sau

r̃ν(z) = −1 +
1

εν
Re
( n∑
j=1

aνj τν,jzj
)

+
1

εν

∑
2≤|α|+|β|≤2m

Cν
αβτ

α+β
ν z′

α
z′
β

+O((εν)
1/2m|z|2m+1),

trong đó τα+β
ν = τα2+β2

ν,2 . · · · .ταn+βn
ν,n .

Mệnh đề 2.2.1. Các hàm r̃ν là nhẵn và đa điều hoà dưới. Hơn nữa,

tồn tại một dãy con của dãy {r̃ν}ν hội tụ đều trên các tập con compact

của Cn đến một hàm đa điều hoà dưới nhẵn r̃ có dạng

r̃(z) = −1 + Re
(∑
j≥1

bjzj
)

+ P (z′),

trong đó P là đa thức đa điều hoà dưới bậc nhỏ hơn hoặc bằng 2m.

Chứng minh. Các hàm r̃ν là nhẵn và đa điều hoà dưới do cách xây

dựng. Từ đó hàm giới hạn r̃ cũng nhẵn và đa điều hoà dưới. Do

O((εν)
1/2m|z|2m+1) hội tụ về không trên các tập con compact của Cn

khi ν dần ra vô cùng nên chúng ta chỉ cần xem xét sự hội tụ trong

không gian các đa thức bậc nhỏ hơn hoặc bằng 2m. Vì không gian này

có chiều hữu hạn nên các chuẩn đều tương đương. Vì vậy, tồn tại hằng

số dương d1 sao cho với mọi ν ≥ 1 ta có

sup
j,α,β
{|aνj |τν,j, |Cν

α,β|τα+β
ν } ≤ d1 sup

|ω|≤C
|Re(

∑
j

aνj τν,jωj)+
∑
α,β

Cν
α,βτ

α+β
ν ω′

α
ω̄′
β|,
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trong đó C := min{c1, c2}; c1, c2 được cho trong các Bổ đề 2.1.3 và Bổ

đề 2.1.4. Điều này suy ra rằng tồn tại hằng số dương d2 sao cho với mọi

ν ≥ 1, ta có

sup
j,α,β
{|aνj |τν,j, |Cν

α,β|τα+β
ν } ≤ d2 sup

z∈CPεν (qν)
|Re(

∑
j

aνjzj) +
∑
α,β

Cν
α,βz

′αz̄′
β|.

Từ các Bổ đề 2.1.2 và Bổ đề 2.1.3, ta nhận được

sup
z∈CPεν (qν)

|r(z)| ≤ 2εν.

Mặt khác, áp dụng Bổ đề 2.1.4 và từ định nghĩa các đa đĩa Pεν(q
ν), ta

có

sup
z∈CPεν (qν)

O(|z|2m+1) ≤ εν.

Từ đó, tồn tại hằng số dương d3 độc lập với ν sao cho

sup
j,α,β
{|aνj |τν,j, |Cν

α,β|τα+β
ν } ≤ d3εν.

Vì vậy ta có thể trích từ dãy {r̃ν}ν một dãy con hội tụ đến hàm r̃ được

cho trong Mệnh đề 2.2.1, trong đó bj là các số phức.

Gọi Ων là ảnh của miền Ω∩U qua phép đổi biến Λ−1
ν ◦Aν ◦ Tν. Mệnh

đề 2.2.1 suy ra rằng dãy miền {Ων} hội tụ đến miền D̃ = {r̃(z) < 0}

theo nghĩa hội tụ chuẩn tắc theo nghĩa Carathéodory.

2.3 Tính chuẩn tắc của họ ánh xạ scaling

Xét dãy ánh xạ fν từ h−1
ν (Ω ∩ U) đến Ων được cho bởi

fν = Λ−1
ν ◦ Aν ◦ Tν ◦ hν.
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Nhắc lại rằng limν→∞ h
−1
ν (Ω ∩ U) = Ω và trong mục trước ta đã chỉ ra

rằng limν→∞Ων = D̃.

Bổ đề 2.3.1. Họ ánh xạ {fν}ν là chuẩn tắc.

Chứng minh. Đặt ej = Λ−1
ν (pνj ), ν ≥ 1 và j ≥ 1. Bây giờ ta xét hệ

toạ độ đã được xây dưng ở trong mục 2.2 phụ thuộc vào ν. Trong hệ

toạ độ (z1, · · · , zn) như vậy, ta có pνj = (0, · · · , 0, τν,j, 0, · · · , 0) và vì thế

ej = (0, · · · , 0, 1, 0, · · · , 0). Hơn nữa, ta cũng có

∂r̃ν
∂zj

(ej) =
τν,j
εν

∂rν
∂zj

(pνj ).

Theo phần (ii) của Bổ đề 2.1.6, tồn tại hằng số dương d4 sao cho

|∂rν
∂zj

(pνj )| ≥ d4
εν
τν,j

.

Chúng ta kết luận rằng tồn tại hằng số d5 > 0 sao cho, với ν đủ lớn, ta

có

|∂r̃ν
∂zj

(ej)| ≥ d5. (2.11)

Khi đó, phần (iii) của Bổ đề 2.1.6 suy ra rằng, với mỗi k > j và ν đủ

lớn, ta có
∂r̃ν
∂zk

(ej) = 0.

Từ (2.11), ta có thể chỉ ra rằng họ {f 1
ν}ν thành phần đầu tiên của họ

ánh xạ {fν} là chuẩn tắc. Thật vậy ta có e1 thuộc ∂Ων với mọi ν. Theo

Bổ đề 2.1.4, ta có γe1(z) ≤ 0 với mọi z ∈ Ων, nghĩa là:(∂r̃ν
∂x1

(e1)
)

(Re z1 − 1) ≤ C.|∂r̃ν
∂x1

(e1) Im z1|.
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Gọi K là tập con compact tuỳ ý của Ω. Với ν đủ lớn, K là tập con

compact của h−1
ν (Ω∩U) và vì thế fν(K) là tập con compact của Ων. Khi

đó bất kỳ điểm w trong K thỏa mãn bất đẳng thức(∂r̃ν
∂x1

(e1)
)

(Re f 1
ν (w)− 1) ≤ C.|∂r̃ν

∂x1
(e1) Im f 1

ν (ω)|.

Do điều kiện (2.11), ta có thể giả sử rằng

Re f 1
ν (w)− 1 ≤ C.| Im f 1

ν (w)|.

Hệ quả là họ {f 1
ν}ν chuẩn tắc. Hơn nữa, với mọi ν ≥ 1 ta luôn luôn có

f 1
ν (q) = 0. Vì thế ta có thể ta có thể trích được từ dãy {f 1

ν}ν một dãy

con mà ta vẫn gọi là {f 1
ν}ν hội tụ đến ánh xạ chỉnh hình f 1 : Ω→ C.

Tiếp theo ta sẽ chỉ ra rằng {f 2
ν}ν là chuẩn tắc. Theo bổ đề 2.1.4, ta

có γe2(z) ≤ 0 với mọi z ∈ Ων, nghĩa là:

Re
(∂r̃ν
∂z1

(e2)z1

)
+
∂r̃ν
∂x2

(e2)(Re z2−1) ≤ C.| Im
(∂r̃ν
∂z1

(e2)z1

)
+
∂r̃ν
∂x2

(e2) Im z2|.

Hơn nữa,

lim
ν→∞

∂r̃ν
∂x2

(e2) =
∂r̃

∂x2
(e2);

lim
ν→∞

∂r̃ν
∂z1

(e2)f
1
ν (w) =

∂r̃

∂z1
(e2)f

1(w).

Tiếp tục sử dụng (2.11) và trích ra dãy con nếu cần, ta có thể giả sử

rằng với mọi w thuộc K và mọi ν đủ lớn, ta có

Re f 2
ν (w)− 1 ≤ C.| Im f 2

ν (w)|.

Khi đó, họ {f 2
ν}ν là chuẩn tắc và tồn tại dãy con hội tụ đến hàm chỉnh

hình từ Ω vào C. Lặp lại quá trình trên và trích dãy con nếu cần, ta có

thể khẳng định rằng dãy {fν}ν hội tụ đến ánh xạ f từ Ω vào D̃.
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Định lý sau đặc trưng cho miền lồi tuyến tính trong Cn. Đây là kết

quả chính thứ hai của luận án.

Định lý 2.3.2. Giả sử Ω là một miền trong Cn và p∞ ∈ ∂Ω là một điểm

biên tụ quỹ đạo của Ω. Khi đó, nếu ∂Ω nhẵn, lồi tuyến tính địa phương

trong một lân cận của p∞ và có kiểu hữu hạn 2m tại điểm p∞ thì Ω song

chỉnh hình với miền sau

D = {z ∈ Cn : Re z1 + P (z′) < 0},

trong đó P là một đa thức thực không suy biến đa điều hoà dưới bậc nhỏ

hơn hoặc bằng 2m.

Chứng minh. Dễ dàng thấy rằng bằng cách lấy dãy con nếu cần, các tính

chất sau đúng.

(i) {Ων}ν hội tụ đến D̃.

(ii) {fν}ν hội tụ đều trên các tập con compact của Ω

(iii) {(fν)−1}ν hội tụ đều trên các tập con compact của D̃.

(iv) Nếu f := lim fν thì f(Ω) ⊂ D̃.

Theo mệnh đề 1.1.7, ta khẳng định rằng Ω song chỉnh hình với miền

D̃ = {(z1, z
′) ∈ Cn : −1+Re(

∑n
j=1 bjzj)+P (z′) < 0}. Từ (2.11), ta thấy

rằng b1 khác 0. Bằng phép biến đổi affine, miền D̃ song chỉnh hình với

miền D = {(z1, z
′) ∈ Cn : Re z1 + P (z′) < 0}. Do Ω là hyperbolic nên

D cũng là hyperbolic và theo một kết quả của Barth [1] miền D không

chứa bất kỳ đường thẳng phức. Khi đó miền ∂D cũng không chứa đường
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thẳng phức. Theo [43, Định lý 2.1] miền D có kiểu hữu hạn và đa thức

P không suy biến.



Chương 3

Giả thuyết Greene-Krantz

Trong chương này, chúng tôi chứng minh giả thuyết Greene-Krantz

cho một lớp miền cụ thể (Định lý 3.1.1). Kết quả này đã được công bố

trong bài báo [9]. Trước tiên, chúng ta giới thiệu kết quả của K. T. Kim

và S. Krantz và chỉ ra lỗ hổng trong chứng minh của họ. Sau đó, chúng

tôi đưa ra một số bổ đề. Các bổ đề này cho phép hoàn thành chứng minh

kết quả chính của chương này.

3.1 Một số kết quả xung quanh giả thuyết Greene-

Krantz

Năm 1993 R. Greene và S. G. Krantz [17] đưa ra giả thuyết sau.

Giả thuyết Greene-Krantz. Nếu nhóm tự đẳng cấu Aut(Ω) của miền

bị chặn, nhẵn và giả lồi Ω b Cn không compact thì điểm tụ quỹ đạo bất

kì đều có kiểu hữu hạn.

Các kết quả chính xung quanh giả thuyết này thể hiện trong các công

74
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trình của R. Greene và S. G. Krantz [17], K. T. Kim [22], K. T. Kim và

S. G. Krantz [23],[24], H. B. Kang [21], M. Landucci [27], J. Byun và H.

Gaussier [10].

Gọi P∞(∂Ω) là tập tất cả các điểm biên ∂Ω có kiểu vô hạn. Trong

[27], M. Landucci đã chứng minh rằng nếu P∞(∂Ω) là một đoạn đóng

trên biên của miền trong C2 thì nhóm tự đẳng cấu của Ω là compact.

Năm 2005, J. Byun và H. Gaussier [10] đã chứng minh được rằng không

tồn tại điểm tụ quỹ đạo parabolic trên biên ∂Ω nếu tập P∞(∂Ω) là

một đoạn đóng và hoành với không gian tiếp xúc phức tại một điểm

biên nào đó. Đối với trường hợp tập P∞(∂Ω) là một đường cong đóng

thì có tồn tại điểm tụ quỹ đạo parabolic hay không? Năm 1994 H.

B. Kang [21] đã chỉ ra rằng nhóm tự đẳng cấu của miền bị chặn

Ω = {(z, w) ∈ C2 : |z|2 + P (w) < 1} là compact, trong đó P (w) là

hàm nhẵn và triệt tiêu cấp vô hạn tại điểm w = 0. Năm 2006 K. T. Kim

và S. G. Kantz [24] xét miền giả lồi Ω ⊂ C2, trong đó hàm xác định của

miền Ω có dạng ρ(z) = Re z1 + ψ(z2, Im z1) trong một lân cận của điểm

kiểu vô hạn (0, 0). Họ đã chỉ ra rằng điểm (0, 0) không là điểm tụ quỹ

đạo parabolic ( xem [24, Định lý 4.1]). Họ chứng minh dựa vào điều kiện

ψ triệt tiêu cấp vô hạn tại (0, 0). Tuy nhiên, điều này chưa chắc đúng.

Chẳng hạn hàm ψ(z2, Im z1) = e−1/|z2|2 + |z2|4.| Im z1|2 chỉ triệt tiêu đến

cấp hai theo z1.

Mục đích của chương này là trình bày chứng minh định lý sau. Định

lý này chỉ ra rằng: nếu P∞(∂Ω) là đường cong đóng thì không tồn tại

điểm tụ quỹ đạo parabolic.
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Định lý 3.1.1. Giả sử Ω ⊂ C2 là một miền bị chặn giả lồi trong C2 và

0 ∈ ∂Ω. Giả sử rằng

(1) ∂Ω là nhẵn và thỏa mãn điều kiện Bell (R),

(2) Tồn tại lân cận U của điểm 0 ∈ ∂Ω sao cho

Ω ∩ U = {(z1, z2) ∈ C2 : ρ = Re z1 + P (z2) +Q(z2, Im z1) < 0},

trong đó P và Q thỏa mãn các điều kiện sau:

(i) P là nhẵn, điều hòa dưới, dương thực sự tại tất cả các điểm

trong lân cận nào đó của gốc tọa độ trừ gốc tọa độ và hàm này

triệt tiêu mọi cấp tại (0, 0), tức là: lim
z2→0

P (z2)

|z2|N
= 0, ∀N ≥ 0,

(ii) Q(z2, Im z1) là hàm nhẵn và có thể viết dưới dạng Q(z2, Im z1) =

|z2|4| Im z1|2R(z2, Im z1) với hàm nhẵn R(z2, Im z1) nào đó.

Khi đó, (0, 0) không phải là điểm tụ quỹ đạo parabolic.

Nhận xét 3.1.2. i) Bằng tính toán cụ thể ta có thể chỉ ra rằng điểm

(0, 0) có kiểu vô hạn, các điểm (it, 0) với t đủ nhỏ có kiểu lớn hơn hoặc

bằng 4 và các điểm còn lại trong một lân cận đủ nhỏ của gốc tọa độ đều

giả lồi chặt (có kiểu bằng 2).

ii) Phản ví dụ đã được đưa ra ở trên thỏa mãn các điều kiện của Định

lý 3.1.1.

iii) Vấn đề mà K. T. Kim và S. Krantz đặt ra (Định lý 5) hiện nay vẫn

còn là một câu hỏi mở và là một phần của giả thuyết Greene-Krantz.

Định lý 3.1.1 là một trường hợp riêng của Định lý 5.
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3.2 Sự tồn tại điểm tụ quỹ đạo parabolic

Giả Ω là một miền thỏa mãn các điều kiện của Định lý 3.1.1. Trong

mục này, chúng ta sẽ chỉ ra rằng không tồn tại điểm tụ quỹ đạo parabolic

với kiểu vô hạn. Trước tiên, chúng ta cần những bổ đề sau.

Bổ đề 3.2.1. Không tồn tại các số a, b ∈ C với Re a 6= 0 và b 6= 0 sao

cho

Re[aP (z) + bzkP ′(z)] = γ(z)P (z), (3.1)

với số nguyên k ∈ N, k > 1 nào đó và với mọi |z| < ε0, trong đó ε0 > 0

là số thực đủ nhỏ, γ(z) là hàm nhẵn và γ(z)→ 0 khi z → 0.

Chứng minh. Giả sử phản chứng rằng a, b ∈ C với Re a 6= 0 và b 6= 0 sao

cho

Re[aP (z) + bzkP ′(z)] = γ(z)P (z), (3.2)

với số nguyên k ∈ N, k > 1 nào đó và với mọi |z| < ε0, trong đó ε0 > 0

là số thực đủ nhỏ, γ(z) là hàm nhẵn và γ(z) → 0 khi z → 0. Khi đó

phương trình này tương đương với

1 + Re[
b

Re a
zk
P ′(z)

P (z)
] = γ1(z), ∀ 0 < |z| < ε0, (3.3)

trong đó γ1(z) = γ(z)/Re a. Đặt F (z) = lnP (z) và viết z =

reiϕ,
b

2 Re a
=

1

R
eiψ. Khi đó, theo (3.3), ta có:

∂F

∂x
(z) cos(kϕ+ ψ) +

∂F

∂y
(z) sin(kϕ+ ψ) = −R

rk
+
R

rk
γ1(z).

Đặt ϕ0 =
2π − ψ
k − 1

và g(r) := F (reiϕ0). Khi đó, ta dễ dàng thấy rằng:

∂F

∂x
(reiϕ0) cos(ϕ0) +

∂F

∂y
(reiϕ0) sin(ϕ0) = −R

rk
+
R

rk
γ1(re

iϕ0)
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và

g′(r) = −R
rk

+
R

rk
γ1(re

iϕ0).

Đặt h(r) := g(r) +
R

1− k
1

rk − 1
. Khi đó

h′(r) =
R

rk
γ1(re

iϕ0).

Ta có thể giả sử rằng tồn tại r0 đủ nhỏ sao cho |h′(r)| ≤ R

2rk
, với mọi

0 < r ≤ r0. Vì thế, ta có ước lượng sau

|h(r)| ≤ |h(r0)|+
∣∣ ∫ r

r0

|h′(r)|dr
∣∣

≤ |h(r0)|+
R

2

∣∣ ∫ r

r0

r−kdr
∣∣

≤ |h(r0)| −
R

2(k − 1)
r1−k

0 +
R

2(k − 1)
r1−k.

Vì vậy,

g(r) ≥ R

k − 1
r1−k − |h(r0)|+

R

2(k − 1)
r1−k

0 − R

2(k − 1)
r1−k.

Từ đó, lim
r→0+

g(r) = +∞. Có nghĩa là P (reiϕ0) 6→ 0 khi r → 0+. Điều này

mâu thuẫn với giả thiết rằng hàm P (w) triệt tiêu tại w = 0.

Bổ đề 3.2.2. Không tồn tại các số a, b ∈ C với Re a 6= 0 và b 6= 0 sao

cho

Re[aP n+1(z) + bzkP ′(z)] = γ(z)P (z), (3.4)

với số nguyên k ∈ N, k > 1 nào đó và với mọi |z| < ε0, trong đó ε0 > 0

là số thực đủ nhỏ, γ(z) là hàm nhẵn và γ(z)→ 0 khi z → 0.

Chứng minh. Giả sử phản chứng rằng a, b ∈ C với Re a 6= 0 và b 6= 0 sao

cho

Re[aP n+1(z) + bzkP ′(z)] = γ(z)P n+1(z), (3.5)
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với số nguyên k ∈ N, k > 1 nào đó và với mọi |z| < ε0, trong đó ε0 > 0

là số thực đủ nhỏ, γ(z) là hàm nhẵn và γ(z) → 0 khi z → 0. Khi đó

phương trình này tương đương với

1 + Re[
b

Re a
zk

P ′(z)

P n+1(z)
] = γ1(z), ∀ 0 < |z| < ε0, (3.6)

trong đó γ1(z) = γ(z)/Re a. Đặt F (z) =
1

P n(z)
và viết z =

reiϕ,
−b

2nRe a
=

1

R
eiψ. Theo (3.6), ta có

∂F

∂x
(z) cos(kϕ+ ψ) +

∂F

∂y
(z) sin(kϕ+ ψ) = −R

rk
+
R

rk
γ1(z).

Đặt ϕ0 =
2π − ψ
k − 1

và g(r) := F (reiϕ0). Khi đó

∂F

∂x
(reiϕ0) cos(ϕ0) +

∂F

∂y
(reiϕ0) sin(ϕ0) = −R

rk
+
R

rk
γ1(re

iϕ0).

và

g′(r) = −R
rk

+
R

rk
γ1(re

iϕ0).

Đặt h(r) := g(r) +
R

1− k
1

rk − 1
. Khi đó, ta có thể giả sử rằng tồn tại r0

đủ nhỏ sao cho

|h′(r)| ≤ 3R

2rk
,

với mọi 0 < r ≤ r0. Vì thế, ta có ước lượng sau

|g(r)| ≤ |g(r0)|+
∣∣ ∫ r

r0

|g′(r)|dr
∣∣

≤ |g(r0)|+
3R

2

∣∣ ∫ r

r0

r−kdr
∣∣

≤ |g(r0)| −
3R

2(k − 1)
r1−k

0 +
3R

2(k − 1)
r1−k.
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Do vậy ta nhận được

1

P n(reiϕ0)
.

1

r1−k ,

P (reiϕ0) & r
k−1
n .

Vì thế ta suy ra rằng P (reiϕ0) không triệt tiêu đến cấp vô hạn tại gốc.

Điều này trái với giả thiết.

Bổ đề 3.2.3. Không tồn tại các số a, b ∈ C với Re a 6= 0 và b 6= 0 sao

cho

Re[aP n+1(z) + bzP ′(z)] = γ(z)P n+1(z), (3.7)

với số nguyên n ≥ 0 nào đó và với mọi |z| < ε0 với ε0 > 0 đủ bé, trong

đó γ(z)→ 0 khi z → 0.

Chứng minh. Giả sử rằng tồn tại t a, b ∈ C với Re a 6= 0 và b 6= 0 sao

cho (3.7) đúng. Trước tiên, ta xét trường hợp n = 0. Khi đó, phương

trình (3.7) tương đương với

Re[
b

Re a
z
∂

∂z
lnP (z)] = −1 + γ1(z), (3.8)

trong đó γ1(z) := γ(z)/Re a. Đặt u(z) := lnP (z) và viết
b

2 Re a
=

α+ iβ, z = x+ iy. Khi đó, theo (3.8), ta có phương trình đạo hàm riêng

bậc nhất sau

(αx− βy)
∂

∂x
u(x, y) + (βx+ αy)

∂

∂y
u(x, y) = −1 + γ1(x, y). (3.9)

Để giải phương trình đạo hàm riêng này, ta cần giải hệ phương trình vi

phân sau 
x′(t) = αx− βy

y′(t) = βx+ αy, t ∈ R.



81

Bằng tính toán đơn giản ta nhận được nghiệm
x(t) = c1e

αt cos(βt) + c2e
αt sin(βt)

y(t) = −c2e
αt cos(βt) + c1e

αt sin(βt, t ∈ R,
(3.10)

trong đó c1, c2 là các hằng số thực. Kí hiệu hàm g(t) := u(x(t), y(t)). Khi

đó, g′(t) = −1 + γ1(x(t), y(t)). Vì thế, g(t) = −t +
t∫
t0

γ1(x(s), y(s))ds +

t0 + g(t0). Từ (3.10), ta nhận được

x2 + y2 = (c2
1 + c2

2)e
2αt, t ∈ R. (3.11)

Xét các trường hợp sau.

TH 1. α = 0. Trong trường hợp này, ta lấy c1 = r > 0, c2 = 0, trong đó r

đủ bé. Khi đó, trên từng đường tròn {x(t) = r cos(t), y(t) = r sin(t), t ∈

[0, 2π]}, ta có g(t) = −t +
t∫

0
γ1(x(s), y(s))ds + u(r, 0). Lấy r đủ bé, ta

có thể giả sử rằng |γ1(x(s), y(s))| ≤ 1/2 với mọi s ∈ [0, 2π]. Dễ thấy

|g(2π)− g(0)| ≥ π. Điều này không thể xảy ra vì g(2π) = g(0) = u(r, 0).

TH 2. α > 0. Theo (3.11), ta có (x(t), y(t)) → 0 khi t → −∞. Khi đó,

u(x(t), y(t))→ +∞ khi t→ −∞. Điều này trái với giả thiết.

TH 3. α < 0. Theo (3.11), ta có (x(t), y(t)) → 0 khi t → +∞

và t =
1

2α
ln
x2 + y2

c2
1 + c2

2
. Lấy t0 > 0 đủ lớn, ta có thể giả sử rằng
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|γ1(x(s), y(s))| ≤ 1 với mọi s ≥ t0. Khi đó, với mọi t ≥ t0, ta có

g(t) ≥ −(t− t0)− |
t∫

t0

γ1(x(s), y(s))ds| − |g(t0)|

≥ −(t− t0)− |
t∫

t0

|γ1(x(s), y(s))|ds| − |g(t0)|

≥ −(t− t0)− |t− t0| − |g(t0)|

≥ −2(t− t0)− |g(t0)|.

Vì vậy, với mọi t ≥ t0, ta nhận được

P (z(t)) & e−2t

& |z(t)|−1/α,

trong đó z(t) := x(t) + iy(t). Điều này không thể được vì P triệt tiêu

cấp vô hạn tại 0.

Bây giờ ta xét trường hợp n > 0. Khi đó phương trình (3.7) tương

đương với

Re[
b

−nRe a
z
∂

∂z

1

P n(z)
] = −1 + γ1(z), (3.12)

trong đó γ1(z) := γ(z)/Re a. Đặt u(z) :=
1

P n(z)
và viết

b

−2nRe a
=

α + iβ, z = x + iy. Khi đó, theo (3.12), ta có phương trình đạo hàm

riêng cấp một sau

(αx− βy)
∂

∂x
u(x, y) + (βx+ αy)

∂

∂y
u(x, y) = −1 + γ1(x, y). (3.13)

Để giải phương trình đạo hàm riêng này, ta cần giải hệ phương trình vi
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phân sau 
x′(t) = αx− βy

y′(t) = βx+ αy, t ∈ R.

Bằng tính toán đơn giản ta nhận được nghiệm
x(t) = c1e

αt cos(βt) + c2e
αt sin(βt)

y(t) = −c2e
αt cos(βt) + c1e

αt sin(βt), t ∈ R,
(3.14)

trong đó c1, c2 là các hằng số thực. Đặt g(t) := u(x(t), y(t)). Khi đó

g′(t) = −1 + γ1(x(t), y(t)). Vì vậy, g(t) = −t+
t∫
t0

γ1(x(s), y(s))ds+ t0 +

g(t0). Từ (3.14), ta có

x2 + y2 = (c2
1 + c2

2)e
2αt, t ∈ R. (3.15)

Ta xét các trường hợp sau.

TH 1. α = 0. Bằng lập luận tương tự như trong TH1 ở trên ta kết luận

rằng trường hợp này cũng không xảy ra..

TH 2. α < 0. Theo (3.15), ta có (x(t), y(t)) → 0 khi t → +∞. Khi đó,

u(x(t), y(t))→ −∞ khi t→ −∞. Trái với giả thiết.

TH 3. α > 0. Theo (3.15), ta có (x(t), y(t)) → 0 khi t → −∞ và

t =
1

2α
ln
x2 + y2

c2
1 + c2

2
. Lấy t0 < 0 sao cho |t0| đủ lớn, ta có thể giả sử rằng

|γ1(x(s), y(s))| ≤ 1 với mọi s ≤ t0. Khi đó, với mọi t ≤ t0, ta có ước
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lượng sau

g(t) ≤ −(t− t0) + |
t∫

t0

γ1(x(s), y(s))ds|+ |g(t0)|

≤ −(t− t0) + |
t∫

t0

|γ1(x(s), y(s))|ds|+ |g(t0)|

≤ −(t− t0) + |t− t0|+ |g(t0)|

≤ −2(t− t0) + |g(t0)|.

Vì vậy, với mọi t ≤ t0, ta có:

P n(z(t)) &
1

−2t

&
−1

ln |z(t)|
,

trong đó z(t) := x(t) + iy(t). Điều này suy ra rằng

lim
t→−∞

P (z(t))

|z(t)|
= +∞.

Điều này mâu thẫn với giả thiết P triệt tiêu cấp vô hạn tại 0.

Gọi F = (f, g) ∈ Aut(Ω) là tự đẳng cấu sao cho F (0, 0) = (0, 0). Do

điều kiện Bell (R) của ∂Ω, ánh xạ F có thể thác triển thành hàm nhẵn

xác định cho đến tận biên của miền Ω. Gọi U là một lân cận của (0, 0).

Khi đó, tồn tại một lân cận V của (0, 0) sao cho

F (Ω ∩ V ) ⊂ Ω ∩ U. (3.16)

Bổ đề sau tương tự như [27, Bổ đề 2.5].

Bổ đề 3.2.4. Giả sử F = (f, g) ∈ Aut(Ω). Gọi U, V là hai lân cận của

(0, 0) sao cho (3.16) đúng. Khi đó, với mọi (z1, z2) ∈ V , ta có
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(i) g(z1, 0) = 0.

(ii) f(z1, z2) = f(z2)

Chứng minh. a) Gọi U, V là hai lân cận của (0, 0) sao cho (3.16) đúng.

Gọi γ là tập tất cả các điểm (it, 0) ∈ ∂Ω∩U . Do điều kiện Bell (R) nên

hàm F có thể thác triển thành hàm nhẵn trên Ω. Nó xác định một C-R

tự đẳng cấu trên ∂Ω. Bởi vì kiểu của biên theo nghĩa của D’Angelo là C-

R bất biến nên ta có F (γ∩V ) ⊂ γ. Do đó, g(it, 0) = 0 và Re f(it, 0) = 0.

Kí hiệu H = {z1 ∈ C : Re z1 < 0} là nửa mặt phẳng trái của mặt phẳng

phức. Vì h(z1) := g(z1, 0) ∈ Hol(H) ∩ C∞(H) nên g(z1, 0) ≡ 0.

b) Theo Bổ đề Hopf, ta dễ dàng thấy hàm (ρ ◦ F )(z1, z2) cũng là hàm

xác định biên xác định trên V . Đặc biệt, tồn tại hàm nhẵn k(z1, z2) > 0

sao cho với mọi (z1, z2) ∈ V , ta có

Re z1 + P (z2) +Q(z2, Im z1)

= k(z1, z2)
[

Re f(z1, z2) + P (g(z1, z2)) +Q(g(z1, z2), Im f(z1, z2)
]
.

(3.17)

Ta có khẳng định sau: với bất kì N ≥ 1 và điểm (it, 0) ∈ γ ∩ V , ta có

∂N

∂zN2

(
Re f(z1, z2) + P (g(z1, z2)) +Q(g(z1, z2), Im f(z1, z2))

)∣∣∣
(it,0)

= 0.

(3.18)

Thật vậy, với bất kì điểm (it, 0) ∈ γ ∩ V ta có

Re f(it, 0) + P (g(it, 0)) +Q(g(it, 0), Im f(it, 0)) = 0.

Từ (3.17), ta suy ra rằng

∂

∂z2

(
Re f(z1, z2) + P (g(z1, z2)) +Q(g(z1, z2), Im f(z1, z2))

)∣∣∣
(it,0)

= 0.
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Do đó (3.18) đúng cho trường hợp N = 1. Lấy đạo hàm hai vế của (3.17)

N lần theo biến z2 và sử dụng phương pháp qui nạp ta suy ra rằng (3.18)

đúng với bất kì N > 1. Từ a), (3.18) và tính chất (2.i) ta có

∂N

∂zN2
f(it, 0) = 0, (3.19)

với mọi N ≥ 1 và (it, 0) ∈ ∂Ω∩V . Lập luận tương tự như ở (a), ta thấy

rằng (3.19) suy ra (b).

Chứng minh Định lý 3.1.1. Giả sử rằng (0, 0) ∈ ∂Ω là điểm tụ quỹ đạo

parabolic tương ứng với nhóm con 1-tham số {Fθ}θ∈R ⊂ Aut(Ω). Gọi H

là trường véctơ sinh ra nhóm {Fθ}θ∈R, tức là:

H(z) =
d

dθ
Fθ(z)

∣∣∣
θ=0
.

Do Ω thỏa mãn điều kiện Bell (R) nên mỗi tự đẳng cấu của Ω có thể

thác triển thành hàm nhẵn trên Ω. Vì vậy, H ∈ Hol(Ω) ∩ C∞(Ω). Hơn

nữa, vì Fθ(∂Ω) ⊂ ∂Ω nên H(z) ∈ Tz(∂Ω) với mọi z ∈ ∂Ω, tức là:

(ReH)ρ(ζ) = 0, ∀ ζ ∈ ∂Ω. (3.20)

Trường véctơ H ∈ Hol(Ω) ∩ C∞(Ω) thỏa mãn (3.20) được gọi là trường

véctơ chỉnh hình tiếp xúc với miền Ω. Vì Fθ(0, 0) = (0, 0) nên từ Bổ đề

3.2.4 ta có Fθ(z1, z2) = (fθ(z1), z2gθ(z1, z2)), trong đó fθ và gθ chỉnh hình

trên U ∩ Ω, ở đây U là một lân cận của (0, 0). Vì vậy, trường véctơ H

có dạng sau

H(z1, z2) = h1(z1)
∂

∂z1
+ z2h2(z1, z2)

∂

∂z2
,
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trong đó h1 và h2 chỉnh hình trên Ω ∩ C∞(Ω). Hơn nữa, h1 triệt tiêu tại

gốc tọa độ. Bằng các tính toán đơn giản ta nhận được

∂

∂z1
ρ(z1, z2) =

1

2
+

∂

∂z1
Q(z2, Im z1),

∂

∂z2
ρ(z1, z2) = P ′(z2) +

∂

∂z2
Q(z2, Im z1).

Vì H là trường véctơ tiếp xúc với ∂Ω nên ta có

Re
[
(
1

2
+

∂

∂z1
Q(z2, Im z1))h1(z1)+

+ (P ′(z2) +
∂

∂z2
Q(z2, Im z1))z2h2(z1, z2)

]
= 0,

(3.21)

với mọi (z1, z2) ∈ ∂Ω. Với bất kì (it, 0) ∈ ∂Ω ∩ U , ta có

Reh1(it) = 0. (3.22)

Do h1 ∈ Hol(H) ∩ C∞(H), trong đó H là nửa mặt phẳng trái, nên theo

nguyên lý phản xạ Schwarz hàm h1 có thể thác triển thành hàm chỉnh

hình trong một lân cận của điểm z1 = 0 trong mặt phẳng phức. Từ

(3.21), ta có

Re
[1

2
h1(−P (z2)) + z2P

′(z2)h2(−P (z2), z2)
]

= 0 (3.23)

với bất kì z2 sao cho (−P (z2), z2) ∈ ∂Ω ∩ U . Khai triển h1 và h2 thành

chuỗi Taylor trong lân cận của gốc tọa độ, ta nhận được h1(z1) =
∞∑
n=0

anz
n
1

và h2(z1, z2) =
∞∑
k=0

bk(z1)z
k
2 , trong đó an ∈ C, bk ∈ Hol(H) ∩ C∞(H) với

mọi n, k ∈ N. Chú ý rằng a0 = 0 vì h1(0) = 0. Nếu tồn tại số tự nhiên

n ≥ 1 sao cho Re an 6= 0 thì hạng tử lớn nhất trong Re[
1

2
h1(−P (z2))]

có dạng Re anP
n(z2). Do đó, tồn tại ít nhất một số nguyên k ∈ N sao

cho hoặc bk(0) 6= 0 hoặc bk(z1) triệt tiêu cấp hữu hạn tại z1 = 0. Khi
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đó, hạng tử lớn nhất trong Re
[
z2P

′(z2)h2(−P (z2), z2)
]
phải có dạng

Re
[
bzk2P

′(z2)P
l(z2)

]
, trong đó b ∈ C∗, l ∈ N. Theo (3.23), tồn tại ε0 > 0

sao cho

Re
[
anP

n−l(z2) + bzk2P
′(z2)

]
= o(P n−l(z2)), (3.24)

với mọi |z2| < ε0. Dễ thấy rằng n > l. Vì thế theo Bổ đề 3.2.1, Bổ đề

3.2.2 và Bổ đề 3.2.3, ta có Re an = b = 0. Điều này mâu thuẫn. Vì vậy,

Re an = 0 với mọi n ≥ 1 và ta có thể viết h1(z1) = i.
∞∑
n=1

αnz
n
1 , trong

đó αn ∈ R, n = 1, 2, · · · . Đặt u(z1) := Reh1(z1). Khi đó hàm u điều

hòa trên nửa phẳng trái H và trơn cho đến biên ∂H. Theo (3.22), ta có

u(it) = 0 với mọi số thực t đủ nhỏ. Hơn nữa, vì h1(z1) = i
∞∑
n=1

αnz
n
1 nên

u(−t) = 0 với mọi t đủ nhỏ. Vì thế, theo nguyên lý cực đại ta kết luận

rằng u(z1) ≡ 0. Hệ quả là h1(z1) ≡ 0 và do đó H trở thành trường véctơ

phẳng. Điều này không thể xảy ra vì ∂Ω không phẳng trong một lân cận

đủ nhỏ của gốc tọa độ.



KẾT LUẬN VÀ KIẾN NGHỊ

Kết luận

Các kết quả chính của luận án:

• Chứng minh định lý đặc trưng cho miền không bị chặn trong Cn

với nhóm tự đẳng cấu không compact và hạng của dạng Levi tại

điểm tụ quĩ đạo ≥ n− 2.

• Chứng minh định lý đặc trưng cho miền lồi tuyến tính không bị

chặn trong Cn với nhóm tự đẳng cấu không compact.

• Chứng minh giả thuyết Greene-Krantz cho một lớp miền bị chặn

trong Cn.

89
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Kiến nghị về những nghiên cứu tiếp theo

Mặc dù luận án chỉ nghiên cứu các miền trong Cn nhưng hai kết quả

chính (Định lý 1.3.2 và 2.3.2) có thể mở rộng dễ dàng lên các miền bất

kì trong đa tạp phức. Hướng nghiên cứu còn có các câu hỏi mở sau đây:

1. Phải chăng các định lý đặc trưng cho các miền trong Cn vẫn đúng

mà không cần giả thiết về hạng của dạng Levi cũng như điều kiện lồi

tuyến tính?

2. Phải chăng mỗi miền có nhóm tự đẳng cấu không compact với biên

nhẵn, kiểu hữu hạn và biên lồi tuyến tính song chỉnh hình với một mô

hình thuần nhất, tức là đa thức P (z′) trong Định lý 2.3.2 là thuần nhất?

3. Phải chăng Định lý Kim-Krantz vẫn còn đúng?

Tuy nhiên, vì thời gian hạn hẹp nên chúng tôi cũng chưa trả lời được

các câu hỏi trên. Chứng tôi hy vọng rằng các câu hỏi này sớm được giải

quyết.
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