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Lêi nãi ®Çu

Hµm låi vµ c¸c biÕn d¹ng cña nã (låi chÆt, låi m¹nh, tùa låi . . .) cã nhiÒu

tÝnh chÊt ®Ñp ®¸ng chó ý vµ ®îc sö dông réng r·i trong nhiÒu lý thuyÕt vµ

øng dông thùc tiÔn, ®Æc biÖt trong gi¶i tÝch låi vµ tèi u ho¸. Hµm låi vµ c¸c

më réng lµ mét chñ ®Ò hÊp dÉn víi nhiÒu kÕt qu¶ phong phó vµ lu«n thu hót

sù quan t©m cña nhiÒu nhµ nghiªn cøu.

§Ò tµi luËn v¨n ®Ò cËp tíi c¸c hµm låi mét biÕn vµ nhiÒu biÕn, cïng

víi c¸c tÝnh chÊt c¬ b¶n cña chóng. Hµm låi cã vai trß quan träng trong

nhiÒu lÜnh vùc nghiªn cøu: qui ho¹ch to¸n häc, lý thuyÕt ®iÒu khiÓn tèi u,

lý thuyÕt trß ch¬i, kinh tÕ to¸n . . . Gi¶ thiÕt vÒ tÝnh låi cña hµm kh«ng thÓ

thiÕu trong nhiÒu ®Þnh lý vÒ tån t¹i nghiÖm tèi u, tån t¹i gi¸ c©n b»ng hay

t×nh thÕ c©n b»ng trong c¸c m« h×nh kinh tÕ to¸n. V× thÕ, t×m hiÓu hµm låi

vµ c¸c tÝnh chÊt lµ thùc sù cÇn thiÕt vµ h÷u Ých, gióp hiÓu s©u h¬n vÒ nhiÒu

vÊn ®Ò trong gi¶i tÝch låi vµ lý thuyÕt tèi u.

Môc tiªu cña luËn v¨n lµ t×m hiÓu vµ tr×nh bµy nh÷ng kÕt qu¶ c¬ b¶n ®·

biÕt liªn quan ®Õn c¸c hµm låi mét biÕn vµ nhiÒu biÕn, ®Æc biÖt lu ý c¸c tÝnh

chÊt næi bËt nh tÝnh liªn tôc, tÝnh kh¶ vi vµ c¸c tÝnh chÊt cùc trÞ. Néi dung

®Ò cËp trong luËn v¨n ®îc tr×nh bµy mét c¸ch chÆt chÏ vÒ mÆt to¸n häc, c¸c

kh¸i niÖm vµ kÕt qu¶ nªu ra cã kÌm theo vÝ dô vµ h×nh vÏ ®Ó minh ho¹.

Néi dung luËn v¨n ®îc chia thµnh ba ch¬ng:

Ch¬ng 1: �Hµm låi mét biÕn� ®Ò cËp tíi c¸c hµm låi mét biÕn, x¸c ®Þnh

vµ nhËn gi¸ trÞ thùc h÷u h¹n hay v« cùc trªn mét kho¶ng liªn tôc (h÷u h¹n

hay v« h¹n) cña ®êng th¼ng sè thùc. Hµm låi mét biÕn cã nhiÒu tÝnh chÊt

®¸ng chó ý nh tÝnh Lipschitz, tÝnh liªn tôc vµ kh¶ vi hÇu kh¨p n¬i trªn miÒn

x¸c ®Þnh. XÐt mét sè hµm cã liªn quan: hµm låi chÆt, hµm tùa låi, tùa låi

chÆt, hµm liªn hîp . . .

Ch¬ng 2: �Hµm låi trong Rn giíi thiÖu vÒ hµm låi nhiÒu biÕn vµ c¸c

tÝnh chÊt c¬ b¶n: Hµm n biÕn lµ hµm låi khi vµ chØ khi hµm thu hÑp cña nã
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trªn mäi ®êng th¼ng trong Rn lµ hµm låi mét biÕn. Hµm låi cã mèi quan

hÖ chÆt chÏ víi c¸c tËp låi: f lµ hµm låi khi vµ chØ khi epi f lµ tËp låi vµ

nÕu f lµ hµm låi th× mäi tËp møc díi cña nã lµ c¸c tËp låi. Hµm låi trªn

tËp låi më th× liªn tôc. TiÕp theo nªu c¸ch nhËn biÕt hµm låi qua c¸c phÐp

to¸n vµ hµm kh¶ vi lµ låi qua mét sè dÊu hiÖu. Trong ch¬ng cßn giíi thiÖu

kh¸i niÖm díi vi ph©n cña hµm låi vµ mèi quan hÖ gi÷a díi vi ph©n víi

®¹o hµm theo híng vµ víi hµm liªn hîp.

Ch¬ng 3: �Cùc trÞ cña hµm låi� tr×nh bµy c¸c tÝnh chÊt cùc trÞ cña hµm

låi, hµm låi chÆt vµ hµm låi m¹nh: cùc tiÓu ®Þa ph¬ng cña hµm låi lu«n lµ

cùc tiÓu toµn côc; hµm låi chÆt cã nhiÒu nhÊt mét ®iÓm cùc tiÓu vµ hµm låi

m¹nh lu«n ®¹t cùc tiÓu trªn tËp ®ãng kh¸c rçng, cùc tiÓu ®ã lµ duy nhÊt nÕu

tËp lµ låi ®ãng kh¸c rçng; cùc ®¹i cña hµm låi (cùc tiÓu cña hµm lâm) nÕu

cã sÏ ®¹t t¹i ®iÓm cùc biªn (nãi riªng, t¹i ®Ønh) cña tËp ®îc xÐt. Ngoµi ra,

ch¬ng nµy cßn tr×nh bµy c¸c ®iÒu kiÖn tèi u cÇn vµ ®ñ ®èi víi c¸c hµm låi

kh¶ vi.

Do thêi gian cã h¹n nªn luËn v¨n nµy míi chØ dõng l¹i ë viÖc t×m hiÓu,

tËp hîp tµi liÖu, s¾p xÕp vµ tr×nh bµy c¸c kÕt qu¶ nghiªn cøu ®· cã theo chñ

®Ò ®Æt ra. Trong qu¸ tr×nh viÕt luËn v¨n còng nh trong xö lý v¨n b¶n ch¾c

ch¾n kh«ng tr¸nh khái cã nh÷ng sai sãt nhÊt ®Þnh. T¸c gi¶ luËn v¨n rÊt mong

nhËn ®îc sù gãp ý cña c¸c thÇy c« vµ c¸c b¹n ®ång nghiÖp ®Ó luËn v¨n ®îc

hoµn thiÖn h¬n.

Nh©n dÞp nµy, t¸c gi¶ xin bµy tá lßng biÕt ¬n s©u s¾c ®Õn thÇy híng dÉn

GS-TS TrÇn Vò ThiÖu ®· tËn t×nh gióp ®ì trong suèt qu¸ tr×nh lµm luËn v¨n.

T¸c gi¶ xin ch©n thµnh c¶m ¬n c¸c thÇy, c« ë ViÖn To¸n häc, ViÖn C«ng

nghÖ th«ng tin Hµ Néi, Khoa C«ng nghÖ th«ng tin, Khoa To¸n vµ Phßng §µo

t¹o sau ®¹i häc trêng §¹i häc Khoa häc - §¹i häc Th¸i Nguyªn ®· tËn t×nh

gi¶ng d¹y vµ t¹o mäi ®iÒu kiÖn thuËn lîi cho t¸c gi¶ trong qu¸ tr×nh häc tËp

t¹i trêng.
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T¸c gi¶ còng xin ch©n thµnh c¶m ¬n Ban gi¸m hiÖu, c¸c Phßng, Ban

chøc n¨ng vµ Bé m«n To¸n Trêng CÊp II-III T©n Quang vµ b¹n bÌ ®ång

nghiÖp cïng gia ®×nh ®· quan t©m gióp ®ì, ®éng viªn ®Ó t¸c gi¶ hoµn thµnh

tèt luËn v¨n nµy.

Th¸i Nguyªn, th¸ng 09 n¨m 2009

T¸c gi¶

Ph¹m B¸ Tuyªn
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Ch¬ng 1

Hµm låi mét biÕn

Hµm låi cã vai trß quan träng trong gi¶i tÝch låi, ®Æc biÖt trong tèi u ho¸.

Ta b¾t ®Çu lµm quen víi hµm låi mét biÕn vµ c¸c tÝnh chÊt ®¸ng chó ý cña

nã.

1.1 Hµm låi thùc

1.1.1. §Þnh nghÜa vµ tÝnh chÊt

Ký hiÖu I lµ mét kho¶ng (®ãng, më hay nöa më, h÷u h¹n hay v« h¹n)

trong ®êng th¼ng thùc R. Ch¼ng h¹n, kho¶ng më h÷u h¹n

I = (p, q) víi −∞ < p < q < +∞

§Þnh nghÜa 1.1. Cho hµm mét biÕn sè f : I → R,

a) f gäi lµ låi (hay hµm låi) nÕu:

f(λa+ (1− λ)b) ≤ λf(a) + (1− λ)f(b) (1.1)

víi mäi a, b ∈ I, vµ mäi λ ∈ R, víi 0 < λ < 1. H×nh 1.1 cho thÊy ý nghÜa

h×nh häc cña tÝnh låi: d©y cung víi hai ®Çu mót (a, f(a)) vµ (b, f(b)) lu«n

n»m ë phÝa trªn ®å thÞ cña hµm f .

b) f gäi lµ låi chÆt nÕu f låi vµ trong (1.1) cã bÊt ®¼ng thøc chÆt khi

a 6= b.

Ta nªu c¸c ph¸t biÓu t¬ng ®¬ng kh¸c vÒ tÝnh låi cña hµm f : I → R.

a) f(x) ≤ b− x
b− a

f(a) +
x− a
b− a

f(b)

víi mäi a, b, x ∈ I vµ a < x < b. Chó ý r»ng vÕ ph¶i cña bÊt ®¼ng thøc trªn

cã thÓ viÕt thµnh:

f(a) +
f(b)− f(a)

b− a
(x− a)

5

Số hóa bởi Trung tâm Học liệu – Đại học Thái Nguyên                          http://www.Lrc-tnu.edu.vn

www.VNMATH.com



b) f(λa+ µb) ≤ λf(a) + µf(b)

víi mäi a, b, x ∈ I vµ mäi λ, µ ∈ R sao cho λ > 0, µ > 0, λ+ µ = 1.

• DÔ dµng kiÓm tra c¸c tÝnh chÊt ®¬n gi¶n sau ®©y cña hµm låi:

a) NÕu f vµ g lµ c¸c hµm låi vµ α ≥ 0, β ≥ 0 th× αf + βg lµ hµm låi.

b) Tæng cña mét sè h÷u h¹n c¸c hµm låi lµ hµm låi.

c) Hµm giíi h¹n (theo tõng ®iÓm) cña d·y hµm låi héi tô lµ låi.

d) Gi¶ sö f : I → R lµ hµm låi. Khi ®ã:
n∑
i=1

λixi ∈ I vµ f

(
n∑
i=1

λixi

)
≤

n∑
i=1

λif(xi)

víi mäi xi ∈ I, λi ≥ 0 (1 ≤ i ≤ n),
n∑
i=1

λi = 1.

e) Gi¶ sö f lµ cËn trªn theo tõng ®iÓm cña mét hä bÊt kú c¸c hµm låi

I → R. NÕu f h÷u h¹n kh¾p n¬i trªn I th× f lµ låi. Tuy nhiªn,

mÖnh ®Ò t¬ng tù kh«ng cßn ®óng ®èi víi cËn díi.

§Þnh lý 1.1. Gi¶ sö f : I → R lµ hµm låi. Khi ®ã

f(x)− f(a)

x− a
≤ f(b)− f(a)

b− a
≤ f(b)− f(x)

b− x
(1.2)

víi mäi a, b, x ∈ I, a ≤ x ≤ b. NÕu f låi chÆt th× ë (1.2) cã bÊt ®¼ng thøc

chÆt.
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H×nh 1.2 cho thÊy ý nghÜa h×nh häc cña ®Þnh lý nµy: ®é dèc (AB) ≤ ®é

dèc (AC) ≤ ®é dèc (BC).

Chøng minh. Do f låi nªn ta cã

f(x) ≤ b− x
b− a

f(a) +
x− a
b− a

f(b) (1.3)

Tõ bÊt ®¼ng thøc nµy ta suy ra

f(x)− f(a) ≤ a− x
b− a

f(a) +
x− a
b− a

f(b) =
x− a
b− a

[f(b)− f(a)]

®ã lµ bÊt ®¼ng thøc ®Çu cña (1.2). BÊt ®¼ng thøc sau ®îc chøng minh t¬ng

tù. NÕu f låi chÆt th× trong (1.3), do ®ã trong (1.2) cã dÊu bÊt ®¼ng thøc

chÆt. 2

• Ký hiÖu phÇn trong cña I lµ int(I). Gi¶ sö f : I → R lµ hµm låi vµ

c ∈ int(I). Gi¶ sö [a, b] ⊂ I sao cho a < c < b. Theo ®Þnh lý 1.1 ta cã:

f(c)− f(a)

c− a
≤ f(x)− f(c)

x− c
víi mäix ∈ (c, b].

Còng tõ ®Þnh lý 1.1 suy ra r»ng hµm

x→ f(x)− f(c)

x− c
kh«ng gi¶m trªn(c, b].

Do ®ã tån t¹i ®¹o hµm ph¶i

f
′

+(c) = lim
x↓c

f(x)− f(c)

x− c

B»ng c¸ch t¬ng tù cã thÓ chøng minh r»ng tån t¹i ®¹o hµm tr¸i f
′

−(c).

NÕu a < c < d < b th× víi sè d¬ng h ®ñ nhá ta cã

f(c)− f(c− h)

h
≤ f(c+ h)− f(c)

h
≤ f(d)− f(d− h)

h

Cho qua giíi h¹n khi h ↓ 0 ta ®îc: f
′

−(c) ≤ f
′

+(c) ≤ f
′

−(d). V× thÕ, ta cã

®Þnh lý:

§Þnh lý 1.2. Gi¶ sö f : I → R lµ hµm låi. Khi ®ã, f cã ®¹o hµm ph¶i

vµ ®¹o hµm tr¸i t¹i mäi ®iÓm thuéc int(I), ®ång thêi f
′

− vµ f
′

+ lµ nh÷ng hµm
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kh«ng gi¶m trªn int(I). NÕu c ∈ int(I), ta cã f
′

−(c) ≤ f
′

+(c) vµ f(x) ≥
f(c) + f

′

−(c)(x− c), f(x) ≥ f(c) + f
′

+(c)(x− c) víi mäi x ∈ I (xem H×nh

1.3).

NhËn xÐt 1.1. Gi¶ sö f : [a, b] → R lµ hµm låi. LËp luËn trªn cho thÊy

r»ng trong trêng hîp nµy tån t¹i f
′

+(a) vµ f
′

−(b), nÕu chÊp nhËn giíi h¹n

+∞ vµ −∞.

1.1.2. Hµm Lipschitz vµ tÝnh liªn tôc cña hµm låi

§Þnh nghÜa 1.2. Hµm f : I → R gäi lµ Lipschitz trªn I0 ⊂ I nÕu tån t¹i

sè K > 0 sao cho |f(x) − f(y)| ≤ K|x − y| víi mäi x, y ∈ I0. §iÒu kiÖn

Lipschitz kÐo theo f liªn tôc, thËm chÝ liªn tôc ®Òu trªn I0 vµ f cã biÕn

ph©n giíi néi trªn mäi kho¶ng con ®ãng, giíi néi cña I0.

§Þnh lý 1.3. Gi¶ sö f : I → R lµ hµm låi vµ [a, b] ⊂ int(I). Khi ®ã,

a) f Lipschitz trªn [a, b].

b) f liªn tôc trªn int(I).

Chøng minh. Tån t¹i c, d ∈ I sao cho c < a < b < d. Theo ®Þnh lý 1.2

ta cã f
′

+(a) ≤ f
′

+(x) ≤ f(x)− f(y)

x− y
≤ f

′

−(y) ≤ f
′

−(b)

víi mäi a ≤ x < y ≤ b. Tõ ®ã suy ra |f(x)− f(y)| ≤ K|x− y|, trong ®ã

K := max(|f ′

+(a)|, |f ′

−(b)|). §iÒu nµy chøng minh a); b) lµ hÖ qu¶ trùc tiÕp

cña a). 2
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NhËn xÐt 1.2. Chó ý r»ng f kh«ng nhÊt thiÕt Lipschitz trªn I , ngay c¶

khi f giíi néi vµ f kh«ng nhÊt thiÕt liªn tôc trªn I , ngay c¶ khi f ®ãng vµ

h÷u h¹n.

• Mét hµm Lipschitz trªn kho¶ng [a, b] th× liªn tôc tuyÖt ®èi trªn [a, b];

sù kiÖn mäi ngêi ®· biÕt lµ mét hµm nh thÕ lµ kh¶ vi hÇu kh¾p n¬i.

Do vËy tõ §Þnh lý 1.3 suy ra r»ng mét hµm låi lµ kh¶ vi hÇu kh¾p n¬i.

Sau ®©y ta sÏ chøng minh mét tÝnh chÊt kh¶ vi m¹nh h¬n cña c¸c hµm låi

mµ kh«ng cÇn dïng tíi kh¸i niÖm liªn tôc tuyÖt ®èi.

§Þnh lý 1.4. Gi¶ sö f : I → R lµ hµm låi. Khi ®ã

a) Trªn int(I), f
′

− liªn tôc bªn tr¸i vµ f
′

+ liªn tôc bªn ph¶i.

b) ChØ cã mét sè ®Õm ®îc c¸c ®iÓm t¹i ®ã f kh«ng kh¶ vi.

Chøng minh a) Do tÝnh liªn tôc cña f trªn int(I) (§Þnh lý 1.3) nªn víi

mäi x, y, z ∈ int(I) vµ x < z < y ta cã

f(y)− f(x)

y − x
= lim

z↓x

f(y)− f(z)

y − z
≥ lim

z↓x
f

′

+(z)

Cho qua giíi h¹n khi y ↓ x ta nhËn ®îc

f
′

+(x) ≥ lim
z↓x

f
′

+(z)

Do f
′

+ lµ hµm kh«ng gi¶m (§Þnh lý 1.2) nªn ta cã

f
′

+(x) ≤ lim
z↓x

f
′

+(z)

V× thÕ f
′

+(x) = lim
z↓x

f
′

+(z), ®iÒu nµy cho thÊy tÝnh liªn tôc ph¶i cña f
′

+.

TÝnh liªn tôc tr¸i cña f
′

− chøng minh t¬ng tù.

b) Theo §Þnh lý 1.2 ta cã

f
′

+(x) ≤ f
′

−(y) ≤ f
′

+(z)

víi mäi x, y, z ∈ int(I) vµ x < y < z. NÕu f
′

+ liªn tôc t¹i y th× ta cã

f
′

+(y) = lim
x↑y

f
′

+(x) = lim
x↓y

f
′

+(z) = f
′

−(y)
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®iÒu nµy cã nghÜa lµ f kh¶ vi t¹i y. Tõ ®ã suy ra c¸c ®iÓm cña int(I) t¹i ®ã

f kh«ng kh¶ vi lµ nh÷ng ®iÓm mµ t¹i ®ã hµm kh«ng gi¶m f
′

+ cã bíc nh¶y.

§iÒu nµy chøng minh b), v× chØ cã mét sè ®Õm ®îc c¸c bíc nh¶y nh thÕ.

1.2 TÝnh låi t¹i ®iÓm gi÷a

1.2.1. Hµm låi kh¶ vi

Kh¸i niÖm sau ®©y cã liªn quan chÆt chÏ víi tÝnh låi.

§Þnh nghÜa 1.3. Hµm f : I → R gäi lµ låi t¹i ®iÓm gi÷a nÕu víi mäi

a, b ∈ I

f

(
a+ b

2

)
≤ 1

2
[f(a) + f(b)]

H×nh 1.4 nªu ý nghÜa h×nh häc cña tÝnh låi t¹i ®iÓm gi÷a: ®iÓm gi÷a cña d©y

cung nèi hai ®iÓm trªn ®å thÞ cña f kh«ng n»m díi ®iÓm t¬ng øng trªn ®å

thÞ.

§Þnh lý 1.5. (xem [3]) Gi¶ sö f : I → R lµ hµm låi t¹i ®iÓm gi÷a vµ liªn

tôc. Khi ®ã f lµ hµm låi.

§Þnh lý 1.6. Gi¶ sö I lµ kho¶ng më vµ f : I → R hai lÇn kh¶ vi. Khi ®ã,

f låi khi vµ chØ khi f
′′
(x) ≥ 0 víi mäi x ∈ I .

Chøng minh. "ChØ khi": Theo §Þnh lý 1.2, f
′
lµ hµm kh«ng gi¶m trªn I .

Do ®ã f
′′
(x) ≥ 0 víi mäi x ∈ I .

"Khi": Gi¶ sö x, y ∈ I, x < y vµ 0 < λ < 1, Theo ®Þnh lý gi¸ trÞ trung

b×nh trong gi¶i tÝch, cã tån t¹i ξ1, ξ2, x < ξ1 < λx + (1− λ)y < ξ2 < y vµ

ξ3, ξ1 < ξ3 < ξ2, sao cho

f [λx+ (1− λ)y]− λf(x)− (1− λ)f(y)

= λ(1− λ)(y − x)f
′
(ξ1) + (1− λ)λ(x− y)f

′
(ξ2)

= λ(1− λ)(y − x)(ξ1 − ξ2)f
′′
(ξ3) ≤ 0.

Tõ ®ã suy ra f lµ hµm låi.

NhËn xÐt 1.3. Tõ chøng minh trªn ta cã thÓ thÊy r»ng f låi chÆt khi

f
′′
(x) > 0 víi mäi x ∈ I . §iÒu ngîc l¹i nãi chung kh«ng ®óng, ch¼ng h¹n
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hµm f : x 7→ x4 låi chÆt trªn R, nhng f
′′
(0) = 0.

1.2.2. Hµm låi vµ c¸c bÊt ®¼ng thøc låi

NhiÒu vÝ dô ®¬n gi¶n vÒ hµm låi cã thÓ nhËn ®îc tõ §Þnh lý 1.6 vµ qua

c¸c hµm nµy ta cã thÓ rót ra mét sè bÊt ®¼ng thøc mµ tho¹t nh×n thêng

kh«ng dÔ nhËn biÕt. Sau ®©y lµ mét vÝ dô:

xλyµ ≤ λx+ µy (1.4)

víi mäi x > 0, y > 0, λ > 0, µ > 0 vµ λ+µ = 1. BÊt ®¼ng thøc nµy cã thÓ

suy ra b»ng c¸ch sö dông tÝnh låi (chÆt) cña hµm x 7→ ex nh sau:

eλ log x+µ log y ≤ λelog x + µelog y

Mét sè c¸ch quen thuéc kh¸c ®Ó diÔn ®¹t (1.4) lµ

x
1
py

1
q ≤ 1

p
x+

1

q
y (1.5)

vµ xy ≤ 1

p
xp +

1

q
yq

víi x > 0, y > 0, p > 1, q > 1 vµ 1
p + 1

q = 1.

Víi p = q = 2, th× (1.5) lµ bÊt ®¼ng thøc quen thuéc
√
xy ≤ (x + y)/2

(trung b×nh nh©n cña hai sè d¬ng kh«ng lín h¬n trung b×nh céng cña chóng

hay tæng qu¸t, trung b×nh nh©n cña n sè d¬ng kh«ng lín h¬n trung b×nh

céng cña chóng).

§Þnh lý 1.7 Gi¶ sö f lµ hµm (a, b) → R. Khi ®ã, f låi khi vµ chØ khi cã

thÓ biÓu diÔn f díi d¹ng

f(x) = f(c) +

∫ x

c

g(t)dt (víi c, x ∈ (a, b))

trong ®ã g lµ mét hµm kh«ng gi¶m liªn tôc ph¶i (a, b)→ R.
Chøng minh Gi¶ sö f : (a, b)→ R lµ hµm låi vµ ai ∈ [a, b], (1 ≤ i ≤ n).

Khi ®ã ta cã

f

(
1

n

n∑
i=1

ai

)
≤ 1

n

n∑
i=1

f(ai) (1.6)
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BÊt ®¼ng thøc (1.6) lµ ®Þnh lý vÒ gi¸ trÞ trung b×nh cña n sè:

f (gi¸ trÞ t.b. cña a1, a2, . . . , an) ≤ gi¸ trÞ t.b. cña f(a1), f(a2), . . . , f(an).

§Þnh lý nµy cã d¹ng t¬ng tù nh ®Þnh lý gi¸ trÞ trung b×nh cña mét hµm.

§Þnh lý 1.8. (BÊt ®¼ng thøc Jensen). Gi¶ sö f : (a, b) → R lµ hµm låi vµ

g : [c, d]→ (a, b) lµ hµm liªn tôc. Khi ®ã

f

(
1

d− c

∫ d

c

g(x)dx

)
≤ 1

d− c

∫ d

c

f(g(x))dx

NhËn xÐt 1.4. a) Trong ®Þnh lý trªn ta cã thÓ thay g bëi mét hµm kh¶ tÝch

Lebesgue trªn [c, d].

b) BÊt ®¼ng thøc Jensen cã d¹ng t¬ng tù sau trong lý thuyÕt x¸c xuÊt:

Gi¶ sö X lµ mét kh«ng gian x¸c xuÊt víi ®é ®o x¸c xuÊt µ (µ(X) = 1),

Gi¶ sö f : (a, b)→ R lµ hµm låi vµ g : X → (a, b) lµ hµm µ− kh¶ tÝch. Khi

®ã,

f

(∫
X

gdµ

)
≤
∫
X

(f ◦ g)dµ

Nãi theo ng«n ng÷ x¸c xuÊt, nÕu x lµ mét biÕn ngÉu nhiªn trªn X th× ta

cã f(Ex) ≤ E[f(x)], trong ®ã Ex lµ kú väng cña x.

• Cho x1, x2, . . . , xn, r1, r2, . . . , rn lµ c¸c sè d¬ng tho¶ m·n

n∑
i=1

ri = 1.

Ta cã thÓ dÔ dµng chøng minh c¸c bÊt ®¼ng thøc sau:

a)
n∏
i=1

xrii ≤
n∑
i=1

rixi

b)

n∑
i=1

aibi ≤

(
n∑
i=1

api

) 1
p
(

n∑
i=1

bqi

) 1
q

(bÊt ®¼ng thøc Holder).
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víi a1, a2, . . . , an, b1, b2, . . . , bn lµ c¸c sè kh«ng ©m vµ p > 1, q > 1,
1

p
+

1

q
= 1. Khi p = q = 2 ta nhËn ®îc bÊt ®¼ng thøc Cauchy:

n∑
i=1

aibi ≤

√√√√( n∑
i=1

a2
i

)(
n∑
i=1

b2i

)

1.3 Hµm liªn hîp

Kh¸i niÖm hµm liªn hîp cña mét hµm rÊt quen thuéc trong gi¶i tÝch låi. Sau

®©y ta lµm quen víi kh¸i niÖm nµy.

§Þnh lý 1.9. Hµm f : R → R lµ låi khi vµ chØ khi tån t¹i hµm g : R →
R ∪ {+∞} sao cho

f(x) = supy∈R[xy − g(y)] víi mäi x ∈ R.

§Þnh nghÜa 1.4. Ta gäi hµm g nãi trªn lµ hµm liªn hîp cña hµm f, f vµ g

t¹o thµnh mét cÆp hµm tho¶ m·n bÊt ®¼ng thøc

f(x) + g(y) ≥ xy, ∀x, y ∈ R. (1.7)

Ta nªu ra c¸ch gi¶i thÝch h×nh häc sau ®©y cho §Þnh lý 1.9 (xem H×nh 1.5).

§êng th¼ng m víi ®é dèc y vµ hÖ sè ch¾n −a kh«ng ®©u n»m phÝa trªn ®å

thÞ cña f khi vµ chØ khi víi mäi x ∈ R th×

xy − a ≤ f(x), do ®ã a ≥ xy − f(x).

Sè a nhá nhÊt vÉn cßn tho¶ m·n bÊt ®¼ng thøc nµy lµ

supx∈R[xy − f(x)] = g(y).

V× thÕ, b»ng c¸ch tÞnh tiÕnm vÒ phÝa trªn cho ®Õn khi nhËn ®îc ®êng n(y)

c¾t ®å thÞ cña f vµ hÖ sè ch¾n cña nã b»ng −g(y). §Þnh lý 1.9 cho thÊy r»ng

f lµ h×nh bao cña hä ®êng th¼ng n(y)(y ∈ R) khi vµ chØ khi f lµ hµm låi.
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VÝ dô 1.1. Hµm liªn hîp cña hµm låi chÝnh thêng f(x) = ex, x ∈ R ,

lµ hµm g(y) = supx {yx− ex}. Râ rµng g(y) = 0 víi y = 0 vµ g(y) = +∞
víi y < 0. Víi y > 0 hµm yx − ex ®¹t gi¸ trÞ lín nhÊt t¹i x = h tho¶ m·n

y = eh(⇒ h = log y), v× thÕ g(y) = y log y − y. Nh vËþ

g(y) =


0 y = 0,

+∞ y < 0,

y log y − y, y > 0.

VÝ dô 1.2. Gi¶ sö p > 1, f(x) =
|x|p

p
(víi x ∈ R). Khi ®ã

g(y) =
1

q
|y|q, trong ®ã

1

p
+

1

q
= 1. Do ®ã theo(1.7)

xy ≤ 1

q
|x|p +

1

q
|y|q víi mäi x vµ y thùc.

1.4 Hµm låi gi¸ trÞ trong R̄

Trong §Þnh lý 1.9 ta ®· xÐt tíi c¸c hµm cã gi¸ trÞ trong R ∪ {+∞}. Tõ ®©y

vÒ sau, ta sÏ xÐt c¸c hµm tæng qu¸t h¬n víi gi¸ trÞ trong R̄ := R ∪ {±∞} .
VÒ nh÷ng tÝnh to¸n liªn quan tíi gi¸ trÞ +∞,−∞ ta chÊp nhËn c¸c qui t¾c
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hiÓn nhiªn nh x+∞ = +∞,∀x ∈ R, x× (−∞) = −∞ nÕu x > 0 vµ

mét sè qui t¾c Ýt quen biÕt h¬n nh 0× (+∞) = (+∞)× 0 = 0× (−∞) =

(−∞)× 0 = 0. BiÓu thøc (+∞−∞) kh«ng ®îc x¸c ®Þnh.

Sau ®©y ta sÏ më réng kh¸i niÖm hµm låi.

§Þnh nghÜa 1.5. Hµm f : R→ R̄ gäi lµ låi nÕu víi mäi x, y, λ, µ, ν ∈ R
sao cho f(x) < µ, f(y) < ν, 0 < λ < 1 th×

f [λx+ (1− λ)y] < λµ+ (1− λ)ν (1.8)

Gi¶ sö f : R→ R lµ hµm låi vµ f(x) < µ, f(y) < ν, 0 < λ < 1. Khi ®ã,

f [λx+ (1− λ)y] ≤ λf(x) + (1− λ)f(y) < λµ+ (1− λ)ν.

Ngîc l¹i, gi¶ sö cã bÊt ®¼ng thøc (1.8).

Khi ®ã víi mäi ε > 0 ta cã (do f(x) < f(x) + ε, f(y) < f(y) + ε)

f [λx+ (1− λ)y] < λf(x) + (1− λ)f(y) + ε.

do ®ã f [λx+ (1− λ)y] ≤ λf(x) + (1− λ)f(y) v× thÕ f låi.

Tõ ®ã, §Þnh nghÜa 1.5 trªn thùc tÕ lµ sù më réng §Þnh nghÜa 1.1.

Ta xÐt mét sè kh¸i niÖm liªn quan ®Õn hµm låi më réng.

a) MiÒn h÷u hiÖu cña hµm låi f : R → R̄ , ký hiÖu dom(f), lµ tËp

{x ∈ R |f(x) < +∞}.
b) Hµm låi R→ R∪{+∞} ®îc gäi lµ chÝnh thêng trªn R nÕu nã kh«ng

®ång nhÊt b»ng +∞ (tøc lµ nÕu dom(f) 6= ∅ vµ f(x) > −∞,∀x ∈ dom(f)).

c) Hµm låi trªn R mµ nã kh«ng ph¶i lµ chÝnh thêng ®îc gäi lµ hµm låi

kh«ng chÝnh thêng trªn R.

Cã thÓ kiÓm tra l¹i r»ng miÒn h÷u hiÖu cña hµm låi f : R→ R̄ lµ låi (do ®ã

lµ mét kho¶ng).

Hµm låi chÝnh thêng F : R → R̄ víi miÒn h÷u hiÖu I cã thÓ nhËn ®îc

b»ng c¸ch më réng mét hµm låi h÷u h¹n trªn I lªn toµn bé R theo c¸ch sau:

F (x) =

{
f(x) nÕu x ∈ I,
+∞ nÕu x /∈ I,
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C¸ch më réng nµy cho phÐp xö lý c¸c hµm låi h÷u h¹n víi c¸c miÒn x¸c ®Þnh

kh¸c nhau nh nh÷ng hµm låi víi gi¸ trÞ trong R̄ vµ x¸c ®Þnh trªn toµn R.

Chó ý r»ng hµm g nãi trong §Þnh lý 1.9 lµ låi theo nghÜa võa nªu trªn.

• Cã thÓ dÔ dµng m« t¶ líp hµm låi kh«ng chÝnh thêng.

§Þnh lý 1.10. Gi¶ sö f : R → R̄ lµ mét hµm låi kh«ng chÝnh thêng. Khi

®ã, f(x) = −∞ víi mäi x ∈ int(dom(f)).

Chøng minh. Ph¸t biÓu nµy hiÓn nhiªn ®óng nÕu f = +∞ (tøc lµf(x) =

+∞ víi mäi x ∈ R). NÕu f 6= +∞ th× tån t¹i a ∈ R sao cho f(a) = −∞
(chó ý a ∈ dom(f)). Gi¶ sö x ∈ int(dom(f)), x 6= a. Tån t¹i y ∈ dom(f)

vµ λ ∈ (0, 1) sao cho x = λa + (1 − λ)y. Theo §Þnh nghÜa 1.5, víi mäi α

cho f(y) < α < +∞ vµ mäi b ∈ R

f(x) = f [λa+ (1− λ)y] < λβ + (1− λ)α

(do f(a) = −∞ < β). §Æt β → −∞, ta cã f(x) = −∞.

• C¸c tÝnh chÊt a)→ e) cña hµm låi thùc nªu trong môc 1.1 vÉn cßn ®óng

®èi víi c¸c hµm låi gi¸ trÞ trong R̄, miÔn lµ trong c¸c tÝnh chÊt a), b) vµ d) ta

h¹n chÕ ë c¸c hµm låi chÝnh thêng (®Ó tr¸nh c¸c biÓu thøc d¹ng +∞−∞).

Sau ®©y ta sÏ dïng ®Õn tÝnh chÊt: hµm låi chÝnh thêng trªn R cã ®¹o hµm

ph¶i vµ ®¹o hµm tr¸i kh¾p trªn dom(f), miÔn lµ cho phÐp ®¹o hµm lÊy c¸c

gi¸ trÞ +∞ vµ −∞ . Ta ®a ra chøng minh cho trêng hîp dom(f) = [a, b].

Theo §Þnh lý 1.2, f
′

+(x) tån t¹i víi mäi x ∈ [a, b) vµ f
′

− tån t¹i víi mäi

x ∈ (a, b]. Víi mäi x < a ta cã f(x) = +∞ v× thÕ

f(x)− f(a)

x− a
= −∞, do ®ã f

′

−(a) = −∞;

víi mäi x > b ta cã

f(x)− f(b)

x− b
= +∞, vµ v× thÕ f

′

+(b) = +∞.

• Ta xÐt líp hµm réng h¬n c¸c hµm låi vµ hµm låi chÆt.

§Þnh nghÜa 1.6. Cho hµm f : I → R.
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a) Hµm f gäi lµ tùa låi nÕu

f [λa+ (1− λ)b] ≤ f(b)

víi mäi a, b ∈ I mµ f(a) < f(b) vµ mäi λ ∈ (0, 1).

b) Hµm f gäi lµ tùa låi chÆt nÕu

f [λa+ (1− λ)b] < f(b)

víi mäi a, b ∈ I mµ f(a) < f(b) vµ mäi λ ∈ (0, 1).

Cã thÓ thÊy:

+ Hµm f tùa låi khi vµ chØ khi ∀α ∈ R tËp møc díi {x ∈ I : f(x) ≤ α} lµ
låi. §å thÞ cña hµm tùa låi chÆt kh«ng chøa ®o¹n th¼ng.

+ Mét hµm tùa låi chÆt kh«ng nhÊt nhiÕt lµ hµm tùa låi, nhng mét hµm tùa

låi chÆt vµ liªn tôc lµ hµm tùa låi (vÝ dô x3 lµ hµm tùa låi chÆt vµ lµ hµm tùa

låi).

+ Hµm låi lµ tùa låi, nhng ®iÒu ngîc l¹i kh«ng ch¾c ®óng (hµm
√
|x| lµ

tùa låi, nhng kh«ng låi). §Þnh lý sau cho thÊy râ ®iÒu ®ã.

§Þnh lý 1.11. (TÝnh låi kÐo theo tÝnh tùa låi).

Hµm låi lu«n lµ hµm tùa låi. Hµm låi chÆt lu«n lµ hµm tùa låi chÆt.
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Chøng minh. Ta nªu ra chøng minh cho trêng hîp hµm låi, trêng hîp

låi chÆt chøng minh t¬ng tù.

Gi¶ sö f : I → R lµ hµm låi. LÊy bÊt kú a, b ∈ I . Kh«ng gi¶m tæng qu¸t

ta xem nh f(a) ≤ f(b). Tõ ®Þnh nghÜa hµm låi, víi x = λa+ (1− λ)b ta

cã f(x) ≤ λf(a) + (1− λ)f(b), ∀λ ∈ [0, 1]

hay f(x) ≤ f(b) + λ(f(a)− f(b)),∀λ ∈ [0, 1]

Do λ > 0 vµ f(a) ≤ f(b) nªn λ(f(a)−f(b)) ≤ 0. Tõ ®ã f(x) ≤ f(b). Theo

trªn f(b) = max {f(a), f(b)} ,∀λ ∈ [0, 1], nghÜa lµ f tho¶ m·n ®Þnh nghÜa

cña hµm tùa låi. 2

Tãm l¹i, ch¬ng nµy ®Ò cËp tíi hµm låi (hµm låi chÆt) mét biÕn h÷u

h¹n hay nhËn gi¸ trÞ v« cùc vµ më réng cña nã lµ hµm tùa låi (hµm tùa låi

chÆt). Giíi thiÖu mét sè tÝnh chÊt quan träng cña hµm låi nh tÝnh Lipschitz,

tÝnh liªn tôc, tÝnh kh¶ vi cña hµm låi vµ xÐt kh¸i niÖm hµm liªn hîp cña hµm

låi. C¸c kh¸i niÖm vµ tÝnh chÊt ®· xÐt cña hµm låi mét biÕn sÏ ®îc më réng

cho hµm låi nhiÒu biªn ë ch¬ng sau.
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Ch¬ng 2

Hµm låi trong Rn

Hµm låi vµ c¸c biÕn d¹ng cña nã (låi chÆt, låi manh, tùa låi, . . .) cã nhiÒu

tÝnh chÊt ®¸ng chó ý vµ hay ®îc xÐt tíi trong lý thuyÕt vµ øng dông thùc tÕ.

Ch¬ng nµy giíi thiÖu vÒ c¸c hµm låi nhiÒu biÕn, cïng c¸c tÝnh chÊt c¬ b¶n

cña chóng. Néi dung cña ch¬ng chñ yÕu dùa trªn c¸c tµi liÖu [2], [4], [5]

2.1 §Þnh nghÜa vµ c¸c tÝnh chÊt c¬ b¶n

• §Þnh nghÜa 2.1. + Hµm f : S → [−∞,+∞] x¸c ®Þnh trªn tËp hîp låi

S ⊆ Rn ®îc gäi lµ låi trªn S nÕu víi mäi x1, x2 ∈ S vµ mäi sè thùc

λ ∈ [0, 1] ta cã

f [λx1 + (1− λ)x2] ≤ λf(x1) + (1− λ)f(x2) (2.1)

mçi khi vÕ ph¶i ®îc x¸c ®Þnh, nghÜa lµ hÖ thøc (2.1) cÇn ®îc tho¶ m·n trõ

khi f(x1) = −f(x2) = ±∞ (v× biÓu thøc +∞−∞ kh«ng ®îc x¸c ®Þnh).

+ NÕu (2.1) tho¶ m·n víi dÊu < ®èi víi mäi x1, x2 ∈ S, x1 6= x2, 0 < λ < 1

th× f ®îc gäi lµ låi chÆt trªn S.

+ Hµm f(x) gäi lµ lâm (lâm chÆt) trªn S nÕu −f(x) lµ låi (låi chÆt) trªn

S; gäi lµ tuyÕn tÝnh afin (hay ®¬n gi¶n lµ afin) trªn S nÕu f h÷u h¹n vµ

võa låi võa lâm trªn S. Mét hµm afin trªn Rn cã d¹ng f(x) =<a, x> +α

víi a ∈ Rn, α ∈ R, bëi v× víi mäi x1, x2 ∈ Rn vµ mäi λ ∈ [0, 1] ta cã

f [λx1 + (1 − λ)x2] = λf(x1) + (1 − λ)f(x2). Tuy nhiªn, hµm afin kh«ng

ph¶i lµ hµm låi chÆt hay lâm chÆt.

• §Þnh nghÜa 2.2. Cho hµm bÊt kú f : S → [−∞,+∞] víi S ⊆ Rn, c¸c

tËp dom f = {x ∈ S : f(x) < +∞} , epi f = {(x, α) ∈ S ×R : f(x) ≤ α}
®îc gäi lÇn lît lµ miÒn h÷u dông vµ tËp trªn ®å thÞ cña f(x). NÕu dom f 6=
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∅ ( f kh«ng ≡ +∞) vµ f(x) > −∞ víi mäi x ∈ S th× ta nãi hµm f lµ chÝnh

thêng. Nãi c¸ch kh¸c, f chÝnh thêng nÕu dom f 6= ∅ vµ f h÷u h¹n trªn

dom f . Cã thÓ chøng minh r»ng hµm f(x) lµ låi trªn S khi vµ chØ khi

a) TËp trªn ®å thÞ epi f = {(x, α) ∈ S ×R : f(x) ≤ α} lµ tËp låi, hoÆc

b) f
(∑m

k=1 λkx
k
)
≤
∑m

k=1 λkf(xk) víi mäi xk ∈ S,
∑m

k=1 λk = 1 vµ

λk ≥ 0,∀k, trong ®ã m lµ sè nguyªn ≥ 2 (bÊt ®¼ng thøc Jensen).

∗ §Æt hypof = {(x, α) ∈ S ×R : f(x) ≥ α}. Ta gäi ®ã lµ tËp díi ®å

thÞ cña f. Cã thÓ thÊy r»ng hµm f lâm khi vµ chØ khi tËp díi ®å thÞ cña nã

lµ tËp låi, bëi v× hypo f = - epig víi g = −f . TËp trªn (díi) ®å thÞ cña hµm

afin lµ mét nöa kh«ng gian trong Rn ×R.
∗ Hµm låi f : S → [−∞,+∞] cã thÓ ®îc më réng thµnh hµm låi x¸c

®Þnh trªn toµn kh«ng gian Rn b»ng c¸ch ®Æt f(x) = +∞∀x /∈ S. V× vËy ®Ó

®¬n gi¶n ta thêng xÐt hµm låi trªn toµn Rn.

Sau ®©y lµ mét sè vÝ dô quen thuéc vÒ hµm låi (C ⊂ Rn lµ tËp låi, C 6= ∅):

• Hµm chuÈn Euclid||x|| = √<x, x> =
√
x2

1 + · · ·+ x2
n, x ∈ Rn.

• Hµm chØ cña C : δC(x) =

{
0 khi x ∈ C,
+∞ nÕu x /∈ C,

• Hµm tùa cña C : sC(x) = supy∈C <y, x> (cËn trªn cña xTy trªn C).

• Hµm kho¶ng c¸ch tõ ®iÓm x ∈ Rn tíi C : dC(x) = infy∈C ||x− y||.
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MÖnh ®Ò 2.1. NÕu f(x) lµ mét hµm låi kh«ng chÝnh thêng th× f(x) =

−∞ t¹i mäi ®iÓm trong t¬ng ®èi x thuéc miÒn h÷u dông cña nã.

Chøng minh. Theo ®Þnh nghÜa, f(x0) = −∞ t¹i Ýt nhÊt mét x0 ∈ dom f

(trõ khi dom f = ∅). NÕu x lµ ®iÓm trong t¬ng ®èi cña dom f th× cã mét

x1 ∈ dom f sao cho x lµ ®iÓm trong t¬ng ®èi cña ®o¹n [x0, x1] : x =

λx0 + (1− λ)x1 víi λ ∈ (0, 1). Do f låi vµ f(x1) < +∞ nªn

f(x) ≤ λf(x0) + (1− λ)f(x1) = −∞. 2

§Þnh lý sau ®©y nªu mèi liªn hÖ ®¸ng chó ý gi÷a hµm låi vµ tËp låi.

§Þnh lý 2.1. Gi¶ sö f : Rn → [−∞,+∞] lµ mét hµm låi trªn Rn vµ

α ∈ [−∞,+∞] . Khi ®ã, c¸c tËp møc díi Cα = {x : f(x) < α} , C̄α =

{x : f(x) ≤ α} lµ tËp låi. T¬ng tù, nÕu f lµ mét hµm lâm trªn Rn th× c¸c

tËp møc trªn Dα = {x : f(x) > α} , D̄α = {x : f(x) ≥ α} lµ tËp låi.

Chøng minh. Theo ®Þnh nghÜa cña hµm låi, ta cã

f [λx1 + (1− λ)x2] ≤ maxf(x1, f(x2,∀x1, x2 ∈ Rn, λ ∈ (0, 1).

Tõ ®ã suy ra c¸c kÕt luËn cña ®Þnh lý. 2

NhËn xÐt 2.1. MÖnh ®Ò ®¶o cña c¸c kÕt luËn trªn nãi chung kh«ng ®óng.

Ch¼ng h¹n, hµm gi¸ trÞ thùc (mét biÕn) kh«ng gi¶m trªn ®êng th¼ng thùc

cã tÊt c¶ c¸c tËp møc díi cña nã lµ låi, nhng b¶n th©n hµm ®ã kh«ng låi

trªn R. VÝ dô, f(x) = x3 lµ mét hµm nh thÕ.
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• §Þnh nghÜa 2.3. Mét hµm mµ mäi tËp møc díi cña nã lµ tËp låi ®îc

gäi lµ hµm tùa låi. Mét hµm mµ mäi tËp møc trªn cña nã lµ tËp låi ®îc gäi

lµ hµm tùa lâm. §¬ng nhiªn hµm låi (lâm) lµ hµm tùa låi (tùa lâm).

HÖ qu¶ 2.1. Gi¶ sö fi lµ c¸c hµm låi trªn Rn, αi ∈ R(∀i ∈ I), I lµ tËp chØ

sè bÊt kú. Khi ®ã, tËp sau ®©y lµ låi:

C = {x ∈ Rn : fi(x) ≤ αi,∀i ∈ I}

Chøng minh. Do Ci = {x ∈ Rn : fi(x) ≤ αi,∀i ∈ I} låi ∀i, nªn C =

∩i∈ICi låi. 2

• §Þnh nghÜa 2.4. Hµm f trªn Rn ®îc gäi lµ thuÇn nhÊt d¬ng nÕu

f(λx) = λf(x),∀x ∈ Rn,∀λ > 0 (⇒ f(0) = 0).

§Þnh lý 2.2. Hµm thuÇn nhÊt d¬ng f : Rn → (−∞,+∞) lµ låi khi vµ

chØ khi

f(x+ y) ≤ f(x) + f(y),∀x, y ∈ Rn.

Chøngminh. a) Gi¶ sö hµm thuÇn nhÊt d¬ng f lµ låi. LÊy bÊt kú x, y ∈ Rn.

Khi ®ã

f(x+ y) = 2f(
1

2
x+

1

2
y) ≤ 2[

1

2
f(x) +

1

2
f(y)] = f(x) + f(y).

b) Ngîc l¹i, gi¶ sö f(x + y) ≤ f(x) + f(y)∀x, y ∈ Rn. LÊy bÊt kú

(xi, αi) ∈ epi f , tøc lµ f(xi) ≤ αi(i = 1, 2). Ta cã (x1+x2, α1+α2) ∈ epi f ,
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bëi v× f(x1 + x2) ≤ f(x1) + f(x2) ≤ α1 + α2.

H¬n n÷a, f lµ hµm thuÇn nhÊt d¬ng nªn nÕu (x, α) ∈ epi f th× f(x) ≤ α

vµ λf(x) = f(λx) ≤ λα (0 < λ <∞)⇒ λ(x, α) ∈ epi f.

Nh vËy, epi f ®ãng ®èi víi phÐp céng vµ phÐp nh©n v« híng, nghÜa lµ epi f

lµ mét nãn låi. VËy hµm f lµ låi. 2

HÖ qu¶ 2.2. Gi¶ sö f lµ hµm låi chÝnh thêng, thuÇn nhÊt d¬ng. Khi ®ã,

∀xi ∈ Rn,∀λi > 0, i = 1, . . . ,m (Chøng minh theo qui n¹p):

f(λ1x
1 + . . .+ λmx

m) ≤ λ1f(x1) + . . .+ λmf(xm).

HÖ qu¶ 2.3. Gi¶ sö f lµ hµm låi chÝnh thêng, thuÇn nhÊt d¬ng. Khi ®ã,

f(x) + f(−x) ≥ 0(∀x ∈ Rn).

Chøng minh. ¸p dông §Þnh lý 2.2 víi y = −x ta sÏ cã f(x) + f(−x) ≥
f(x− x) = f(0) = 0 víi mäi x ∈ Rn. 2

Tãm l¹i, f lµ hµm låi thuÇn nhÊt d¬ng⇔ epi f lµ nãn låi ®Ønh t¹i gèc 0.

2.2 Hµm låi kh¶ vi

Hµm låi n biÕn cã mèi quan hÖ chÆt chÏ víi hµm låi mét biÕn. Ta cã

MÖnh ®Ò 2.2. Hµm f(x), x ∈ Rn, lµ hµm låi khi vµ chØ khi hµm mét biÕn

sè ϕ(λ) ≡ f(x+ λd) lµ hµm låi theo λ víi mäi x, d ∈ Rn.

Chøng minh. §iÒu kiÖn cÇn lµ râ rµng. Ta chøng minh ®iÒu kiÖn ®ñ. Gi¶

sö ϕ(λ) lµ hµm låi ∀x, d ∈ Rn. LÊy bÊt kú x, y ∈ Rn vµ ®Æt d = y − x. Khi
®ã víi mäi λ ∈ [0, 1] ta cã

f(λy + (1− λ)x) = f(x+ λd) = ϕ(λ) = ϕ(λ.1) + (1− λ).0)

≤ λϕ(1) + (1− λ)ϕ(0) = λf(y) + (1− λ)f(x).2

MÖnh ®Ò 2.3. (§Þnh lý 1.6, ch¬ng 1). Hµm sè thùc kh¶ vi f(x) trªn mét

kho¶ng më lµ låi khi vµ chØ khi ®¹o hµm f
′
cña nã lµ mét hµm kh«ng gi¶m.
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Hµm sè thùc kh¶ vi hai lÇn f(x) trªn mét kho¶ng më lµ låi khi vµ chØ khi ®¹o

hµm cÊp hai cña nã f
′′
kh«ng ©m trªn toµn bé kho¶ng më nµy.

NÕu f(x) lµ hµm liªn tôc vµ cã c¸c ®¹o hµm riªng theo mäi biÕn trªn mét

tËp C ⊆ Rn th× víi mçi x ∈ C ta x¸c ®Þnh mét vÐct¬ cét n thµnh phÇn:

5f(x) =

(
∂f(x)

∂x1
,
∂f(x)

∂x2
, · · · , ∂f(x)

∂xn

)T
vµ gäi ®ã lµ vect¬ gradient cña hµm f t¹i ®iÓm x. VÐct¬ 5f(x) vu«ng gãc

víi ®êng møc cña hµm f ®i qua ®iÓm x. Híng cña vÐct¬ nµy lµ híng

t¨ng nhanh nhÊt cña f t¹i x nªn cßn ®îc gäi lµ híng dèc nhÊt.

∗ Cã thÓ thÊy r»ng nÕu f kh¶ vi liªn tôc ( f kh¶ vi vµ 5f liªn tôc) th× víi

ϕ(λ) = f(x+ λd) sÏ cã ϕ
′
(λ) =<5f(x+ λd), d> víi mäi x, d ∈ Rn.

∗ H¬n n÷a, nÕu f hai lÇn kh¶ vi liªn tôc th× ϕ
′′
(λ) =<52f(x+ λd)d, d>

víi

52f(x) =

(
∂2f(x)

∂xi∂xj

)
n×n

lµ ma trËn vu«ng ®èi xøng cÊp n, gäi lµ ma trËn Hess cña hµm f t¹i ®iÓm x.

§Ó nhËn biÕt hµm låi kh¶ vi, ngêi ta thêng sö dông c¸c tiªu chuÈn sau.

MÖnh ®Ò 2.4. Cho hµm liªn tôc f : C → R víi C ⊆ Rn lµ mét tËp låi më:

a) NÕu hµm f kh¶ vi vµ 5f liªn tôc th× f lµ hµm låi khi vµ chØ khi

f(y) ≥ f(x)+ <5f(x), y − x>,∀x, y ∈ C.

hay ϕ
′
(λ) ≡<5f(x+ λd), d> kh«ng gi¶m theo λ víi mäi x, d ∈ Rn.
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b) NÕu f kh¶ vi hai lÇn vµ 52f liªn tôc th× f lµ hµm låi khi vµ chØ khi

52f(x) lµ ma trËn nöa x¸c ®Þnh d¬ng ∀x ∈ C (nghÜa lµ <52f(x)d, d>≥
0,∀d ∈ Rn) hay 52f(x) cã mäi gi¸ trÞ riªng kh«ng ©m ∀x ∈ C.

Chøng minh. Ta nªu chøng minh cho kÕt luËn b). Hµm f lµ låi trªn C

khi vµ chØ khi víi mäi a ∈ C, d ∈ Rn, hµm ϕa,d(λ) = f(a + λd) lµ låi trªn

kho¶ng më {λ : a+ λd ∈ C}. Khi ®ã, kÕt luËn ®îc suy ra tõ MÖnh ®Ò 2.3,

v× nh ®· thÊy ϕ
′′
(λ) =<52f(x)d, d> víi x = a+λd (chøng minh kÕt luËn

a) xem [2], tr.18). 2

Víi hµm låi chÆt ta còng cã c¸c tÝnh chÊt t¬ng tù nh ë MÖnh ®Ò 2.4.

MÖnh ®Ò 2.5. Cho hµm liªn tôc f : C → R víi C ⊆ Rn lµ mét tËp låi më:

a) NÕu hµm f kh¶ vi vµ 5f liªn tôc th× f lµ hµm låi chÆt khi vµ chØ khi

f(y) > f(x)+ <5f(x), y − x>,∀x 6= y ∈ C.

hay ϕ
′
(λ) ≡<5f(x+ λd), d> t¨ng chÆt theo λ víi mäi x, d ∈ Rn.

b) NÕu f kh¶ vi hai lÇn vµ 52f liªn tôc th× f lµ hµm låi chÆt khi vµ chØ khi

• 52f(x) lµ ma trËn x¸c ®Þnh d¬ng ∀x ∈ C hoÆc

• 52f(x) cã moi gi¸ trÞ riªng thùc sù d¬ng ∀x ∈ C hoÆc

• Mäi tö thøc con chÝnh cña 52f(x) thùc sù d¬ng ∀x ∈ C (theo tiªu

chuÈn Sylvester). (Chøng minh t¬ng tù mÖnh ®Ò trªn). 2

HÖ qu¶ 2.4. Hµm toµn ph¬ng f(x) = 1
2 <x,Qx> + <c, x> +α lµ låi

trªn Rn ⇔ ma trËn Q nöa x¸c ®Þnh d¬ng, f låi chÆt⇔ Q x¸c ®Þnh d¬ng vµ

f lµ hµm lâm trªnRn ⇔ ma trËnQ nöa x¸c ®Þnh ©m. (Do52f(x) ≡ Q,∀x ∈
C). 2

VÝ dô 2.1. XÐt hµm f(x) = f(x1, x2) = x2
1 − 2x1x2 + 3x2

2. Ta thÊy

5f(x) =

(
2x1 −2x2

−2x1 6x2

)
vµ 52f(x) =

(
2 −2

−2 6

)
Do 52f(x) x¸c ®Þnh d¬ng ∀x nªn hµm f ®· cho lµ hµm låi chÆt trªn R2.
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2.3 C¸c phÐp to¸n vÒ hµm låi

MÖnh ®Ò 2.6. a) Mäi tæ hîp tuyÕn tÝnh d¬ng cña c¸c hµm låi lµ hµm låi vµ

lµ hµm låi chÆt nÕu Ýt nhÊt mét trong c¸c hµm ®· cho lµ låi chÆt.

b) NÕu f(x), x ∈ Rn, lµ hµm låi th× f(Ax + b) còng lµ hµm låi, trong ®ã

A lµ mét ma trËn vu«ng cÊp n vµ b ∈ Rn.

c) CËn trªn (supremum theo tõng ®iÓm) cña mét hä tuú ý c¸c hµm låi (nãi

riªng c¸c hµm tuyÕn tÝnh afin) lµ hµm låi.

Chøng minh. a)→ b) Chøng minh suy trùc tiÕp tõ ®Þnh nghÜa hµm låi.

c) KÕt luËn ®îc suy ra tõ sù kiÖn lµ nÕu f(x) = sup fi(x) : i ∈ I th×

epi f = ∩i∈I epi fi vµ giao cña mét hä bÊt kú c¸c tËp låi lµ tËp låi. 2

NhËn xÐt 2.2. NÕu f1, . . . , fm lµ c¸c hµm låi chÝnh thêng th× f1+. . .+fm

lµ hµm låi, cã thÓ kh«ng chÝnh thêng. Ch¼ng h¹n, C vµ D lµ hai tËp låi

rêi nhau. Khi ®ã hµm chØ δC(x) vµ δD(x) lµ c¸c hµm låi chÝnh thêng,

nhng δC(x) + δD(x) lµ hµm låi kh«ng chÝnh thêng bëi v× δC(x) + δD(x) =

+∞ (∀x ∈ Rn). 2

MÖnh ®Ò 2.7. Cho g(x) : Rn → [−∞,+∞] lµ mét hµm låi vµ ϕ(t) : Rn →
[−∞,+∞] lµ hµm låi kh«ng gi¶m. Khi ®ã, f(x) = ϕ(g(x)) lµ hµm låi trªn

Rn.
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Chøng minh. Víi mäi x1, x2 ∈ Rn vµ mäi λ ∈ [0, 1] ta cã (do g låi)

g(λx1 + (1− λ)x2) ≤ λg(x1) + (1− λ)g(x2)⇒ (do ϕ kh«ng gi¶m & låi)

ϕ[g(λx1 + (1− λ)x2)] ≤ λϕ[g(x1)] + (1λ)ϕ[g(x2)].

VÝ dô 2.2. Theo trªn hµm f(x) = c1e
g1(x) + . . . + cme

gm(x) lµ hµm låi nÕu

mäi ci > 0 vµ mäi gix lµ låi (nãi riªng f(x1, x2) = c1e
x1+x2 + c2e

x1−x2 lµ

hµm låi).

MÖnh ®Ò 2.8. Cho D lµ mét tËp låi trong Rn, G lµ mét tËp låi trong

Rm, ϕ(x, y) lµ hµm låi gi¸ trÞ thùc trªn D ×G. Khi ®ã, hµm

f(x) = infy∈Gϕ(x, y)

lµ låi trªn D. Chøng minh. Gi¶ sö x1, x2 ∈ D vµ x = λx1 + (1− λ)x2 víi

λ ∈ [0, 1]. Víi mçi i = 1, 2 lÊy d·y {yi,k} ⊂ G sao cho

ϕ(xi, yi,k)→ infy∈Gϕ(xi, y)

Do ϕ låi nªn

f(x) ≤ ϕ(x, λy1,k + (1− λ)y2,k) ≤ λϕ(x1, y1,k) + (1− λ)ϕ(x2, y2,k),

cho k → +∞ ta nhËn ®îc

f(x) ≤ λf(x1) + (1− λ)f(x2). 2
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HÖ qu¶ 2.5. Gi¶ sö E ⊂ Rn+1 lµ tËp låi vµ

f(x) = inf{t ∈ R : (x, t) ∈ E}. (2.2)

Khi ®ã, f lµ hµm låi trªn Rn. (Qui íc infimum trªn tËp ∅ b»ng +∞).2

Khi cho tËp trªn ®å thÞ E cña hµm låi f(x), ta cã thÓ kh«i phôc f(x) nhê

dïng c«ng thøc (2.2). Ngîc l¹i, khi cho tËp låi E ∈ Rn+1 th× theo HÖ

qu¶ 2.5, hµm f(x) x¸c ®Þnh theo (2.2) lµ mét hµm låi trong Rn. V× thÕ, nÕu

f1, f2, . . . , fm lµ m hµm låi cho tríc vµ E ∈ Rn+1 lµ mét tËp låi nhËn ®îc

nhê thùc hiÖn mét phÐp to¸n nµo ®ã trªn c¸c tËp trªn ®å thÞ E1, E2, . . . , Em

cña chóng, th× ta cã thÓ dïng (2.2) ®Ó x¸c ®Þnh mét hµm låi míi f(x) t¬ng

øng. Cô thÓ ta cã:

MÖnh ®Ò 2.9. Cho f1, . . . , fm lµ c¸c hµm låi chÝnh thêng trªn Rn. Khi ®ã

f(x) = inf{
m∑
i=1

fi(x
i) : xi ∈ Rn,

m∑
i=1

xi = x} (2.3)

lµ mét hµm låi (cã thÓ kh«ng chÝnh thêng) trªn Rn.

Chøng minh. f(x) x¸c ®Þnh theo (2.2) víi E = E1 +E2 + . . .+Em vµ

Ei = epi fi víi mäi i = 1, . . . ,m. 2

NhËn xÐt 2.3. Hµm x©y dùng theo (2.3) ®îc gäi lµ tæng chËp infimal

cña c¸c hµm f1, f2, . . . , fm. NÕu c¸c hµm f1, f2, . . . , fm lµ c¸c hµm låi chÝnh

thêng, th× hµm f x¸c ®Þnh theo (2.3) lµ mét hµm låi, nhng cã thÓ kh«ng

chÝnh thêng. Ch¼ng h¹n khi m = 2, th× (2.3) cã d¹ng

f(x) = infy{f1(y) + f2(x− y)}.

NÕu ta xÐt hai hµm tuyÕn tÝnh kh¸c nhau f1, f2 trªnR th× f(x) = infy{f1(y)+

f2(x− y)} =∞, ∀x ∈ R, nghÜa lµ f(x) kh«ng chÝnh thêng. 2

∗ Tõ MÖnh ®Ò 2.9 cã thÓ dÔ dµng suy ra tÝnh låi cña hµm kho¶ng c¸ch

dC(x) = inf{‖x− y‖ : y ∈ C} ®èi víi tËp låi C, bëi v×,
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dC(x) = infy∈C{‖x− y‖ + δC(y)} = inf{
∥∥x1
∥∥ + δC(x2) : x1 + x2 = x}

(nhí r»ng ‖x‖ & δC(x) lµ c¸c hµm låi).

• §Þnh nghÜa 2.5. Hµm f trªn Rn gäi lµ ®ãng nÕu epi f ⊂ Rn+1 lµ tËp

®ãng.

§Þnh lý 2.6 nªu ë môc 2.4 díi ®©y cho thÊy hµm f ®ãng ⇔ f nöa liªn

tôc díi⇔ víi mäi α ∈ R tËp møc díi {x : f(x) ≤ α} lµ tËp ®ãng.

Ta cã c¸c ®Þnh nghÜa sau vÒ bao ®ãng, bao låi vµ bao låi ®ãng cña mét

hµm.

• §Þnh nghÜa 2.6.

+ Bao ®ãng cña hµm f , ký hiÖu f , ®îc x¸c ®Þnh bëi

epi f = epi f

+ Bao låi vµ bao låi ®ãng cña hµm f , ký hiÖu lµ convf vµ convf , ®îc

x¸c ®Þnh lÇn lît nh sau: epi(convf) = conv(epi f) vµ epi(convf) =

conv(epi f).

VÝ dô 2.3. f(x) = min{(x + 1)2, (x − 1)2}, x ∈ R, lµ hµm kh«ng låi

(H×nh 2.7a). Bao låi ®ãng cña f lµ hµm g = convf x¸c ®Þnh theo c«ng thøc

(H×nh 2.7b)

g(x) =


(x+ 1)2, x ≤ −1,

0, |x| ≤ 1,

(x− 1)2, x ≥ 1.

2.4 TÝnh liªn tôc cña hµm låi

§Þnh lý 2.3. Hµm låi chÝnh thêng f trªn Rn liªn tôc t¹i mäi ®iÓm trong cña

miÒn h÷u dông (dom f) cña nã.

Chøng minh. Gi¶ sö x0 ∈ int(dom f). Theo §Þnh lý 1.3 (ch¬ng 1), víi

mäi i = 1, . . . , n thu hÑp cña f trªn kho¶ng më {t : x0 + tei int(dom f)} liªn
tôc trªn kho¶ng nµy. V× thÕ, víi mäi ε > 0 cho tríc vµ víi mäi i = 1, . . . , n
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ta cã thÓ chän δi > 0 ®ñ nhá sao cho |f(x0 + x) − f(x0)| ≤ ε, ∀x ∈
[−δiei,+δiei]. Gi¶ sö δ = min{δi : i = 1, . . . , n} vµ B = {x : ||x||1 ≤ δ}.
Ký hiÖu di = δei, dn+i = −δei, i = 1, . . . , n. Khi ®ã, cã thÓ thÊy r»ng mäi

x ∈ B cã d¹ng x = λ1d
1 + . . .+ λ2nd

2n víi λ1 + . . .+ λ2n = 1, λi ≥ 0.

Tõ ®ã, f(x0 + x) ≤ λ1f(x0 + d1) + . . .+ λ2nf(x0 + d2n) vµ v× thÕ,

f(x0 +x)−f(x0) ≤ λ1[f(x0 +d1)−f(x0)]+ . . .+λ2n[f(x0 +d2n)−f(x0)].

Nh vËy, |f(x0 + x)− f(x0)| ≤ λ1|f(x0 + d1)− f(x0)|+ . . .+ λ2n|f(x0 +

d2n)− f(x0)| ≤ ε víi mäi x ∈ B. §iÒu nµy chøng tá f(x) liªn tôc t¹i x0.2

§Þnh lý 2.4. Gi¶ sö f lµ hµm låi chÝnh thêng trªn Rn. Khi ®ã, c¸c ®iÒu

sau ®©y lµ t¬ng ®¬ng:

a) f liªn tôc t¹i mét ®iÓm nµo ®ã.

b) f bÞ chÆn trªn trong mét tËp më nµo ®ã.

c) int(epi f) 6= ∅.
d) int(dom f) 6= ∅ vµ f liªn tôc trªn int(dom f).

Chøng minh.

a) ⇒ b) NÕu f liªn tôc t¹i ®iÓm x0 th× tån t¹i l©n cËn më U cña x0 sao

cho f(x) < f(x0) + 1 víi mäi x ∈ U , tøc lµ f(x) bÞ chÆn trong U .

b) ⇒ c) NÕu f(x) ≤ M, ∀x trong tËp më U th× U × [M,+∞) ⊂ epi f ,

v× thÕ int (epi f) 6= ∅ .
c) ⇒ d) NÕu int(epi f) 6= ∅ th× tån t¹i tËp më U ⊂ Rn vµ kho¶ng më
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I ⊂ R sao cho U × I ⊂ epi f , v× thÕ U ⊂ dom f , nghÜa lµ int(dom f) 6= ∅.
Theo §Þnh lý 2.3 hµm f liªn tôc trªn int(dom f).

d)⇒ a) lµ hiÓn nhiªn. 2

• §Þnh nghÜa 2.7. + Hµm f : Rn → R ®îc gäi lµ Lipschitz ®Þa ph¬ng

t¹i x ∈ Rn nÕu tån t¹i l©n cËn U cña x vµ sè K > 0 sao cho

|f(x)− f(y)| ≤ K||(x− y|| (∀x, y ∈ U). (2.4)

+ Hµm f ®îc gäi lµLipschitz ®Þa ph¬ng trªn tËpC ⊂ Rn nÕu f Lipschitz

®Þa ph¬ng t¹i mäi x ∈ C vµ hµm f ®îc gäi lµ Lipschitz víi h»n sè

Lipschitz K trªn tËp C ⊂ Rn nÕu (2.4) ®óng víi mäi x, y ∈ C.
§Þnh lý 2.5. Gi¶ sö f lµ hµm låi chÝnh thêng trªn Rn vµ f bÞ chÆn trªn

trong mét tËp më nµo ®ã. Khi ®ã, f Lipschitz trªn mäi tËp bÞ chÆn chøa trong

int(dom f). (Xem chøng minh trong [4], tr.55).

• §Þnh nghÜa 2.8. + Hµm f ®îc gäi lµ nöa liªn tôc díi t¹i x ∈ Rn (víi

f(x) < +∞) nÕu víi mäi ε > 0, tån t¹i δ > 0 sao cho:

f(x)− ε ≤ f(x) (∀x : ||x− x|| < δ). (2.5)

+ NÕu f(x) = +∞ th× f ®îc gäi lµ nöa liªn tôc díi t¹i x nÕu víi mäi

N > 0 tån t¹i δ > 0 sao cho (f(x) ®ñ lín khi x ®ñ gÇn x):

f(x) ≥ N (∀x : ||x− x|| < δ). (2.6)

∗ §Þnh nghÜa trªn t¬ng ®¬ng víi lim infx→xf(x) ≥ f(x).

+ Hµm f ®îc gäi lµ nöa liªn tôc díi nÕu f nöa liªn tôc díi t¹i ∀x ∈ Rn.

+ NÕu thay (2.5) vµ (2.6) t¬ng øng bëi (2.5′) vµ (2.6′) ta ®îc ®Þnh nghÜa

cña hµm nöa liªn tôc trªn t¹i x ( f nöa liªn tôc díi⇔ −f nöa liªn tôc trªn):

f(x) ≤ f(x) + ε (∀x : ||x− x|| < δ) (khi f(x) < +∞); (2.5′)

f(x) ≤ −N (∀x : ||x−x|| < δ) (khi f(x) = −∞); (2.6')

∗ Hµm f võa nöa liªn tôc díi, võa nöa liªn tôc trªn t¹i x sÏ liªn tôc t¹i

x theo nghÜa th«ng thêng.
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§Þnh lý 2.6. Víi bÊt kú hµm f : Rn → [−∞,+∞], 3 ®iÒu sau t¬ng ®¬ng:

1) f nöa liªn tôc díi trªn Rn.

2) epi f lµ tËp ®ãng trong Rn+1;

3) Víi mäi α ∈ R tËp møc díi {x : f(x) ≤ α} ®ãng.
Chøng minh.

a)⇒ b). Gi¶ sö f nöa liªn tôc díi. Ta sÏ chøng tá epi f ®ãng. ThËt vËy,

gi¶ sö (xk, αk) ∈ epi f (tøc lµ f(xk) ≤ αk) vµ (xk, αk)→ (x, α). Khi ®ã, do

f nöa liªn tôc díi, nªn ta cã lim inff(xk) ≥ f(x). Cho k → +∞, ta cã

α = limk→∞ αk ≥ lim inff(xk) ≥ f(x), nghÜa lµ (x, α) ∈ epi f. VËy epi f

®ãng.

b)⇒ c). Gi¶ sö xk → x vµ f(xk) ≤ α. Do (xk, α) ∈ epi f vµ epi f ®ãng

nªn (x, α) ∈ epi f , nghÜa lµ f(x) ≤ α. Chøng tá tËp møc díi {x : f(x) ≤
α} ®ãng.

c) ⇒ a) Gi¶ sö {x : f(x) ≤ α} ®ãng ∀α ∈ R vµ xk → x. NÕu limk →
f(xk) < f(x) th× tån t¹i α < f(x) sao cho f(xk) ≤ α víi mäi k ®ñ lín. Tõ

c) suy ra f(x) ≤ α < f(x), v« lý! VËy limk→∞ f(xk) ≥ f(x), nghÜa lµ f

nöa liªn tôc díi. 2
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2.5 Hµm liªn hîp

Ta nh¾c l¹i (chøng minh xem [4], tr.60) ®Þnh lý quan träng sau ®©y.

§Þnh lý 2.7. Hµm låi chÝnh thêng ®ãng f trªn Rn trïng víi cËn trªn

(supremum theo tõng ®iÓm) cña hä tÊt c¶ c¸c hµm afin h trªn Rn kh«ng lín

h¬n f (xem H×nh 2.8).

• §Þnh nghÜa 2.9. Hµm liªn hîp cña hµm tuú ý f : Rn → [−∞,+∞]

®îc ®Þnh nghÜa lµ hµm

f ∗(p) = supx∈Rn{<p, x> −f(x)}, (2.7)

Thùc ra, supremum trong (2.7) chØ cÇn lÊy theo x ∈ dom f v× −f(x) =

−∞,∀x /∈ dom f . HÖ thøc (2.7) cßn ®îc gäi lµ phÐp biÕn ®æi Y oung −
Fenchel. Tõ ®Þnh nghÜa trªn suy ra:

f ∗∗(x) = (f ∗)∗(x) = supp{<p, x> −f ∗(p)}.

MÖnh ®Ò 2.10. f ∗ : Rn → [−∞,+∞] lµ hµm låi, ®ãng.

Chøng minh. Víi mçi x cè ®Þnh, g(p, x) =<p, x> −f(x) lµ mét hµm

afin trªn Rn. Theo MÖnh ®Ò 2.6, f ∗ lµ hµm låi. MÆt kh¸c, tËp trªn ®å thÞ cña

f ∗(p), (p ∈ Rn) lµ giao theo mäi x ∈ Rn cña tËp trªn ®å thÞ c¸c hµm g(p, x),

nghÜa lµ giao cña c¸c tËp låi ®ãng. V× vËy, epi f ∗ lµ tËp låi ®ãng, do ®ã f ∗

lµ hµm låi ®ãng. 2

VÝ dô 2.4.

+ Hµm liªn hîp cña f(x) = δC(x) (hµm chØ cña tËp C) lµ hµm

f ∗(p) = supx∈C <p, x>= sC(p) (hµm tùa cña tËp C).

+ Hµm liªn hîp cña hµm afinf(x) =<c, x> −α lµ hµm

f ∗(p) = supx<p, x> − <c, x> +α =

{
α, p = c,

+∞, p 6= c.
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MÖnh ®Ò 2.11. Cho f : Rn → [−∞,+∞] lµ mét hµm chÝnh thêng bÊt

kú:

a) f(x) + f ∗(p) ≥<p, x>,∀x ∈ Rn,∀p ∈ Rn (BÊt ®.th. Y oung −
Fenchel).

b) f ∗∗(x) ≤ f(x),∀x vµ f ∗∗ = f ⇔ f låi vµ ®ãng (§Þnh lý Fenchel −
Moreau).

c) f ∗∗(x) = operatornamesup{h(x) : hafin, h ≤ f}, nghÜa lµ f ∗∗(x) lµ

hµm låi ®ãng lín nhÊt, kh«ng lín h¬n f(x) : f ∗∗ = convf. (Chøng minh xem

[4], tr.73).

2.6 Díi vi ph©n cña hµm låi

2.6.1. §¹o hµm theo híng

Gi¶ sö f : Rn → [−∞,+∞] lµ mét hµm bÊt kú vµ x0 lµ ®iÓm t¹i ®ã f

h÷u h¹n (nghÜa lµ |f(x0)| < +∞).

• §Þnh nghÜa 2.10. Víi d ∈ Rn, d 6= 0, nÕu tån t¹i giíi h¹n

lim
λ↓0

f(x0 + λd)− f(x0)

λ

th× giíi h¹n ®ã ®îc gäi lµ ®¹o hµm theo híng d cña hµm f t¹i x0 vµ ký

hiÖu lµ f
′
(x0, d).

NhËn xÐt 2.4. f
′
(x0, d). lµ hµm thuÇn nhÊt d¬ng. ThËt vËy, ∀λ > 0 ta

cã

f
′
(x0, d) = lim

ε↓0

f(x0 + ελd)− f(x0)

ε

= λ lim
η↓0

f(x0 + ηd)− f(x0)

η
= λf

′
(x0, d).

§Þnh lý 2.8. Gi¶ sö f lµ hµm låi chÝnh thêng. Khi ®ã:

a) f cã ®¹o hµm theo mäi híng d t¹i mäi ®iÓm x ∈ dom f . §ång thêi

f ′(x, d) = infλ>0
f(x+ λd)− f(x)

λ
.
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b) Víi mçi x ∈ dom f, f ′(x, d) lµ hµm låi, thuÇn nhÊt d¬ng (theo d).

c) NÕu f liªn tôc t¹i x ∈ dom f th× f ′(x, d) h÷u h¹n, liªn tôc t¹i mäi

d ∈ Rn. Chøng minh. Xem [4], trang 65− 66.

2.6.2. Díi vi ph©n cña hµm låi

§Þnh nghÜa 2.11. Cho hµm låi chÝnh thêng f trªn Rn, vÐct¬ p ∈ Rn

®îc gäi lµ díi gradient cña f t¹i ®iÓm x0 nÕu

<p, x− x0> +f(x0) ≤ f(x),∀x ∈ Rn. (2.8)

TËp tÊt c¶ c¸c díi gradient cña f t¹i x0 ®îc gäi lµ díi vi ph©n cña f

t¹i x0 vµ ®îc ký hiÖu lµ ∂f(x0). Hµm f ®îc gäi lµ kh¶ díi vi ph©n t¹i x0

nÕu ∂f(x0) 6= ∅.
§Þnh lý 2.9. Gi¶ sö f lµ hµm låi chÝnh thêng trªn Rn. §èi víi mçi tËp

bÞ chÆn C ⊂ int(dom f) th× tËp ∪x∈C∂f(x) kh¸c rçng vµ bÞ chÆn. Nãi riªng,

∂f(x0) kh¸c rçng vµ bÞ chÆn t¹i mäi ®iÓm x0 ∈ int(dom f).

Chøng minh. xem [4], tr.62.

Díi vi ph©n cña hµm låi thuÇn nhÊt d¬ng ®îc cho trong mÖnh ®Ò sau.

MÖnh ®Ò 2.12. Gi¶ sö f : Rn → R lµ hµm låi thuÇn nhÊt d¬ng, nghÜa lµ

hµm låi f : Rn → R tho¶ m·n f(λx) = λf(x), ∀λ > 0. Khi ®ã

∂f(x0) = {p ∈ Rn :<p, x0>= f(x0), <p, x>≤ f(x) ∀x} (2.9)

Chøng minh. NÕu p ∈ ∂f(x0) th× <p, x − x0> +f(x0) ≤ f(x) ∀x. LÊy
x = 2x0 ta cã <p, x0> +f(x0) ≤ 2f(x0), nghÜa lµ <p, x0>≤ f(x0). Sau ®ã,

lÊy x = 0 ta ®îc − <p, x0>≤ −f(x0), tõ ®ã <p, x0>= f(x0). (§iÒu kiÖn

nµy trë thµnh tÇm thêng vµ cã thÓ bÞ lo¹i bá nÕu x0 = 0). H¬n n÷a, tõ ®Þnh

nghÜa cña díi vi ph©n suy ra <p, x>=<p, x − x0> +f(x0) ≤ f(x) ∀x.
Ngîc l¹i, nÕu p thuéc tËp ë vÕ ph¶i cña (2.9) th×<p, x−x0>≤ f(x)−f(x0),

v× thÕ p ∈ ∂f(x0

NÕu cã thªm f(−x) = f(x) ≥ 0 ∀x (hµm ch½n kh«ng ©m) th× ®iÒu kiÖn

<p, x>≤ f(x) ∀x t¬ng ®¬ng víi | <p, x> | ≤ f(x) ∀x. Nãi riªng, ta
cã:
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1) NÕu f(x) = ||x|| (chuÈn Euclid) th×

∂f(x0) =

{
{p : ||p|| ≤ 1} khi x0 = 0,

{x0/||x0||} khi x0 6= 0.

2) NÕuf(x) = max|xi|, i = 1, . . . , n (chuÈn Tchebycheff) th× víi Ix =

{i : |xi| = f(x)} :

∂f(x0) =

{
conv{±e1, K,±en} khi x0 = 0,

conv{(signx0
i )x

0
i : i ∈ Ix0 khi x0 6= 0.

3) f(x) =<a, x> +α (a ∈ Rn, α ∈ R) th× ∂f(x) = {a} (∀x ∈ Rn).

∗ MÖnh ®Ò sau nªu mèi liªn hÖ gi÷a díi vi ph©n vµ ®¹o hµm theo híng

MÖnh ®Ò 2.13. Gi¶ sö f lµ hµm låi chÝnh thêng vµ x0 ∈ dom f . Khi ®ã:

a) p ∈ ∂f(x0) khi vµ chØ khi

<p, d>≤ f ′(x0, d),∀d ∈ Rn \ {0}. (2.10)

b) NÕu f liªn tôc t¹i x0 th× díi vi ph©n ∂(x0) lµ tËp låi, compact vµ

f ′(x0, d) = max{<p, d>: p ∈ ∂f(x0)}.

Chøng minh.

a) B»ng c¸ch ®Æt x = x0 + λd, ta cã thÓ viÕt l¹i bÊt ®¼ng thøc vÒ díi

gradient(2.8) thµnh:

<p, d>≤ [f(x0 + λd)− f(x0)]/λ ∀d 6= 0,∀λ > 0,

bÊt ®¼ng thøc nµy t¬ng ®¬ng víi

<p, d>≤ infλ>0[f(x0 + λd)− f(x0)]/λ, ∀d,

nghÜa lµ theo §Þnh lý 2.8, <p, d> ≤ f ′(x0, d) ∀d 6= 0.

b) §Ó chøng minh ∂f(x0) låi, ta lÊy p1, p2 ∈ ∂f(x0) vµ λ ∈ [0, 1]. Khi

®ã, ∀x ∈ Rn th×

<λp1, x−x0>≤ λ(f(x)−f(x0))vµ <(1−λ)p2, x−x0>≤ (1−λ)(f(x)−f(x0))
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⇒<λp1 + (1− λ)p2, x− x0>≤ f(x)− f(x0)

⇒ λp1 + (1− λ)p2 ∈ ∂f(x0)⇒ ∂f(x0) låi.

§iÒu kiÖn (2.10) cho thÊy ∂f(x0) lµ tËp ®ãng vµ do ®ã compact, v× nã bÞ

chÆn theo §Þnh lý 2.9. Do tÝnh thuÇn nhÊt cña hµm f ′(x0, d) nªn mét hµm

afin, kh«ng lín h¬n nã vµ ®óng b»ng nã t¹i mét ®iÓm nµo ®ã, ph¶i cã d¹ng

<p, d> víi <p, d>≤ f ′(x0, d)∀d, nghÜa lµ theo kÕt luËn a) võa chøng minh

p ∈ ∂f(x0). Do f ′(x0, d) lµ hµm låi chÝnh thêng (§Þnh lý 2.8) nªn theo

§Þnh lý 2.7, ta cã f ′(x0, d) = max{<p, d>: p ∈ ∂f(x0)}. 2

? §Þnh lý sau nªu mèi liªn hÖ gi÷a díi vi ph©n vµ hµm liªn hîp.

§Þnh lý 2.10. Gi¶ sö f lµ hµm låi chÝnh thêng trªn Rn vµ x0 ∈ dom f.

Khi ®ã: p ∈ ∂f(x0)⇔ f(x0) + f ∗(p) =<p, x0> .

Chøng minh. Gi¶ sö p ∈ ∂f(x0). Khi ®ã

<p, x−x0> +f(x0) ≤ f(x)∀x⇒<p, x0> −f(x0) ≥<p, x> −f(x)∀x⇒<
p, x0> −f(x0) ≥ supx{<p, x> −f(x)} = f ∗(p) ⇒ f(x0) + f ∗(p) ≤<
p, x0> .

KÕt hîp víi bÊt ®¼ng thøc Y oung − Fenchen, ta nhËn ®îc

f(x0) + f ∗(p) =<p, x0 > (2.11)

Ngîc l¹i, gi¶ sö cã (2.11). Tõ bÊt ®¼ng thøc Y oung − Fenchen víi x =

x0 + λd, ta cã:

f(x0 + λd) + [<p, x0> −f(x0)] ≥<p, x0 + λd>⇒
f(x0 + λd)− f(x0)

λ
≥ <p, λd>

λ
=<p, d>⇒

f ′(x0, d) ≥<p, d> ∀d⇒ p ∈ ∂f(x0.) (MÖnh ®Ò 2.13). 2

? Quan hÖ gi÷a díi vi ph©n vµ ®¹o hµm: Theo ®Þnh nghÜa, hµm f kh¶ vi

t¹i ®iÓm x0 nÕu tån t¹i vÐct¬5f(x0) (vÐct¬ gradient cña f t¹i x0) tho¶ m·n

f(x0 + d) = f(x0)+ <5f(x0), d> +O(||d||).

§iÒu nµy t¬ng ®¬ng víi

lim
λ↓0

f(x0 + λd)− f(x0)

λ
=<5f(x0), d>,∀d 6= 0,
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v× thÕ ®¹o hµm theo híng f ′(x0, d) tån t¹i vµ lµ hµm tuyÕn tÝnh theo d.

MÖnh ®Ò 2.14. Gi¶ sö f lµ hµm låi chÝnh thêng vµ x0 ∈ dom f . NÕu f

kh¶ vi t¹i x0 th× 5f(x0) lµ vÐct¬ díi gradient duy nhÊt cña f t¹i x0. 2

Chøng minh. NÕu f kh¶ vi t¹i x0 th× f ′(x0, d) = {<5f(x0), d>}. V× thÕ,

theo kÕt luËn a) cña MÖnh ®Ò 2.13, vÐct¬ p lµ díi gradient cña f t¹i x0 khi

vµ chØ khi <p, d>≤<5f(x0), d> ∀d, tõ ®ã suy ra p = 5f(x0).

Ngîc l¹i cã thÓ chøng minh r»ng nÕu f cã t¹i x0 mét vÐct¬ díi gradient

duy nhÊt th× f kh¶ vi t¹i x0. Nh vËy, kh¸i niÖm díi gradient lµ sù më réng

cña kh¸i niÖm gradient (t¹i nh÷ng ®iÓm ë ®ã hµm kh«ng kh¶ vi).

2.6.3. C¸c phÐp to¸n vÒ díi vi ph©n

MÖnh ®Ò 2.15. Gi¶ sö f lµ hµm låi chÝnh thêng trªn Rn vµ λ > 0. Khi

®ã, víi mäi x ∈ Rn:

∂(λf)(x) = λ∂f(x).

Chøng minh. Víi x ∈ dom f , do f låi chÝnh thêng vµ λ > 0, nªn λf

lµ låi chÝnh thêng vµ x ∈ dom(λf). §ång thêi, (λf)′(x, ·) = λf ′(x, ·). Tõ
mÖnh ®Ò 2.13 suy ra ∂(λf)(x) = λ∂f(x). NÕu x 6= dom f th× ∂(λf)(x) =

λ∂f(x) = ∅. 2

Sau ®©y lµ mét sè qui t¾c tÝnh díi vi ph©n (chøng minh xem [4], 67−69).

§Þnh lý 2.11. (Moreau-Rockafellar). Gi¶ sö fi, i = 1, . . . ,m, lµ c¸c hµm

låi chÝnh thêng trªn Rn. Khi ®ã víi mäi x ∈ Rn:

∂(f1 + . . .+ fm)(x) ⊃ ∂f1(x) + . . .+ ∂fm(x).

H¬n n÷a, nÕu tån t¹i ®iÓm a ∈ Imi=1 dom fi t¹i ®ã tÊt c¶ c¸c hµm fi liªn tôc

(cã thÓ trõ ra mét hµm), th×

∀x ∈ Rn : ∂(f1 + . . .+ fm)(x) = ∂f1(x) + . . .+ ∂fm(x).

§Þnh lý 2.12. Gi¶ sö A : Rn → Rm lµ to¸n tö tuyÕn tÝnh vµ g lµ hµm låi

chÝnh thêng trªn Rm. Khi ®ã, víi mäi x ∈ Rn :

AT∂g(Ax) ⊂ ∂(g ◦ A)(x).
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H¬n n÷a, nÕu g liªn tôc t¹i mét ®iÓm nµo ®ã ∈ Im(A) (¶nh cña A) th×

AT∂g(Ax) = ∂(g ◦ A)(x), ∀x ∈ Rn

§Þnh lý 2.13. Gi¶ sö g(x) = (g1(x), . . . , gm(x)), trong ®ã gi lµ c¸c hµm låi

tõ Rn vµo R, gi¶ sö ϕ : Rm → R lµ hµm låi tho¶ m·n ϕ(t) ≥ ϕ(t′) mçi khi

ti ≥ t
′

i, i = 1, . . . ,m. Khi ®ã, hµm f = ϕ ◦ g lµ låi vµ

∂f(x) = {s1p
1 + . . .+ smp

m : pi ∈ ∂gi(x), (s1, . . . , sm) ∈ ∂ϕ(g(x))}.

NhËn xÐt 2.5. Khi ϕ(y) kh¶ vi t¹i g(x) c«ng thøc nªu ë ®Þnh lý trªn t¬ng

tù nh qui t¾c cæ ®iÓn vÒ lÊy ®¹o hµm cña hµm hîp. Cô thÓ lµ

∂(ϕ ◦ g)(x) =
∂ϕ

∂y1
(g(x))∂g1(x) + . . .+

∂ϕ

∂ym
(g(x))∂gm(x).

§Þnh lý 2.14. Gi¶ sö f(x) = max{g1(x), . . . , gm(x)}, trong ®ã gi lµ c¸c

hµm låi tõ Rn vµo R. Khi ®ã

∂f(x) = conv{∪∂gi(x) : i ∈ I(x)},

víi I(x) = i : f(x) = gi(x).

Tãm l¹i, ch¬ng nµy ®· giíi thiÖu kh¸i qu¸t vÒ hµm låi vµ c¸c vÊn

®Ò cã liªn quan: dÊu hiÖu nhËn biÕt, c¸c phÐp to¸n vµ tÝnh liªn tôc cña hµm

låi, kh¸i niÖm díi vi ph©n cña hµm låi, quan hÖ gi÷a díi vi ph©n víi ®¹o

hµm theo híng vµ víi hµm liªn hîp. C¸c sù kiÖn nªu ra ®îc minh ho¹ qua

mét sè vÝ dô vµ h×nh vÏ cô thÓ. VÊn ®Ò cùc trÞ cña hµm låi sÏ ®îc xÐt ë

ch¬ng sau.
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Ch¬ng 3

Cùc trÞ cña hµm låi

Ch¬ng nµy ®Ò cËp tíi c¸c tÝnh chÊt cùc trÞ cña hµm låi, ®iÒu kiÖn tèi u

cÇn vµ ®ñ ®èi víi hµm låi kh¶ vi vµ mét sè kÕt qu¶ chÝnh vÒ cùc tiÓu (cùc

®¹i) cña c¸c hµm låi. Néi dung cña ch¬ng chñ yÕu dùa trªn tµi liÖu [1], [4]

vµ [5].

3.1 Cùc tiÓu ®Þa ph¬ng vµ cùc tiÓu toµn côc

§Þnh nghÜa 3.1. Gi¶ sö f : Rn → [−∞,+∞] lµ hµm sè tuú ý vµ C ⊂ Rn

lµ tËp tuú ý. §iÓm x0 ∈ C ∩ dom f ®îc gäi lµ ®iÓm cùc tiÓu toµn côc cña

f(x) trªn C, nÕu −∞ < f(x0) ≤ f(x) víi mäi x ∈ C. §iÓm x0 ∈ C ®îc

gäi lµ ®iÓm cùc tiÓu ®Þa ph¬ng cña f(x) trªn C, nÕu tån t¹i l©n cËn U(x0)

cña x0 sao cho −∞ < f(x0) ≤ f(x) víi mäi x ∈ C ∩ U(x0).

C¸c kh¸i niÖm cùc ®¹i ®Þa ph¬ng vµ cùc ®¹i toµn côc ®îc ®Þnh nghÜa

t¬ng tù. §èi víi hµm tuú ý f trªn tËp C, ta ký hiÖu tËp tÊt c¶ c¸c ®iÓm cùc

tiÓu (cùc ®¹i) toµn côc cña f trªn C lµ Argminx∈Cf(x)(Argmaxx∈Cf(x)).

Do min{f(x) : x ∈ C} = −max{−f(x) : x ∈ C} nªn lý thuyÕt cùc

tiÓu (hay cùc ®¹i) hµm låi còng chÝnh lµ lý thuyÕt cùc ®¹i (hay cùc tiÓu) hµm

lâm.

3.2 Cùc tiÓu hµm låi (cùc ®¹i hµm lâm)

MÖnh ®Ò sau ®©y nªu lªn tÝnh chÊt ®Æc trng cña hµm låi.

§Þnh lý 3.1. Cho C lµ tËp låi, kh¸c rçng trong Rn vµ f : Rn → R lµ hµm

låi. Mäi ®iÓm cùc tiÓu ®Þa ph¬ng cña f trªn C ®Òu lµ ®iÓm cùc tiÓu toµn côc.

TËp Argminx∈Cf(x) lµ tËp con låi cña C.
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Chøng minh. Gi¶ sö x0 ∈ C lµ ®iÓm cùc tiÓu ®Þa ph¬ng cña f vµ U(x0)

lµ l©n cËn cña x0 sao cho f(x0) ≤ f(x) víi mäi x ∈ C ∩ U(x0). Víi bÊt

kú x ∈ C ta cã xλ = λx + (1 − λ)x0 ∈ C ∩ U(x0) víi mäi λ > 0 ®ñ nhá.

Khi ®ã, f(x0) ≤ f(xλ) ≤ λf(x) + (1 − λ)f(x0) hay λf(x0) ≤ λf(x). Do

λ > 0 nªn f(x0) ≤ f(x). V× x ∈ C ®îc chän tuú ý nªn x0 lµ ®iÓm cùc tiÓu

toµn côc cña f trªn C. NÕu α = min{f(x) : x ∈ C} th× Argminx∈Cf(x)

trïng víi tËp C ∩ {x : f(x) ≤ α}.TËp nµy låi do hµm f(x) låi (§Þnh lý 2.1,

Ch¬ng 2).

HÖ qu¶ 3.1. BÊt cø ®iÓm cùc ®¹i ®Þa ph¬ng nµo cña mét hµm lâm trªn

mét tËp låi còng lµ ®iÓm cùc ®¹i toµn côc. TËp tÊt c¶ c¸c ®iÓm cùc ®¹i cña

mét hµm lâm trªn tËp låi lµ låi.

Nhê c¸c tÝnh chÊt nªu trªn, viÖc t×m cùc tiÓu (cùc ®¹i) toµn côc cña mét

hµm låi (hµm lâm), nãi riªng cña mét hµm tuyÕn tÝnh hay hµm afin, dÉn ®Õn

viÖc t×m cùc tiÓu (cùc ®¹i) ®Þa ph¬ng cña hµm ®ã. Bµi to¸n râ rµng trë nªn

®¬n gi¶n h¬n rÊt nhiÒu, do cã thÓ vËn dông c¸c ph¬ng ph¸p t×m cùc tiÓu ®Þa

ph¬ng cña hµm.

§Þnh lý 3.2. Víi mäi hµm låi chÝnh thêng f :

a) Cùc ®¹i cña f trªn mét ®o¹n th¼ng bÊt kú ®¹t t¹i mét ®Çu mót cña ®o¹n

®ã.

b) NÕu f(x) h÷u h¹n vµ bÞ chÆn trªn trªn mét nöa ®êng th¼ng th× cùc ®¹i

cña f trªn nöa ®êng th¼ng nµy ®¹t t¹i ®iÓm gèc cña nã.

c) NÕu f(x) h÷u h¹n vµ bÞ chÆn trªn trªn mét tËp afin th× f b»ng h»ng sè

trªn tËp nµy.

Chøng minh.

a) Suy trùc tiÕp tõ ®Þnh nghÜa cña hµm låi, bëi v×:

f(λx1+(1−λ)x2) ≤ λf(x1)+(1−λ)f(x2) ≤ max{f(x1), f(x2)}∀λ ∈ [0, 1].

b) NÕu f(b) > f(a) th× víi mäi x = b + λ(b − a), λ ≥ 0 ta cã b =
1

1+λx + λ
1+λa. Tõ ®ã, (1 + λ)f(b) ≤ f(x) + λf(a) (mçi khi f(x) < +∞),
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nghÜa lµ f(x) ≥ λ[f(b)− f(a)] + f(b). §iÒu nµy chøng tá f(x)→ +∞ khi

λ→ +∞. Nh vËy, nÕu f(x) h÷u h¹n vµ bÞ chÆn trªn trong nöa ®êng th¼ng

xuÊt ph¸t tõ a th× ta ph¶i cã f(b) ≤ f(a) víi mäi b trªn nöa ®êng th¼ng nµy.

c) Gi¶ sö M lµ tËp afin trªn ®ã f(x) h÷u h¹n. Víi bÊt kú a, b ∈ M, nÕu

f(b) > f(a) th× theo phÇn võa chøng minh, f(x) kh«ng bÞ chÆn trªn trªn

nöa ®êng th¼ng trongM ®i tõ a qua b. T¬ng tù, nÕu f(a) > f(b) th× f(x)

kh«ng bÞ chÆn trªn trªn nöa ®êng th¼ng trong M ®i tõ b qua a, VËy, nÕu

f(x) bÞ chÆn trªn trong M th× f(a) = f(b),∀a, b ∈ M , tøc lµ f ®ång nhÊt

b»ng h»ng sè trªnM. 2

Ta nh¾c l¹i kh¸i niÖm hµm låi chÆt vµ nªu tÝnh chÊt ®Æc trng cña líp hµm

nµy (§Þnh nghÜa 2.1, Ch¬ng 2): Hµm gi¸ trÞ thùc f trªn tËp låi C ®îc gäi

lµ hµm låi chÆt trªn C nÕu

f [λx1 + (1− λ)x2] < λf(x1) + (1− λ)f(x2)

víi bÊt kú hai ®iÓm kh¸c nhau x1, x2 ∈ C vµ bÊt kú 0 < λ < 1. §¬ng

nhiªn, hµm låi chÆt lµ hµm låi, nhng ®iÒu ngîc l¹i nãi chung kh«ng ®óng.

MÖnh ®Ò 3.1. Hµm låi chÆt f trªn C cã nhiÒu nhÊt mét ®iÓm cùc tiÓu trªn

C, nghÜa lµ tËp Argminx∈Cf(x) gåm nhiÒu nhÊt mét phÇn tö.

Chøng minh. NÕu f cã hai ®iÓm cùc tiÓu kh¸c nhau x1, x2 ∈ C th× do

tÝnh låi chÆt cña f nªn f(1
2x

1 + 1
2x

2) < f(x1) = f(x2), ®iÒu nµy kh«ng thÓ

xÈy ra! 2

VÝ dô 3.1. Hµm låi chÆt mét biÕn f(x) = x2 cã duy nhÊt mét ®iÓm cùc

tiÓu x∗ = 0. Cßn hµm låi chÆt f(x) = ex (x ∈ R) kh«ng cã ®iÓm cùc tiÓu

nµo. 2

MÖnh ®Ò sau ®©y cho mét ®iÒu kiÖn cÇn vµ ®ñ ®Ó x0 ∈ C lµ ®iÓm cùc tiÓu

(toµn côc) cña hµm låi trªn mét tËp hîp låi.

MÖnh ®Ò 3.2. Gi¶ sö f(x) lµ hµm låi kh¶ vi liªn tôc, x¸c ®Þnh trªn tËp

låi C vµ gi¶ sö x0 ∈ C. Khi ®ã, f(x0) ≤ f(x)∀x ∈ C (nghÜa lµ x0 lµ ®iÓm

cùc tiÓu cña hµm f(x) trªn C) khi vµ chØ khi <5f(x0), x− x0 >≥ 0 víi mäi

x ∈ C.
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Chøng minh. a) §iÒu kiÖn cÇn. Gi¶ sö f(x0) ≤ f(x)∀x ∈ C. NÕu x0

lµ ®iÓm trong cña C th× theo phÐp tÝnh biÕn ph©n ta ph¶i cã 5f(x0) = 0,

do ®ã <5f(x0), x − x0 >= 0. Cßn nÕu x0 lµ mét ®iÓm biªn cña C th× do

x0 lµ ®iÓm cùc tiÓu, f(x) lµ hµm låi vµ C lµ tËp låi nªn ta cã f(x0) ≤
f [λx+ (1− λ)x0],∀x ∈ C vµ 0 ≤ λ ≤ 1. Tõ ®ã víi λ > 0 th×

f [x0 + λ(x− x0)]− f(x0)

λ
≥ 0

Cho qua giíi h¹n khi λ→ 0, ta nhËn ®îc <5f(x0), x− x0> ≥ 0.

b) §iÒu kiÖn ®ñ. Gi¶ sö <5f(x0), x− x0> ≥ 0∀x ∈ C. Do f(x) låi nªn

theo MÖnh ®Ò 2.4 (Ch¬ng 2), ta cã:

f(x)− f(x0) ≥ <5f(x0), x− x0> ≥ 0 ∀x ∈ C.

Do ®ã f(x) ≥ f(x0) ∀x ∈ C vµ x0 lµ ®iÓm cùc tiÓu cña f(x) trªn C. 2

VÒ mÆt h×nh häc, MÖnh ®Ò 3.2 nãi r»ng x0 lµ ®iÓm cùc tiÓu nÕu gãc gi÷a

hai vÐct¬ 5f(x0) vµ x− x0 lµ gãc nhän víi mäi x ∈ C (H×nh 3.1a).

NÕu x ∈ C kh«ng ph¶i lµ ®iÓm cùc tiÓu vµ nÕu f(x) ≥ f(x) víi x nµo

®ã ∈ C th× tõ MÖnh ®Ò 2.4 suy ra:

0 ≥ f(x)− f(x) ≥<5f(x), x− x>,

nghÜa lµ gãc gi÷a hai vÐct¬ 5f(x) vµ x− x lµ gãc tï (H×nh 3.1b).
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MÖnh ®Ò 3.3. Gi¶ sö C lµ tËp låi trong Rn vµ f : Rn → R lµ hµm låi.

Muèn cho x0 ∈ C lµ ®iÓm cùc tiÓu cña f trªn C ®iÒu kiÖn cÇn vµ ®ñ lµ

0 ∈ ∂f(x0)−NC(x0) (3.1)

víi NC(x0) = {p :<p, x − x0>≥ 0∀x ∈ C} lµ nãn ph¸p tuyÕn trong cña C

t¹i x0.

Chøng minh. NÕu cã (3.1) th× tån t¹i p ∈ ∂f(x0) ∩ NC(x0). Víi mäi

x ∈ C do p ∈ ∂f(x0) nªn <p, x − x0>≤ f(x) − f(x0), nghÜa lµ f(x0) ≤
f(x)− <p, x − x0> . MÆt kh¸c, do p ∈ NC(x0) nªn ta cã <p, x − x0>≥
0∀x ∈ C, v× thÕ f(x0) ≤ f(x) ∀x ∈ C, nghÜa lµ x0 lµ ®iÓm cùc tiÓu cña f

trªn C.

Ngîc l¹i, nÕu x0 ∈ Argminx∈Cf(x) th× hÖ bÊt ®¼ng thøc sau v« nghiÖm

(x, y) ∈ C ×Rn, x− y = 0, f(y)− f(x0) < 0.

§Æt D = C × Rn vµ A(x, y) = x − y. Do ®ã A(D) = C − Rn. Víi h×nh

cÇu bÊt kú B t©m 0, x0 + B ⊂ Rn, v× thÕ B = x0 − (x0 + B) ⊂ A(D), do

®ã 0 ∈ intA(D). Theo mét ®Þnh lý ®· biÕt vÒ hÖ bÊt ®¼ng thøc låi (xem[4],

§Þnh lý 2.4, tr.59), tån t¹i vÐct¬ p ∈ Rn sao cho

<p, x− y> +f(y)− f(x0) ≥ 0 ∀(x, y) ∈ C ×Rn.

Cho y = x0 ta nhËn ®îc <p, x − x0>≥ 0 ∀x ∈ C, nghÜa lµ p ∈ NC(x0).

TiÕp ®ã, cho x = x0 ta ®îc f(y)− f(x0) ≥<p, y − x0> ∀y ∈ Rn, nghÜa

lµ p ∈ ∂f(x0). VËy, p ∈ NC(x0) ∩ ∂f(x0). Tõ ®ã 0 ∈ ∂f(x0)−NC(x0). 2

HÖ qu¶ 3.2. Víi c¸c gi¶ thiÕt nh trong MÖnh ®Ò 3.3, ®iÓm trong x0 ∈ C
lµ ®iÓm cùc tiÓu khi vµ chØ khi 0 ∈ ∂f(x0).

Chøng minh. HÖ qu¶ suy tõ nhËn xÐt NC(x0) = 0 nÕu x0 ∈ intC. 2

MÖnh ®Ò 3.4. Gi¶ sö C ⊂ Rn lµ tËp compact 6= ∅, f : C → R lµ mét hµm

liªn tôc bÊt kú vµ fC lµ hµm bao låi cña f trªn C. Khi ®ã, mçi ®iÓm cùc tiÓu

toµn côc cña f trªn C còng lµ mét ®iÓm cùc tiÓu cña fC(x) trªn convC.
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Chøng minh. Gi¶ sö x0 ∈ C lµ ®iÓm cùc tiÓu toµn côc cña f(x) trªn C.

Do fC kh«ng lín h¬n f nªn ta cã fC(x0) ≤ f(x0). NÕu fC(x0) < f(x0)

th× hµm låi h(x) = max{f(x0), fC(x)} kh«ng lín h¬n f , nhng l¹i lín

h¬n fC , ®ã lµ ®iÒu kh«ng thÓ xÈy ra. Nh vËy, fC(x0) = f(x0) vµ fC(x) =

h(x) ∀x ∈ convC. Tõ ®ã, fC(x0) = f(x0) ≤ fC(x) ∀x ∈ convC, nghÜa

lµ x0 còng lµ ®iÓm cùc tiÓu toµn côc cña fC(x) trªn convC. 2

∗ §Ó xÐt thªm mét tiªu chuÈn tèi u n÷a, ta cÇn ®Õn ®Þnh nghÜa sau.

§Þnh nghÜa 3.2. Cho tËp låi C ∈ Rn vµ ®iÓm y ∈ Rn. Ta gäi h×nh chiÕu

cña y trªn C lµ ®iÓm x0 ∈ C sao cho

||x0 − y|| = infx∈C ||x− y|| = δC(y).

Ký hiÖu x0 = p(y) vµ gäi δC(y) lµ kho¶ng c¸ch tõ y tíi C. DÜ nhiªn y = p(y)

vµ δC(y) = 0 nÕu y ∈ C. (Cã thÓ chøng minh ∃p(y) nÕu C lµ tËp låi ®ãng).

Bæ ®Ò 3.1. Muèn cho ®iÓm x0 ∈ C lµ h×nh chiÕu cña ®iÓm y trªn tËp låi

®ãng C, ®iÒu kiÖn cÇn vµ ®ñ lµ

<x− x0, y − x0>≤ 0 ∀x ∈ C (3.2)

Chøng minh. Gi¶ sö x0 lµ h×nh chiÕu cña y trªn C. LÊy mét ®iÓm tuú

ý x ∈ C vµ xÐt ®iÓm z = λx + (1 − λ)x0. Do C låi nªn ∀λ ∈ [0, 1] th×

z ∈ C. V×

||z − y||2 = λ2||x− x0||2 + 2λ <x− x0, x0 − y> +||x0 − y||2.

Do ||z − y||2 ≥ ||x0 − y||2 (theo ®Þnh nghÜa cña h×nh chiÕu) nªn

λ2||x− x0||2 + 2λ <x− x0, x0 − y>≥ 0.

Do bÊt ®¼ng thøc nµy ®óng víi mäi λ ∈ [0, 1] nªn <x− x0, x0− y>≥ 0. Tõ

®ã suy ra (3.2).

Ngîc l¹i, gi¶ sö cã (3.2). Khi ®ã víi mäi x ∈ C sÏ cã

||x− y||2 = ||(x− x0) + (x0 − y)||2
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= ||x− x0||2 + 2 <x− x0, x0]− y> +||x0− y||2 ≥ ||x0− y||2

§iÒu nµy chøng tá x0 lµ h×nh chiÕu cña y trªn C. 2

MÖnh ®Ò 3.5. Muèn cho ®iÓm x∗ cña tËp låi ®ãng C lµ ®iÓm cùc tiÓu

cña hµm låi kh¶ vi f(x) trªn C, ®iÒu kiÖn cÇn vµ ®ñ lµ x∗ = p(y∗), trong ®ã

y∗ = x∗ − α5f(x∗) vµ α > 0 lµ mét sè bÊt kú.

Chøng minh.

§ñ. Gi¶ sö x∗ = p(y∗). Do p(y∗) lµ h×nh chiÕu cña ®iÓm y∗ trªn C nªn tõ

(3.2) ta cã bÊt ®¼ng thøc

<x− x∗, y∗ − x∗>≤ 0 ∀x ∈ C.

V× y∗ = x∗ − α5f(x∗) vµ α > 0 nªn

<5f(x∗), x− x∗>≥ 0 ∀x ∈ C,

nghÜa lµ theo MÖnh ®Ò 3.2, x∗ lµ ®iÓm cùc tiÓu cña hµm f(x) trªn C.

CÇn. Gi¶ sö x∗ lµ ®iÓm cùc tiÓu cña f trªn C. Khi ®ã víi mäi x ∈ C ta cã

<5f(x∗), x− x∗>≥ 0 hay − α <5f(x∗), x− x∗>≤ 0 (α> 0).

Nhng −α 5f(x∗) = y∗ − x∗, do ®ã <y∗ − x∗, x − x∗>≤ 0. Theo Bæ ®Ò

3.1, x∗ lµ h×nh chiÕu cña ®iÓm y∗ trªn C, nghÜa lµ x∗ = p(y∗). 2
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3.3 Cùc tiÓu cña hµm låi m¹nh

Sau ®©y ta xÐt mét líp hµm lu«n cã cùc tiÓu trªn mäi tËp ®ãng 6= ∅. H¬n
n÷a, gièng nh ®èi víi hµm låi chÆt, cùc tiÓu nµy lµ duy nhÊt nÕu tËp ®ã lµ

låi.

§Þnh nghÜa 3.3. Hµm f(x) x¸c ®Þnh trªn tËp låi C ⊂ Rn ®îc gäi lµ låi

m¹nh, nÕu tån t¹i h»ng sè ρ > 0 ®ñ nhá (h»ng sè låi m¹nh) sao cho víi mäi

x, y ∈ C vµ mäi λ ∈ [0, 1] ta cã bÊt ®¼ng thøc:

f [λx+ (1− λ)y] ≤ λf(x) + (1− λ)f(y)− λ(1− λ)ρ||x− y||2 (3.3)

Cã thÓ chøng minh r»ng hµm f(x) låi m¹nh khi vµ chØ khi hµm f(x)−ρ.||x||2

lµ låi. Râ rµng mét hµm låi m¹nh th× låi chÆt, nhng ®iÒu ngîc l¹i kh«ng

ch¾c ®óng (Ch¼ng h¹n, hµm ex, x ∈ R, låi chÆt nhng kh«ng låi m¹nh).

C¸c hµm låi m¹nh cã vai trß ®Æc biÖt quan träng trong nghiªn cøu c¸c bµi

to¸n cùc trÞ (Ch¼ng h¹n, f(x) ≡ f(x1, x2) = x2
1 + 2x2

2, x ∈ R2, lµ hµm låi

m¹nh).

VÝ dô 3.2. XÐt hµm toµn ph¬ng

f(x) =
1

2
<x,Qx> + <p, x>,

trong ®ã Q lµ ma trËn ®èi xøng, x¸c ®Þnh d¬ng. TÝnh låi m¹nh cña f ®îc

suy ra tõ c¸c hÖ thøc (sau khi thùc hiÖn mét sè tÝnh to¸n ®¬n gi¶n):

f [λx+ (1− λ)y] ≤ λf(x) + (1− λ)f(y)− λ(1− λ) <x− y,Q(x− y)>

≤ λf(x) + (1− λ)f(y)− λ(1− λ)ρ||x− y||2,
®Ó ý r»ng víi 0 ≤ λ ≤ 1 th× λ2 ≤ λ, (1− λ)2 ≤ (1− λ) vµ v× r»ng

<x− y,Q(x− y)>≥ ρ||x− y||2

trong ®ã ρ lµ gi¸ trÞ riªng nhá nhÊt (d¬ng) cña ma trËn Q. 2

MÖnh ®Ò 3.6. NÕu f(x) lµ hµm låi m¹nh vµ kh¶ vi trªn tËp låi ®ãng C th×

a) <5f(x)−5f(y), x− y>≥ ρ||x− y||2 víi mäi x, y ∈ C.
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b) Víi bÊt kú x0 ∈ C tËp møc díi C0 = {x ∈ C : f(x) ≤ f(x0)} bÞ chÆn.
c) Tån t¹i duy nhÊt ®iÓm x∗ ∈ C sao cho f(x∗) = min{f(x) : x ∈ C}.
Chøng minh.

a) Do f låi nªn theo MÖnh ®Ò 2.4, ∀x, y ∈ C th× f(x)− f(y) ≤
<5f(x), x− y> . H¬n n÷a, do f låi m¹nh nªn víi λ =

1

2
ta cã:

1

4
ρ||x− y||2 ≤ 1

2
[f(x)− f(

1

2
x+

1

2
y)] +

1

2
[f(y)− f(

1

2
x+

1

2
y)] ≤

1

4
<5f(x), x− y> +

1

4
<5f(y), y − x>=

1

4
<5f(x)−5f(y), x− y>

b) Do

f(x)− f(y) =

∫ 1

0
<5f [y + λ(x− y)], x− y> dλ =

=<5f(y), x− y> +

∫ 1

0
<5f [y + λ(x− y)]−5f(y), x− y> dλ

nªn kÕt hîp víi bÊt ®¼ng thøc ë phÇn a) ta ®îc

f(x)− f(y) ≥<5f(y), x− y> +
1

2
ρ||x− y||2 ⇒ (cho y = x0)

0 ≥ f(x)− f(x0) ≥ <5f(x0), x− x0> +
1

2
ρ||x− x0||2 ⇒

||x− x0||2 ≤ 2

ρ
<5f(x0), x0 − x>≤ 2

ρ
|| 5f(x0)|| × ||x− x0||,

Tõ ®ã suy ra ||x− x0|| ≤ 2

ρ
|| 5f(x0)|| víi mäi x ∈ C0, nghÜa lµ C0 bÞ chÆn.

c) Do hµm f(x) liªn tôc trªn tËp låi ®ãng bÞ chÆn C0 ⊂ C, nªn tån t¹i

x∗ ∈ C0 sao cho

f(x∗) = min{f(x) : x ∈ C0} = min{f(x) : x ∈ C}.

V× hµm låi m¹nh còng lµ hµm låi chÆt, nªn theo MÖnh ®Ò 3.1 ®iÓm cùc tiÓu

x∗ lµ duy nhÊt.

2
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MÖnh ®Ò 3.7. Gi¶ sö f(x) låi m¹nh trªn tËp låi ®ãng C vµ x0 lµ ®iÓm cùc

tiÓu cña f trªn C. Khi ®ã, víi mäi x ∈ C ta cã

||x− x0||2 ≤ 2

ρ
[f(x)− f(x0)] (3.4)

H¬n n÷a, nÕu f kh¶ vi th×

||x− x0|| ≤ 1

ρ
|| 5f(x)|| (3.5)

vµ

0 ≤ f(x)− f(x0) ≤ 1

ρ
|| 5f(x)||2.

Chøng minh. Tõ ®Þnh nghÜa cña hµm låi m¹nh (hÖ thøc (3.3)) suy ra (víi

λ =
1

2
):

f(
1

2
x+

1

2
x0) ≤ 1

2
f(x) +

1

2
f(x0)− 1

4
ρ||x− x0||2.

Tõ ®ã vµ f(x0) ≤ f(
1

2
x+

1

2
x0) suy ra (3.4). T¹i ®iÓm cùc tiÓu x0 cña f trªn

C, theo MÖnh ®Ò 3.2, <5f(x0), x− x0> ≥ 0 ∀x ∈ C.
MÆt kh¸c, theo MÖnh ®Ò 3.6 a) ta cã:

ρ||x− x0||2 ≤ <5f(x)−5f(x0), x− x0> ≤

≤ <5f(x), x− x0>≤ || 5f(x)||.||x− x0||

nghÜa lµ cã bÊt ®¼ng thøc (3.5). Cuèi cïng, tõ MÖnh ®Ò 2.4 vµ hÖ thøc (3.5)

suy ra

0 ≤ f(x)−f(x0) ≤<5f(x), x−x0>≤ ||5f(x)||×||x−x0|| ≤ 1

ρ
||5f(x)||2

3.4 Cùc ®¹i hµm låi (cùc tiÓu hµm lâm)

Kh¸c víi cùc tiÓu, ®iÓm cùc ®¹i ®Þa ph¬ng cña hµm låi kh«ng nhÊt thiÕt lµ

®iÓm cùc ®¹i toµn côc. Nãi chung, th«ng tin ®Þa ph¬ng kh«ng ®ñ ®Ó x¸c

®Þnh ®iÓm cùc ®¹i toµn côc cña mét hµm låi.
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MÖnh ®Ò 3.8. Gi¶ sö C ⊂ Rn lµ tËp låi vµ f : C → R lµ hµm låi. NÕu

f(x) ®¹t cùc ®¹i trªn C t¹i ®iÓm trong t¬ng ®èi x0 cña C (x0 ∈ riC) th×

f(x) b»ng h»ng sè trªn C. TËp Argmaxx∈Cf(x) lµ hîp cña mét sè diÖn cña

C.

Chøng minh. Gi¶ sö f ®¹t cùc ®¹i trªn C t¹i ®iÓm x0 ∈ riC vµ gi¶ sö

x lµ ®iÓm tuú ý thuéc C. Do x0 ∈ riC nªn t×m ®îc y ∈ C sao cho x0 =

λx+ (1− λ)y víi λ nµo ®ã ∈ (0, 1). Khi ®ã, f(x0) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y).

V× thÕ λf(x) ≥ f(x0) − (1 − λ)f(y) ≥ f(x0) − (1 − λ)f(x0) = λf(x0).

Nh vËy, f(x) ≥ f(x0). Tõ ®ã f(x) = f(x0) vµ phÇn ®Çu cña MÖnh ®Ò ®îc

chøng minh.

§Ó chøng minh phÇn thø hai cña MÖnh ®Ò, ta ®Ó ý r»ng víi mçi ®iÓm cùc

®¹i x0 ∈ C ®Òu ∃ diÖn F cña C sao cho x0 ∈ riF . V× thÕ theo lËp luËn trªn

®©y, mäi ®iÓm thuéc diÖn nµy ®Òu lµ ®iÓm cùc ®¹i toµn côc cña f trªn C.2

MÖnh ®Ò 3.9. Gi¶ sö C lµ tËp låi, ®ãng vµ f : C → R lµ hµm låi. NÕu C

kh«ng chøa ®êng th¼ng nµo vµ f(x) bÞ chÆn trªn trªn mäi nöa ®êng th¼ng

trong C th×

sup{f(x) : x ∈ C} = sup{f(x) : x ∈ V (C)},

trong ®ã V (C) lµ tËp c¸c ®iÓm cùc biªn cña C, nghÜa lµ nÕu cùc ®¹i cña

f(x) ®¹t ®îc trªn C th× cùc ®¹i còng ®¹t ®îc trªn V (C).

Chøng minh. Theo ®Þnh lý trong gi¶i tÝch låi, C = convV (C) + K,

trong ®ã K lµ nãn låi sinh bëi c¸c ph¬ng cùc biªn cña C. Mét ®iÓm bÊt
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kú thuéc C mµ nã kh«ng ph¶i lµ ®iÓm cùc biªn, sÏ thuéc nöa ®êng th¼ng

xuÊt ph¸t tõ mét ®iÓm v nµo ®ã ∈ V (C) theo ph¬ng cña mét tia trong

K. Do f(x) h÷u h¹n vµ bÞ chÆn trªn trªn nöa ®êng th¼ng nµy, nªn cùc

®¹i cña nã trªn ®êng th¼ng nµy ®¹t ®îc t¹i v (§Þnh lý 3.2). Nh vËy,

supremum cña f(x) trªn C qui vÒ supremum cña f trªn convV (C). Khi

®ã, bëi v× bÊt kú x ∈ convV (C) ®Òu cã d¹ng x =
∑

i∈I λiv
i víi vi ∈ V (C)

vµ λi ≥ 0,
∑

i∈I λi = 1, cho nªn f(x) ≤
∑

i∈I λif(vi) ≤ maxi∈If(vi). 2

HÖ qu¶ 3.3. Hµm låi thùc f(x) trªn tËp låi ®a diÖn D, kh«ng chøa ®êng

th¼ng nµo, hoÆc kh«ng bÞ chÆn trªn trªn mét c¹nh v« h¹n nµo ®ã cña D, hoÆc

®¹t cùc ®¹i t¹i mét ®Ønh cña D. 2

HÖ qu¶ 3.4. Hµm låi thùc f(x) trªn tËp låi compactC ®¹t cùc ®¹i t¹i mét

®iÓm cùc biªn cña C. 2

NhËn xÐt 3.1. Thùc ra, tÝnh chÊt nªu trong HÖ qu¶ 3.4 còng ®óng cho

líp hµm réng h¬n. Cô thÓ lµ c¸c hµm tùa låi, nghÜa lµ c¸c hµm f : Rn →
[−∞,+∞] sao cho c¸c tËp møc díi Iα = {x ∈ Rn : f(x) ≤ α} lµ låi

víi mäi α ∈ R (§Þnh nghÜa 2.3, Ch¬ng 2). ThËt vËy, do tËp låi compactC

b»ng bao låi c¸c ®iÓm cùc biªn cña nã, nªn bÊt kú x ∈ C cã biÓu diÔn

x =
∑

i∈I λiv
i , trong ®ã vi lµ c¸c ®iÓm cùc biªn, λi ≥ 0,

∑
i∈I λi = 1 vµ

I lµ tËp h÷u h¹n c¸c chØ sè. NÕu f(x) lµ hµm tùa låi h÷u h¹n trªn C vµ

α = maxi∈If(vi) th× vi ∈ C ∩ Iα, ∀i ∈ I. Do C ∩ Iα låi, nªn x ∈ C ∩ Iα.
Nh vËy, f(x) ≤ α = maxi∈If(vi), nghÜa lµ cùc ®¹i cña f trªn C ®¹t ®îc

t¹i mét ®iÓm cùc biªn cña C. 2

Còng cã thÓ chøng minh ®îc r»ng cËn trªn cña mét hä hµm tùa låi lµ

hµm tùa låi, nhng tæng cña hai hµm tùa låi kh«ng ch¾c lµ hµm tùa låi.

Tãm l¹i, ch¬ng nµy ®· tr×nh bµy nh÷ng tÝnh chÊt cùc trÞ c¬ b¶n

liªn quan tíi hµm låi, hµm låi chÆt vµ hµm låi m¹nh. §¸ng chó ý lµ cùc tiÓu

®Þa ph¬ng cña mét hµm låi lu«n lµ cùc tiÓu toµn côc, ®iÓm cùc tiÓu cña hµm

låi chÆt nÕu cã lµ duy nhÊt vµ hµm låi m¹nh lu«n ®¹t cùc tiÓu trªn tËp ®ãng
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kh¸c rçng, cùc tiÓu ®ã lµ duy nhÊt nÕu tËp lµ låi ®ãng kh¸c rçng. Cùc ®¹i

cña hµm låi nÕu cã sÏ ®¹t t¹i ®iÓm cùc biªn (nãi riªng, t¹i ®Ønh) cña tËp ®îc

xÐt.
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KÕt luËn

C¸c hµm tuyÕn tÝnh vµ afin lµ nh÷ng hµm ®¬n gi¶n vµ ®îc dïng phæ biÕn

nhÊt. Hµm låi thuéc líp hµm phi tuyÕn hay ®îc dïng trong lý thuyÕt vµ øng

dông thùc tÕ, v× hµm låi cïng víi c¸c biÕn d¹ng cña nã (låi chÆt, låi m¹nh,

tùa låi . . .) cã nhiÒu tÝnh chÊt ®Ñp rÊt ®¸ng ®îc chó ý.

LuËn v¨n nµy chñ yÕu tËp trung vµo t×m hiÓu c¸c hµm låi mét biÕn vµ

nhiÒu biÕn, cïng c¸c tÝnh chÊt c¬ b¶n cña chóng, ®¨c biÖt lµ tÝnh liªn tôc,

tÝnh kh¶ vi vµ c¸c tÝnh chÊt cùc trÞ.

Ch¬ng 1 ®Ò cËp tíi c¸c hµm låi mét biÕn, nhËn gi¸ trÞ h÷u h¹n hay

v« cùc. Hµm låi mét biÕn x¸c ®Þnh trªn kho¶ng I ⊆ R lµ Lipschits trªn

[a, b] ⊂ int(I), liªn tôc trªn int(I) vµ kh¶ vi hÇu kh¾p n¬i trªn I. NÕu hµm f

hai lÇn kh¶ vi trªn kho¶ng më I th× hµm f låi khi vµ chØ khi f
′′
(x) ≥ 0 víi

mäi x ∈ I.
Ch¬ng 2 giíi thiÖu vÒ hµm låi nhiÒu biÕn vµ c¸c tÝnh chÊt c¬ b¶n nh:

f lµ hµm låi khi vµ chØ khi tËp trªn ®å thÞ cña nã lµ låi, hµm f låi th× c¸c tËp

møc díi cña nã lµ tËp låi, c¸ch nhËn biªt hµm kh¶ vi lµ hµm låi, c¸c phÐp

to¸n b¶o toµn tÝnh låi cña hµm, giíi thiÖu kh¸i niÖm díi vi ph©n cña hµm

låi vµ mèi quan hÖ gi÷a dãi vi ph©n víi ®¹o hµm theo híng vµ víi hµm

liªn hîp.

Ch¬ng 3 tr×nh bµy c¸c tÝnh chÊt cùc trÞ cña hµm låi, hµm låi chÆt vµ

hµm låi m¹nh, c¸c ®iÒu kiÖn tèi u cÇn vµ ®ñ ®èi víi c¸c hµm låi kh¶ vi vµ

mét sè kÕt qu¶ chÝnh vÒ cùc tiÓu (cùc ®¹i) cña hµm låi. §¸ng chó ý lµ cùc

tiÓu ®Þa ph¬ng cña mét hµm låi lu«n lµ cùc tiÓu toµn côc, ®iÓm cùc tiÓu cña

hµm låi chÆt nÕu cã lµ duy nhÊt vµ hµm låi m¹nh lu«n ®¹t cùc tiÓu trªn tËp

®ãng kh¸c rçng, cùc tiÓu ®ã lµ duy nhÊt nÕu tËp lµ låi ®ãng kh¸c rçng. Cùc

®¹i cña hµm låi nÕu cã sÏ ®¹t t¹i ®iÓm cùc biªn (nãi riªng, t¹i ®Ønh) cña tËp

låi ®îc xÐt.
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T¸c gi¶ ®· cè g¾ng s¾p xÕp vµ tr×nh bµy vÊn ®Ò theo c¸ch hiÓu râ rµng vµ

trùc quan nhÊt cã thÓ, ®a ra nhiÒu vÝ dô vµ h×nh vÏ cô thÓ ®Ó minh ho¹ cho

c¸c kh¸i niÖm vµ sù kiÖn ®îc ®Ò cËp tíi trong luËn v¨n.

Hy väng t¸c gi¶ luËn v¨n sÏ cã dÞp lµm quen víi nh÷ng líp hµm låi kh¸c

vµ nhiÒu øng dông phong phó cña chóng trong lý thuyÕt vµ thùc tiÔn.
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