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tãm t¾t 

     Luận án này trình bày một số kết quả mới về tính ổn định nghiệm và độ nhạy 

nghiệm của các bài toán tối ưu véctơ có tham số. Luận án có 4 chương. Hai 

chương đầu nghiên cứu tính ổn định nghiệm của các bài toán tối ưu véctơ nửa 

vô hạn. Hai chương sau khảo sát độ nhạy nghiệm của một số bài toán tối ưu 

véctơ dạng tổng quát. 

     Chương 1 nghiên cứu các điều kiện cần và đủ cho tính chất nửa liên tục trên 

và nửa liên tục dưới của ánh xạ nghiệm hữu hiệu trong bài toán tối ưu véctơ nửa 

vô hạn.  

     Chương 2 thiết lập điều kiện đủ cho tính chất giả-Lipschitz của ánh xạ 

nghiệm hữu hiệu trong bài toán tối ưu véctơ nửa vô hạn lồi.  

     Chương 3 đưa ra các công thức tính đạo hàm trên-đồ-thị Clarke suy rộng của 

hàm giá trị tối ưu cho bài toán tối ưu véctơ trong các trường hợp sau: a) bài toán 

không có ràng buộc, b) bài toán có ràng buộc tổng quát, c) bài toán tối ưu nửa 

vô hạn. 

     Chương 4 thiết lập các công thức tính đối đạo hàm Fréchet của hàm giá trị 

tối ưu trong các bài toán tối ưu véctơ thuộc các dạng sau: a) bài toán có tập ràng 

buộc được xác định bởi một ánh xạ đa trị, b) bài toán có ràng buộc toán tử, c) 

bài toán có tập ràng buộc được mô tả bởi hữu hạn hoặc vô hạn các hàm số thực. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

ABSTRACT 

     This thesis presents some new results on stability analysis and sensitivity 

analysis in parametric vector optimization problems. The thesis consists of four 

chapters. The first two chapters of the thesis deal with the stability analysis of 

semi-infinite vector optimization problems. The last two chapters of the thesis 

investigate the sensitivity analysis of some general vector optimization 

problems. 

     Chapter 1 studies necessary and sufficient conditions for the lower and upper 

semicontinuity properties of efficient solution maps in semi-infinite vector 

optimization problems.  

     Chapter 2 establishes sufficient conditions for the pseudo-Lipschitz property 

of efficient solution maps in convex semi-infinite vector optimization problems. 

     Chapter 3 gives formulae for computing the generalized Clarke epiderivative 

of marginal functions in vector optimization problems in the following cases: a) 

unconstrained problems, b) general constrained problems, c) semi-infinite 

optimization problems. 

     Chapter 4 establishes formulae for computing the Fréchet coderivative of 

marginal functions in vector optimization problems in the following cases: a) 

the constraint set is defined by a multifunction, b) operator constraints are 

included, c) the constraint set is defined by an arbitrary (possibly infinite) 

number of real functions. 
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Mét sè ký hiÖu

F : X ⇒ Y ¸nh x¹ ®a trÞ tõ X vµo Y

Rn kh«ng gian Euclide n-chiÒu

Rn
+ tËp c¸c vÐct¬ kh«ng ©m cña Rn

Rn
− tËp c¸c vÐct¬ kh«ng d­¬ng cña Rn

R tËp c¸c sè thùc

R := R ∪ {±∞} tËp c¸c sè thùc suy réng

X∗ kh«ng gian ®èi ngÉu t«p« cña kh«ng gian X

〈x∗, x〉 cÆp ®èi ngÉu gi÷a X∗ vµ X

‖x‖ chuÈn cña vÐct¬ x

‖x‖n chuÈn cña vÐct¬ x trong kh«ng gian Rn

|x| gi¸ trÞ tuyÖt ®èi cña x ∈ R
BX h×nh cÇu ®¬n vÞ ®ãng trong X

Bρ(x) h×nh cÇu më t©m x ∈ X b¸n kÝnh ρ trong X

{xi}, {xi}∞i=1 d·y sè thùc, hoÆc d·y vÐct¬

∅ tËp rçng

0 sè 0, hoÆc vÐct¬ 0 trong kh«ng gian vÐct¬ cho tr­íc

0X vÐct¬ 0 trong kh«ng gian X

0n vÐct¬ 0 trong kh«ng gian Rn

A ⊂ B A lµ tËp con cña B

A * B A kh«ng lµ tËp con cña B

A ∩B giao cña hai tËp hîp A vµ B

A ∪B hîp cña hai tËp hîp A vµ B

A×B tÝch Descartes cña hai tËp hîp A vµ B

∃x tån t¹i x

∀x víi mäi x

A \B hiÖu cña hai tËp hîp A vµ B

A+B tæng vÐct¬ cña hai tËp hîp A vµ B

clA bao ®ãng t«p« cña tËp A

intA phÇn trong t«p« cña tËp A

co(M) bao låi cña tËp M

cone(M) bao nãn låi cña tËp M

argmin{f(x) | x ∈ Ω} tËp nghiÖm cña bµi to¸n tèi ­u v« h­íng
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COK [Rn,Rm] tËp hîp tÊt c¶ c¸c hµm vÐct¬ K-låi tõ Rn vµo Rm

C[Ω,Rn] tËp hîp tÊt c¶ c¸c hµm vÐct¬ liªn tôc tõ Ω vµo Rn

E(A|K) tËp c¸c ®iÓm h÷u hiÖu cña tËp A ®èi víi nãn K

TC(A;x) nãn tiÕp tuyÕn Clarke cña A t¹i x

TB(A;x) nãn tiÕp tuyÕn Bouligand cña A t¹i x

N̂(x;A) nãn ph¸p tuyÕn FrÐchet cña A t¹i x

∇f(x) ®¹o hµm FrÐchet cña f t¹i x

∂f(x) d­íi vi ph©n Mordukhovich (= d­íi vi ph©n cña

hµm låi) cña hµm f t¹i x

∂̂f(x) d­íi vi ph©n FrÐchet cña hµm f t¹i x

DCF (x, y) ®¹o hµm trªn-®å-thÞ Clarke suy réng cña F t¹i (x, y)

D̂∗F (x, y) ®èi ®¹o hµm FrÐchet cña F t¹i (x, y)

A := B A ®­îc ®Þnh nghÜa b»ng B

2 kÕt thóc chøng minh
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Më ®Çu

Bµi to¸n tèi ­u vÐct¬ d¹ng chuÈn lµ bµi to¸n t×m cùc trÞ mét hµm f : X → Y ,

ë ®ã X vµ Y lµ c¸c kh«ng gian vÐct¬ t«p«, d­íi mét sè rµng buéc. Kh¸i niÖm

cùc trÞ ë ®©y ®­îc x¸c ®Þnh theo mét thø tù bé phËn trong kh«ng gian Y . Thø tù

nµy th­êng ®­îc ®Þnh nghÜa qua mét nãn låiK ⊂ Y : y1 �K y2 ⇔ y2−y1 ∈ K.
Nh­ vËy, bµi to¸n tèi ­u vÐct¬ lµ sù më réng cña bµi to¸n quy ho¹ch to¸n häc,

ë ®ã Y = R vµ K = R+.

Tèi ­u vÐct¬ (Vector optimization) ra ®êi vµo cuèi thÕ kû 19, víi kh¸i niÖm

nghiÖm ®­îc ®Ò xuÊt bëi F. Y. Edgeworth (1881) vµ V. Pareto (1896). M« h×nh

bµi to¸n tèi ­u vÐct¬ cho phÐp nghiªn cøu mét sè vÊn ®Ò vÒ phóc lîi x· héi

(social welfare) vµ c©n b»ng kinh tÕ (economic equilibrium). Ngoµi ra, m« h×nh

nµy còng h÷u Ých trong viÖc gi¶i quyÕt nh÷ng bµi to¸n ra quyÕt ®Þnh chøa ®ùng

nhiÒu lîi Ých kh«ng t­¬ng thÝch hoÆc ®èi kh¸ng th­êng gÆp trong c¸c vÊn ®Ò

liªn quan ®Õn thiÕt kÕ kÜ thuËt, m«i tr­êng, tµi chÝnh,... Tèi ­u vÐct¬ lµ mét

bé phËn quan träng cña Lý thuyÕt tèi ­u (Optimization theory). Tèi ­u vÐct¬

xuÊt hiÖn nh­ mét chuyªn ngµnh to¸n häc ®éc lËp sau bµi b¸o cña H. W. Kuhn

vµ A. W. Tucker (1951) vÒ c¸c ®iÒu kiÖn cÇn vµ ®ñ cho mét vÐct¬ tháa c¸c

rµng buéc lµ nghiÖm h÷u hiÖu. §Õn nay, ®· cã rÊt nhiÒu cuèn s¸ch chuyªn

kh¶o vÒ Tèi ­u vÐct¬ vµ øng dông: Ehrgott [21], Jahn [28], Luc [34], Sawaragi,

Nakayama vµ Tanino [46], Steuer [48], Zeleny [54],...

ë ViÖt Nam, tÝnh ®Õn nay, Tèi ­u vÐct¬ ®­îc quan t©m nghiªn cøu ®· h¬n

30 n¨m. C¸c t¸c gi¶ sau ®©y ®· cã nhiÒu ®ãng gãp cho lý thuyÕt nµy: TS. L©m

Quèc Anh, TS. Tr­¬ng Quang B¶o, PGS. TS. NguyÔn §Þnh, PGS. TS. Tr­¬ng

Xu©n §øc Hµ, TS. NguyÔn Xu©n H¶i, TS. TrÇn Ninh Hoa, TS. NguyÔn

Quang Huy, GS. TSKH. Phan Quèc Kh¸nh, PGS. TS. NguyÔn ThÞ B¹ch Kim,

GS. TSKH. §inh ThÕ Lôc, TS. Lª Minh L­u, PGS. TS. NguyÔn B¸ Minh,

GS. TSKH. Lª DòngM­u, PGS. TS. TrÇn HuÖ N­¬ng, PGS. TS. T¹ Duy Ph­îng,
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GS. TSKH. Ph¹m H÷u S¸ch, PGS. TS. Ph¹m TiÕn S¬n, GS. TSKH. NguyÔn

Xu©n TÊn, TS. Phan Thiªn Th¹ch, PGS. TS. Phan NhËt TÜnh, TS. NguyÔn §×nh

TuÊn, TS. Hoµng Quang TuyÕn, PGS. TSKH. Hµ Huy Vui, GS. TSKH. NguyÔn

§«ng Yªn,...

Bªn c¹nh sù tån t¹i nghiÖm, ®iÒu cÇn vµ ®ñ cùc trÞ, tÝnh chÊt cña tËp nghiÖm

vµ c¸c thuËt to¸n t×m nghiÖm, tÝnh æn ®Þnh nghiÖm (solution stability/stability

analysis) vµ ®é nh¹y nghiÖm (solution sensitivity/sensitivity analysis) lµ nh÷ng

vÊn ®Ò c¬ b¶n cña lý thuyÕt Tèi ­u vÐct¬ vµ øng dông.

Nghiªn cøu tÝnh æn ®Þnh nghiÖm tøc lµ kh¶o s¸t c¸c tÝnh chÊt liªn tôc cña

¸nh x¹ nghiÖm h÷u hiÖu hoÆc hµm gi¸ trÞ tèi ­u theo tham sè cña bµi to¸n ®·

cho, nh­ tÝnh nöa liªn tôc trªn, tÝnh nöa liªn tôc d­íi, tÝnh gi¶-Lipschitz, tÝnh

Lipschitz, vµ tÝnh liªn tôc Hölder,... Nh÷ng kÕt qu¶ ®Çu tiªn theo h­íng nµy

thuéc vÒ Naccache [41], Tanino vµ Sawaragi [51]. Mét sè kÕt qu¶ tæng qu¸t

h¬n vÒ tÝnh æn ®Þnh nghiÖm cña c¸c bµi to¸n tèi ­u vÐct¬ cã trong c¸c cuèn

s¸ch chuyªn kh¶o cña Luc vµ cña Sawaragi, Nakayama vµ Tanino võa ®­îc

trÝch dÉn ë trªn. TÝnh liªn tôc Lipschitz-Hölder cña ¸nh x¹ nghiÖm trong c¸c

bµi to¸n tèi ­u vÐct¬ låi m¹nh phô thuéc tham sè ®· ®­îc kh¶o s¸t lÇn ®Çu tiªn

trong bµi b¸o cña Lee, Kim, Lee vµ Yen [32].

Ph©n tÝch ®é nh¹y nghiÖm trong Tèi ­u vÐct¬ cã nghÜa lµ tÝnh to¸n ®¹o hµm

(theo nghÜa cæ ®iÓn hoÆc theo nghÜa suy réng), ®èi ®¹o hµm (®èi ®¹o hµm

FrÐchet, ®èi ®¹o hµm Mordukhovich,...) cña ¸nh x¹ nghiÖm h÷u hiÖu hoÆc hµm

gi¸ trÞ tèi ­u cña c¸c bµi to¸n phô thuéc tham sè. §«i khi, ng­êi ta còng coi

c¸c kÕt qu¶ vÒ tÝnh liªn tôc cña ¸nh x¹ nghiÖm nh­ c¸c kÕt qu¶ thuéc vµo chñ

®Ò ph©n tÝch ®é nh¹y nghiÖm. Ngoµi ra, còng cÇn nãi thªm r»ng mét sè kÕt qu¶

vÒ tÝnh kh¶ vi hay c¸c ®¸nh gi¸ vi ph©n cña hµm gi¸ trÞ tèi ­u ®­îc tr×nh bµy

d­íi tiªu ®Ò "tÝnh æn ®Þnh vi ph©n" (differential stability) cña bµi to¸n ®­îc xÐt.

Tanino [49,50] ®· ph©n tÝch d¸ng ®iÖu cña hµm gi¸ trÞ tèi ­u b»ng c¸ch sö dông

"®¹o hµm tiÕp liªn" (contingent derivative). Ng­êi ta còng ®· nghiªn cøu ®é

nh¹y nghiÖm b»ng c¸c lo¹i ®¹o hµm suy réng kh¸c: Bednarczuk vµ Song [3],

vµ míi ®©y lµ Song vµ Wan [47], ®· sö dông "®¹o hµm tiÕp liªn trªn-®å-thÞ suy

réng" (generalized contingent epiderivative); Lee vµ Huy [31] sö dông "tiÒn

®¹o hµm" (proto-derivative). Mçi lo¹i ®¹o hµm suy réng ®Òu ®­îc x©y dùng

qua nh÷ng nãn tiÕp tuyÕn nµo ®ã cña ®å thÞ cña ¸nh x¹ ®a trÞ t¹i ®iÓm ®ang



7

kh¶o s¸t: ®¹o hµm tiÕp liªn ®­îc x©y dùng qua nãn tiÕp tuyÕn Bouligand, tiÒn

®¹o hµm ®­îc x©y dùng qua nãn tiÕp tuyÕn Bouligand vµ nãn tiÕp tuyÕn trung

gian... Ph­¬ng ph¸p nghiªn cøu sö dông c¸c ®¹o hµm suy réng th­êng ®­îc

gäi lµ ph­¬ng ph¸p tiÕp cËn b»ng kh«ng gian nÒn (the primal space approach).

Sö dông nãn ph¸p tuyÕn t¹i mét ®iÓm cho tr­íc trªn ®å thÞ cña ¸nh x¹ ®a trÞ,

Mordukhovich [35] ®· x©y dùng kh¸i niÖm ®èi ®¹o hµm (coderivative) - ®ã lµ

mét ¸nh x¹ ®a trÞ gi÷a c¸c kh«ng gian ®èi ngÉu. Ph­¬ng ph¸p nghiªn cøu sö

dông ®èi ®¹o hµm ®­îc gäi lµ ph­¬ng ph¸p tiÕp cËn b»ng kh«ng gian ®èi ngÉu

(the dual space approach). Trong nhiÒu t×nh huèng mµ ë ®ã nãn ph¸p tuyÕn

(kh«ng nhÊt thiÕt ph¶i lµ nãn låi) kh«ng lµ ®èi ngÉu cña bÊt cø lo¹i nãn tiÕp

tuyÕn nµo, ph­¬ng ph¸p tiÕp cËn b»ng kh«ng gian ®èi ngÉu th­êng chiÕm ­u

thÕ h¬n ph­¬ng ph¸p tiÕp cËn b»ng kh«ng gian nÒn.

LuËn ¸n nµy tr×nh bµy mét sè kÕt qu¶ míi vÒ tÝnh æn ®Þnh nghiÖm vµ ®é

nh¹y nghiÖm cña c¸c bµi to¸n tèi ­u vÐct¬ cã tham sè. LuËn ¸n bao gåm phÇn

më ®Çu, 4 ch­¬ng, phÇn kÕt luËn, vµ danh môc tµi liÖu tham kh¶o. Hai ch­¬ng

®Çu nghiªn cøu tÝnh æn ®Þnh nghiÖm cña c¸c bµi to¸n tèi ­u vÐct¬ nöa v« h¹n.

Hai ch­¬ng sau kh¶o s¸t ®é nh¹y nghiÖm cña mét sè bµi to¸n d¹ng tæng qu¸t.

Ch­¬ng 1 "TÝnh nöa liªn tôc cña nghiÖm bµi to¸n tèi ­u vÐct¬ nöa v« h¹n

tæng qu¸t" nghiªn cøu c¸c tÝnh chÊt nöa liªn tôc trªn vµ nöa liªn tôc d­íi cña

¸nh x¹ nghiÖm h÷u hiÖu trong bµi to¸n tèi ­u vÐct¬ nöa v« h¹n d­íi phÐp

nhiÔu hµm cña hµm môc tiªu vµ tËp rµng buéc. Mét bµi to¸n tèi ­u cã tËp

rµng buéc ®­îc cho bëi mét hä (cã thÓ v« h¹n) c¸c ®¼ng thøc/bÊt ®¼ng thøc

®­îc gäi lµ bµi to¸n tèi ­u nöa v« h¹n (a semi-infinite optimization problem),

hay cßn ®­îc gäi lµ mét quy ho¹ch nöa v« h¹n (a semi-infinite program). C¸c

bµi to¸n quy ho¹ch nöa v« h¹n xuÊt hiÖn trong c¸c m« h×nh thùc tÕ nh­ ®iÒu

khiÓn sù « nhiÔm kh«ng khÝ, ph©n phèi n­íc tõ hÖ thèng c¸c bÓ chøa, s¶n

xuÊt vµ ph©n phèi ®iÖn n¨ng; xem [23,43]. TÝnh æn ®Þnh nghiÖm cña bµi to¸n

tèi ­u nöa v« h¹n mét môc tiªu ®· ®­îc nhiÒu t¸c gi¶ quan t©m nghiªn cøu

(xem [4--7, 18--20, 22--24, 33, 43]..., vµ c¸c tµi liÖu ®­îc trÝch dÉn trong ®ã).

§èi víi bµi to¸n tèi ­u vÐct¬ nöa v« h¹n, c¸c kÕt qu¶ vÒ tÝnh æn ®Þnh nghiÖm

cßn kh¸ Ýt ái. Cho ®Õn n¨m 2008, bµi b¸o cña Chen vµ Craven [9], ë ®ã c¸c t¸c

gi¶ thu ®­îc mét vµi ®iÒu kiÖn ®ñ cho tÝnh nöa liªn tôc trªn vµ nöa liªn tôc d­íi

cña ¸nh x¹ nghiÖm h÷u hiÖu ®Þa ph­¬ng yÕu, lµ tµi liÖu duy nhÊt chóng t«i ®­îc
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biÕt khi b¾t ®Çu nghiªn cøu vÒ vÊn ®Ò nµy. C¸c kÕt qu¶ thu ®­îc trong Ch­¬ng

1 ph¸t triÓn mét sè kÕt qu¶ cña Xiang vµ Zhou [52], cña Xiang vµ Yin [53] vÒ

tÝnh æn ®Þnh nghiÖm trong bµi to¸n tèi ­u vÐct¬ kh«ng cã rµng buéc.

Ch­¬ng 2 "TÝnh gi¶-Lipschitz cña nghiÖm bµi to¸n tèi ­u vÐct¬ nöa v« h¹n

låi" tr×nh bµy c¸c ®iÒu kiÖn ®ñ ®Ó cã tÝnh gi¶-Lipschitz (mét tÝnh chÊt chÆt h¬n

tÝnh nöa liªn tôc d­íi) cña ¸nh x¹ nghiÖm h÷u hiÖu d­íi phÐp nhiÔu hµm cña

hµm môc tiªu vµ phÐp nhiÔu liªn tôc bªn ph¶i cña c¸c hµm rµng buéc ®èi víi

bµi to¸n tèi ­u vÐct¬ nöa v« h¹n låi. ë ®©y chóng ta xÐt líp bµi to¸n hÑp h¬n

líp ®­îc xÐt trong Ch­¬ng 1 d­íi t¸c ®éng cña lo¹i nhiÔu ®Æc biÖt h¬n: c¸c bµi

to¸n tèi ­u vÐct¬ nöa v« h¹n låi d­íi nhiÔu hµm cña hµm môc tiªu vµ nhiÔu

liªn tôc bªn ph¶i cña c¸c hµm rµng buéc. Nhê khai th¸c cÊu tróc ®Æc biÖt cña

líp bµi to¸n vµ cña phÐp nhiÔu, chóng ta cã thÓ thiÕt lËp c¸c ®iÒu kiÖn ®ñ cho

tÝnh gi¶-Lipschitz cña ¸nh x¹ nghiÖm h÷u hiÖu. Theo hiÓu biÕt cña chóng t«i,

c¸c kÕt qu¶ ë Ch­¬ng 2 lµ nh÷ng kÕt qu¶ ®Çu tiªn vÒ tÝnh gi¶-Lipschitz cña ¸nh

x¹ nghiÖm h÷u hiÖu.

Ch­¬ng 3 "§¹o hµm trªn-®å-thÞ Clarke suy réng cña hµm gi¸ trÞ tèi ­u trong

tèi ­u vÐct¬" sö dông ®¹o hµm trªn-®å-thÞ Clarke suy réng ®Ó ph©n tÝch ®é

nh¹y nghiÖm. N¨m 2002, Chen [8] ®· sö dông kh¸i niÖm ®¹o hµm trªn-®å-thÞ

Clarke suy réng (generalized Clarke epiderivative) ®Ó thu ®­îc c¸c ®iÒu kiÖn

tån t¹i nghiÖm cho tèi ­u ®a trÞ. V× hµm gi¸ trÞ tèi ­u cña bµi to¸n tèi ­u vÐct¬

phô thuéc tham sè lµ ¸nh x¹ ®a trÞ, nªn ta cã thÓ t×m c¸ch ¸p dông kh¸i niÖm

®¹o hµm trªn-®å-thÞ Clarke suy réng cña Chen ®Ó ph©n tÝch ®é nh¹y nghiÖm

trong tèi ­u vÐct¬. Trong Ch­¬ng 3 chóng ta ®­a ra mét sè c«ng thøc ®Ó tÝnh

chÝnh x¸c hoÆc ®¸nh gi¸ ®¹o hµm trªn-®å-thÞ Clarke suy réng cña hµm gi¸ trÞ

tèi ­u cho bµi to¸n tèi ­u vÐct¬ trong c¸c tr­êng hîp sau: a) bµi to¸n kh«ng cã

rµng buéc, b) bµi to¸n cã rµng buéc tæng qu¸t, c) bµi to¸n tèi ­u vÐct¬ nöa v«

h¹n.

Ch­¬ng 4 "§èi ®¹o hµm FrÐchet cña hµm gi¸ trÞ tèi ­u trong tèi ­u vÐct¬"

kh¶o s¸t ®é nh¹y nghiÖm b»ng c¸ch sö dông ®èi ®¹o hµm FrÐchet. ý t­ëng sö

dông ®èi ®¹o hµm ®Ó ph©n tÝch ®é nh¹y nghiÖm trong tèi ­u vÐct¬ ®· ®­îc thùc

hiÖn trong bµi b¸o cña Huy, Mordukhovich vµ Yao [26], ë ®ã c¸c t¸c gi¶ ®·

®¸nh gi¸ ®èi ®¹o hµm Mordukhovich (cßn ®­îc gäi lµ ®èi ®¹o hµm chuÈn t¾c)

cho hµm gi¸ trÞ tèi ­u trong c¸c bµi to¸n phô thuéc tham sè. Bªn c¹nh ®èi ®¹o
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hµm Mordukhovich, ®èi ®¹o hµm FrÐchet lµ mét kh¸i niÖm c¬ b¶n trong Gi¶i

tÝch biÕn ph©n vµ PhÐp tÝnh vi ph©n suy réng. §èi ®¹o hµm FrÐchet lµ mét ¸nh

x¹ ®a trÞ cã ®å thÞ låi ®ãng. C¸c quy t¾c tÝnh to¸n ®èi ®¹o hµm FrÐchet ®· ®­îc

tr×nh bµy mét c¸ch cã hÖ thèng trong cuèn chuyªn kh¶o [36]. ë Ch­¬ng 4,

chóng ta nghiªn cøu ®é nh¹y nghiÖm cña bµi to¸n tèi ­u vÐct¬ b»ng c¸ch sö

dông ®èi ®¹o hµm FrÐchet. C¸c kÕt qu¶ chÝnh cña ch­¬ng nµy bao gåm mét sè

c«ng thøc tÝnh to¸n ®èi ®¹o hµm FrÐchet cña hµm gi¸ trÞ tèi ­u trong c¸c bµi

to¸n tèi ­u vÐct¬ thuéc c¸c d¹ng sau: a) bµi to¸n cã tËp rµng buéc ®­îc x¸c

®Þnh bëi mét ¸nh x¹ ®a trÞ, b) bµi to¸n cã rµng buéc to¸n tö, c) bµi to¸n cã tËp

rµng buéc ®­îc m« t¶ bëi h÷u h¹n hoÆc v« h¹n c¸c hµm sè thùc.

B¶n th¶o ®Çu tiªn cña luËn ¸n cã tr×nh bµy c¸c kÕt qu¶ thu ®­îc bëi GS.

Jen-Chih Yao, GS. NguyÔn §«ng Yªn vµ t¸c gi¶ luËn ¸n [17] vÒ tÝnh nöa liªn

tôc d­íi cña hµm gi¸ trÞ tèi ­u trong bµi to¸n tèi ­u vÐct¬ tæng qu¸t phô thuéc

tham sè. Do khu«n khæ cña luËn ¸n, b¶n hoµn thiÖn nµy kh«ng bao gåm c¸c

kÕt qu¶ ®ã.

C¸c kÕt qu¶ cña luËn ¸n ®· ®­îc b¸o c¸o t¹i Xªmina phßng Gi¶i tÝch sè vµ

TÝnh to¸n khoa häc (ViÖn To¸n häc), The 9th International Symposium on Gen-

eralized Convexity and Generalized Monotonicity (Kaohsiung, Taiwan, July

21-25, 2008), International Symposium on Variational Analysis and Optimiza-

tion (Kaohsiung, Taiwan, November 28-30, 2008), International Symposium on

Optimization and Optimal Control (Kaohsiung, Taiwan, February 2-6, 2009),

The 8th International Spring School and Workshop on Optimization and its

Applications (Nha Trang, Vietnam, March 1-3, 2010), vµ CIMPA-UNESCO-

VIETNAM SCHOOL, Variational Inequalities and Related Problems (Hanoi,

Vietnam, May 10-21, 2010).

C¸c kÕt qu¶ cña luËn ¸n ®· ®­îc c«ng bè trong 5 bµi b¸o ®­îc ®¨ng ë Journal

of Global Optimization [11], European Journal of Operational Research [13],

Nonlinear Analysis [14], Taiwanese Journal of Mathematics [15], vµ Journal

of Optimization Theory and Applications [16].

LuËn ¸n nµy ®­îc hoµn thµnh t¹i ViÖn To¸n häc (ViÖn Khoa häc vµ C«ng

nghÖ ViÖt Nam). Trong thêi gian lµm nghiªn cøu sinh, nhê sù gióp ®ì nhiÖt t×nh

cña GS. J.-C. Yao, t¸c gi¶ luËn ¸n ®· cã c¬ héi ®Õn häc tËp vµ nghiªn cøu t¹i

§¹i häc Quèc gia T«n Trung S¬n (National Sun Yat-sen University, Kaohsiung,
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§µi Loan) tõ th¸ng 10/2007 ®Õn th¸ng 10/2009. T¸c gi¶ xin ch©n thµnh c¸m

¬n GS. TSKH. NguyÔn §«ng Yªn, TS. NguyÔn Quang Huy, vµ GS. Jen-Chih

Yao ®· tËn t×nh h­íng dÉn ®Ó cã ®­îc nh÷ng kÕt qu¶ trong luËn ¸n nµy.

Xin ch©n thµnh c¸m ¬n GS. Franco Giannessi, GS. Boris Mordukhovich,

GS. Xi Yin Zheng, GS. TSKH. Hoµng Xu©n Phó, GS. TSKH. Ph¹m H÷u S¸ch,

PGS. TS. TrÇn V¨n ¢n, PGS. TS. T¹ Duy Ph­îng, PGS. TS. NguyÔn N¨ng

T©m, TS. Bïi Träng Kiªn, vµ c¸c thµnh viªn cña phßng Gi¶i tÝch sè vµ TÝnh

to¸n khoa häc ®· gióp ®ì t¸c gi¶ trong qu¸ tr×nh nghiªn cøu.

T¸c gi¶ xin ®­îc c¸m ¬n PGS. TS. Tr­¬ng Xu©n §øc Hµ, PGS. TS. NguyÔn

ThÞ B¹ch Kim, vµ Héi ®ång chÊm luËn ¸n cÊp phßng vÒ nh÷ng nhËn xÐt vµ

nh÷ng ý kiÕn bæ Ých, gióp hoµn thiÖn luËn ¸n.

T¸c gi¶ xin ®­îc bµy tá lßng biÕt ¬n Ban l·nh ®¹o ViÖn To¸n häc, Trung

t©m §µo t¹o Sau ®¹i häc, vµ tËp thÓ c¸n bé c«ng nh©n viªn cña ViÖn To¸n häc

vÒ sù quan t©m gióp ®ì.

Xin ch©n thµnh c¸m ¬n Ban l·nh ®¹o tr­êng §¹i häc §ång Th¸p vµ tr­êng

§¹i häc Sµi Gßn, c¸c thÇy c« gi¸o vµ c¸c b¹n ®ång nghiÖp ë Khoa To¸n tr­êng

§¹i häc §ång Th¸p vµ Khoa To¸n-øng dông tr­êng §¹i häc Sµi Gßn ®· lu«n

®éng viªn gióp ®ì t¸c gi¶.

Xin c¸m ¬n c¸c b¹n nghiªn cøu sinh, gia ®×nh vµ b¹n bÌ ®· lu«n khuyÕn

khÝch gióp ®ì t¸c gi¶ trong qu¸ tr×nh häc tËp, nghiªn cøu.
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Ch­¬ng 1

TÝnh nöa liªn tôc cña nghiÖm bµi to¸n
tèi ­u vÐct¬ nöa v« h¹n tæng qu¸t

Ch­¬ng nµy thiÕt lËp c¸c ®iÒu kiÖn cÇn vµ ®ñ cho tÝnh nöa liªn tôc trªn vµ

nöa liªn tôc d­íi cña ¸nh x¹ nghiÖm h÷u hiÖu trong bµi to¸n tèi ­u vÐct¬ nöa

v« h¹n d­íi phÐp nhiÔu hµm cña c¶ hµm môc tiªu vµ tËp rµng buéc.

Môc 1.1 ®­a ra mét sè kh¸i niÖm c¬ b¶n, ®Æc biÖt lµ bµi to¸n tèi ­u vÐct¬

nöa v« h¹n, vµ mét sè ký hiÖu cÇn thiÕt. Môc 1.2 kh¶o s¸t tÝnh nöa liªn tôc

trªn/d­íi cña ¸nh x¹ tËp rµng buéc trong bµi to¸n tèi ­u vÐc t¬ nöa v« h¹n.

Môc 1.3 thiÕt lËp c¸c ®iÒu kiÖn cÇn vµ ®ñ cho tÝnh nöa liªn tôc d­íi cña ¸nh

x¹ nghiÖm h÷u hiÖu trong bµi to¸n tèi ­u vÐc t¬ nöa v« h¹n. Môc 1.4 tr×nh bµy

c¸c ®iÒu kiÖn cÇn vµ ®ñ cho tÝnh nöa liªn tôc trªn cña ¸nh x¹ nghiÖm h÷u hiÖu

trong bµi to¸n tèi ­u vÐc t¬ nöa v« h¹n.

Ch­¬ng nµy ®­îc viÕt trªn c¬ së bµi b¸o [11]. C¸c kÕt qu¶ chÝnh ®­îc tr×nh

bµy ë ®©y më réng mét sè kÕt qu¶ t­¬ng øng cña Xiang vµ Zhou [52], Xiang

vµ Yin [53] vÒ tÝnh æn ®Þnh nghiÖm cña bµi to¸n tèi ­u vÐct¬ kh«ng cã rµng

buéc.
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1.1 C¸c ký hiÖu vµ kh¸i niÖm c¬ b¶n

Cho Θ lµ mét tËp con comp¾c cña mét kh«ng gian t«p« Hausdorff vµ cho

C[Θ,Rn] lµ kh«ng gian c¸c hµm vÐct¬ liªn tôc tõ Θ vµo Rn ®­îc trang bÞ bëi

chuÈn

||f || := max
x∈Θ
‖f(x)‖n ∀f ∈ C[Θ,Rn],

ë ®ã ký hiÖu || · ||n ®­îc dïng ®Ó chØ chuÈn trong kh«ng gian Euclide n-chiÒu

Rn. ChuÈn trong kh«ng gian tÝch X × Y cña c¸c kh«ng gian ®Þnh chuÈn X vµ

Y nµo ®ã ®­îc ®Þnh nghÜa bëi

||(x, y)|| := ||x||+ ||y|| ∀(x, y) ∈ X × Y.

Cho Ω lµ tËp con comp¾c kh¸c rçng cña mét kh«ng gian mªtric (X, d) vµ

cho T lµ tËp con comp¾c kh¸c rçng cña mét kh«ng gian t«p« Hausdorff nµo ®ã.

Bµi to¸n tèi ­u vÐct¬ nöa v« h¹n phô thuéc tham sè (parametric semi-infinite

vector optimization), viÕt t¾t lµ PSVO, ®­îc ®Þnh nghÜa nh­ sau:

Cho kh«ng gian tham sè P := C[Ω,Rs] × C[Ω × T,Rm] × C[T,Rm]. Víi

mçi tham sè p := (f, g, b) ∈ P , ta xÐt bµi to¸n tèi ­u vÐct¬ nöa v« h¹n

(SVO)p : minRs
+
f(x) víi rµng buéc x ∈ C(p), (1.1.1)

ë ®©y

C(p) := {x ∈ Ω | g(x, t)− b(t) ∈ −Rm
+ ∀t ∈ T} (1.1.2)

lµ tËp rµng buéc vµ

Rk
+ := {x = (x1, ..., xk) ∈ Rk |xi ≥ 0 ∀i = 1, ..., k}, k = 1, 2, ...

ký hiÖu cho tËp c¸c vÐct¬ kh«ng ©m cña Rk.
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¸nh x¹ ®a trÞ C : P ⇒ Ω, g¸n mçi ®iÓm p ∈ P víi tËp C(p) ë trong (1.1.2),

®­îc gäi lµ ¸nh x¹ tËp rµng buéc cña bµi to¸n (PSVO).

Xuyªn suèt luËn ¸n nµy, ta ký hiÖu phÇn trong t«p« vµ bao ®ãng t«p« cña

tËp con A cña mét kh«ng gian t«p« Y t­¬ng øng lµ intA vµ clA. Ký hiÖu N (y)

®­îc dïng ®Ó chØ tËp tÊt c¶ c¸c l©n cËn cña y ∈ Y .

§Þnh nghÜa 1.1.1. (i) Ta viÕt x̄ ∈ S(p) ®Ó chØ r»ng x̄ lµ nghiÖm h÷u hiÖu (hay

nghiÖm Pareto) cña bµi to¸n (SVO)p nÕu x̄ ∈ C(p) vµ kh«ng tån t¹i x ∈ C(p)

tháa m·n f(x) − f(x̄) ∈ −Rs
+\{0s}. ë ®©y 0s lµ vÐct¬ 0 cña Rs. ¸nh x¹

S : P ⇒ Ω, g¸n mçi ®iÓm p ∈ P víi tËp S(p), ®­îc gäi lµ ¸nh x¹ nghiÖm h÷u

hiÖu (hay ¸nh x¹ nghiÖm Pareto) cña bµi to¸n (PSVO).

(ii) Ta viÕt x̄ ∈ Sw(p) ®Ó chØ r»ng x̄ lµ nghiÖm h÷u hiÖu yÕu (hay nghiÖm Pareto

yÕu) cña bµi to¸n (SVO)p nÕu x̄ ∈ C(p) vµ kh«ng tån t¹i x ∈ C(p) tháa m·n

f(x) − f(x̄) ∈ −intRs
+. ¸nh x¹ Sw : P ⇒ Ω, g¸n mçi ®iÓm p ∈ P víi tËp

Sw(p), ®­îc gäi lµ ¸nh x¹ nghiÖm h÷u hiÖu yÕu (hay ¸nh x¹ nghiÖm Pareto

yÕu) cña bµi to¸n (PSVO).

Cho F : Y ⇒ Z lµ ¸nh x¹ ®a trÞ gi÷a c¸c kh«ng gian t«p«. TËp hîp

domF := {y ∈ Y | F (y) 6= ∅} lµ miÒn h÷u hiÖu cña F.

§Þnh nghÜa 1.1.2. ¸nh x¹ ®a trÞ F : Y ⇒ Z ®­îc gäi lµ

(i) nöa liªn tôc trªn t¹i y0 ∈ Y nÕu víi mäi tËp më V ⊂ Z tháa m·n F (y0) ⊂ V

tån t¹i U ∈ N (y0) sao cho F (y) ⊂ V víi mäi y ∈ U.

(ii) nöa liªn tôc d­íi t¹i y0 ∈ domF nÕu víi mäi tËp më V ⊂ Z tháa m·n

V ∩ F (y0) 6= ∅ tån t¹i U ∈ N (y0) sao cho V ∩ F (y) 6= ∅ víi mäi y ∈ U.

(iii) liªn tôc t¹i y0 ∈ domF nÕu F ®ång thêi lµ nöa liªn tôc trªn vµ nöa liªn
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tôc d­íi t¹i y0.

NhËn xÐt 1.1.1. NÕu Y vµ Z lµ c¸c kh«ng gian mªtric, th× ta cã c¸c ®Þnh nghÜa

t­¬ng ®­¬ng vÒ tÝnh nöa liªn tôc trªn/d­íi cña mét ¸nh x¹ ®a trÞ nh­ sau: F lµ

nöa liªn tôc d­íi t¹i y0 ∈ domF khi vµ chØ khi víi bÊt kú z0 ∈ F (y0) vµ bÊt kú

d·y {yi} ⊂ domF, yi → y0, tån t¹i d·y {zi} ⊂ Z, zi ∈ F (yi) sao cho zi → z0

(xem [2, Definition 1.4.2]). F lµ nöa liªn tôc trªn t¹i y0 ∈ domF khi vµ chØ khi

víi bÊt kú d·y {yi} ⊂ Y, yi → y0, vµ bÊt kú d·y {zi} ⊂ Z, zi ∈ F (yi)\F (y0)

víi mäi i, tån t¹i d·y {zij} ⊂ {zi} tháa m·n zij → z0 ∈ F (y0) (xem [25,

Proposition 2.5.5]).

§Ó kh¶o s¸t tÝnh nöa liªn tôc trªn/d­íi cña ¸nh x¹ nghiÖm h÷u hiÖu S trong

c¸c môc sau, chóng ta cÇn nh¾c l¹i c¸c tÝnh chÊt låi theo nãn vµ tùa låi chÆt

theo nãn cña mét hµm vÐct¬.

§Þnh nghÜa 1.1.3. (Xem [34, Definition 6.1]) Cho Θ lµ tËp låi kh¸c rçng cña

mét kh«ng gian vÐct¬ t«p« vµ cho f : Θ → Rs lµ mét hµm vÐct¬. Gi¶ sö

K ⊂ Rs lµ nãn låi. Ta nãi r»ng

(i) f lµ låi theo nãn K (hay K-låi) trªn Θ nÕu víi mäi x1, x2 ∈ Θ, víi mäi

t ∈ [0, 1],

f(tx1 + (1− t)x2) ∈ tf(x1) + (1− t)f(x2)−K,

(ii) f lµ tùa låi chÆt theo nãn K (hay K-tùa låi chÆt) trªn Θ, khi intK 6= ∅,

nÕu víi mäi y ∈ Rs, víi mäi x1, x2 ∈ Θ, x1 6= x2, víi mäi t ∈ (0, 1),

f(x1), f(x2) ∈ y −K kÐo theo f(tx1 + (1− t)x2) ∈ y − intK.
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1.2 TÝnh liªn tôc cña ¸nh x¹ tËp rµng buéc

Môc nµy kh¶o s¸t c¸c tÝnh chÊt nöa liªn tôc trªn vµ nöa liªn tôc d­íi cña

¸nh x¹ tËp rµng buéc C : P ⇒ Ω.

Ph¸t biÓu ®Çu tiªn kh¼ng ®Þnh r»ng ¸nh x¹ tËp rµng buéc C lu«n lu«n nöa

liªn tôc trªn t¹i mäi ®iÓm p ∈ domC.

MÖnh ®Ò 1.2.1. Cho p0 := (f0, g0, b0) ∈ domC. Khi ®ã ¸nh x¹ tËp rµng buéc

C lµ nöa liªn tôc trªn t¹i p0.

Chøng minh. Gi¶ sö
{
pk := (fk, gk, bk)

}∞
k=1
⊂ P lµ d·y tïy ý tháa m·n

pk → p0 khi k → ∞ vµ gi¶ sö {xk}∞k=1 ⊂ Ω lµ d·y tïy ý tháa m·n

xk ∈ C(pk)\C(p0) víi mäi k ∈ {1, 2, ...}. Do Ω lµ comp¾c, b»ng c¸ch lÊy

mét d·y con nÕu cÇn, ta cã thÓ gi¶ sö r»ng xk → x0 khi k →∞. Chøng minh

sÏ kÕt thóc nÕu chóng ta chØ ra ®­îc r»ng x0 ∈ C(p0).

V× pk → p0 khi k → ∞ nªn ta cã víi mçi ε > 0, tån t¹i k0 sao cho

||pk − p0|| < ε
3 víi mäi k ≥ k0. Do ®ã, ||gk − g0|| < ε

3 , ||bk − b0|| < ε
3 víi mäi

k ≥ k0. §iÒu nµy dÉn ®Õn

g0(x, t)− gk(x, t)−
1

3
εm ∈ −Rm

+ ∀x ∈ Ω, t ∈ T, k ≥ k0, (1.2.1)

bk(t)− b0(t)− 1

3
εm ∈ −Rm

+ ∀x ∈ Ω, t ∈ T, k ≥ k0, (1.2.2)

ë ®ã εm := (ε, ε, ..., ε) ∈ Rm. Do tÝnh liªn tôc cña g0 vµ tÝnh comp¾c cña T ,

tån t¹i δ > 0 sao cho víi mäi x ∈ Ω mµ d(x, x0) < δ,

||g0(x, t)− g0(x0, t)||m <
ε

3
∀t ∈ T.
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Suy ra

g0(x0, t)− g0(x, t)− 1

3
εm ∈ −Rm

+ ∀t ∈ T. (1.2.3)

V× xk → x0 khi k → ∞, nªn tån t¹i k1 ≥ k0 sao cho d(xk, x0) < δ víi mäi

k ≥ k1. Do ®ã, tõ (1.2.3), (1.2.1) vµ (1.2.2) suy ra

g0(x0, t)− b0(t)− εm ∈ −Rm
+ ∀t ∈ T.

Do tÝnh liªn tôc cña g0 vµ b0, vµ do tÝnh ®ãng cña Rm
+ , ta cã

g0(x0, t)− b0(t) ∈ −Rm
+ ∀t ∈ T.

V× vËy, x0 ∈ C(p0). 2

NhËn xÐt 1.2.1. Nh­ ta ®· thÊy ë trªn, ¸nh x¹ C lu«n lu«n nöa liªn tôc trªn t¹i

mäi ®iÓm p ∈ domC, nh­ng kh¼ng ®Þnh nµy nh×n chung lµ kh«ng ®óng ®èi

víi tÝnh nöa liªn tôc d­íi cña C (xem VÝ dô 1.3.1 ë Môc 1.3 d­íi ®©y). KÕt

qu¶ tiÕp theo ®­a ra mét ®iÒu kiÖn ®ñ ®Ó C cã tÝnh nöa liªn tôc d­íi t¹i mét

®iÓm cho tr­íc.

MÖnh ®Ò 1.2.2. Cho Ω lµ tËp låi comp¾c kh¸c rçng cña mét kh«ng gian låi

®Þa ph­¬ng vµ p0 := (f0, g0, b0) ∈ P . Gi¶ sö r»ng c¸c ®iÒu kiÖn sau ®©y ®­îc

tháa m·n:

(i) Víi mäi t ∈ T , g(·, t) lµ Rm
+ -låi trªn Ω;

(ii) §iÒu kiÖn Slater ®óng cho C(p0), cã nghÜa lµ tån t¹i x̂ ∈ Ω sao cho

g0(x̂, t)− b0(t) ∈ −intRm
+ ∀t ∈ T.

Khi ®ã C lµ nöa liªn tôc d­íi t¹i p0.

Chøng minh. Gi¶ sö W lµ tËp låi më tháa m·n W ∩ C(p0) 6= ∅. Do (ii), tån
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t¹i x̂ ∈ C(p0) sao cho

g0(x̂, t)− b0(t) ∈ −intRm
+ ∀t ∈ T. (1.2.4)

LÊy tïy ý x0 ∈ W ∩ C(p0) vµ r ∈ (0, 1]. §Æt

xr := x0 + r(x̂− x0) ∈ W.

Tõ (i) suy ra C(p0) lµ låi. Do ®ã, xr ∈ W ∩ C(p0). Bëi tÝnh låi theo nãn cña

hµm g0(·, t) vµ (1.2.4) ta cã

g0(xr, t) = g0((1− r)x0 + rx̂, t) ∈ (1− r)g0(x0, t) + rg0(x̂, t)− Rm
+

⊂ b0(t)− intRm
+ ∀t ∈ T.

V× vËy, ta cã thÓ chän ε > 0 sao cho

g0(xr, t)− b0(t) + εm ∈ −Rm
+ ∀t ∈ T, (1.2.5)

ë ®ã εm := (ε, ε, ..., ε) ∈ Rm. Ta kh¼ng ®Þnh r»ng, víi mçi p := (f, g, b) ∈ P

tháa m·n ||p− p0|| < ε
2 , W ∩ C(p) 6= ∅. ThËt vËy, ta cã

g(x, t)− g0(x, t)− 1

2
εm ∈ −Rm

+ ∀x ∈ Ω, t ∈ T, (1.2.6)

b0(t)− b(t)− 1

2
εm ∈ −Rm

+ ∀x ∈ Ω, t ∈ T. (1.2.7)

Tõ (1.2.5), (1.2.6) vµ (1.2.7) ta nhËn ®­îc

g(xr, t)− b(t) ∈ −Rm
+ ∀t ∈ T.

Do ®ã, xr ∈ C(p) vµ W ∩ C(p) 6= ∅. VËy C lµ nöa liªn tôc d­íi t¹i p0. 2

NhËn xÐt 1.2.2. MÖnh ®Ò 1.2.1 vµ MÖnh ®Ò 1.2.2 ë trªn më réng c¸c kÕt qu¶

t­¬ng øng cña Chen vµ Craven [9, Lemma 3.1] trong tr­êng hîp Ω lµ tËp låi

comp¾c kh¸c rçng cña mét kh«ng gian h÷u h¹n chiÒu. §Æc biÖt h¬n, khi g(·, t)
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lµ hµm (v« h­íng) låi víi mäi t ∈ T , ta cã kh¼ng ®Þnh: tÝnh nöa liªn tôc d­íi

cña ¸nh x¹ tËp rµng buéc C t¹i mét ®iÓm cho tr­íc lµ t­¬ng ®­¬ng víi sù tháa

m·n cña ®iÒu kiÖn Slater t¹i ®iÓm ®ã (xem [33, Theorem 4.1(i)(v)]).

1.3 TÝnh nöa liªn tôc d­íi cña ¸nh x¹ nghiÖm h÷u hiÖu

Trong môc nµy chóng ta tr×nh bµy c¸c ®iÒu kiÖn cÇn vµ ®ñ cho tÝnh nöa liªn

tôc d­íi cña ¸nh x¹ nghiÖm h÷u hiÖu S t¹i mét ®iÓm cho tr­íc.

§Þnh lý 1.3.1. Cho p0 := (f0, g0, b0) ∈ P. NÕu S lµ nöa liªn tôc d­íi t¹i

p0, th× víi mçi x0 ∈ S(p0) vµ víi mçi V (x0) ∈ N (x0) ë trong Ω, tån t¹i

x̄ ∈ V (x0) ∩ S(p0) sao cho

f−1
0 (f0(x̄)) ∩ C(p0) ⊂ V (x0). (1.3.1)

H¬n n÷a, nÕu thªm vµo ®ã ¸nh x¹ tËp rµng buéc C lµ nöa liªn tôc d­íi t¹i p0,

th× kh¼ng ®Þnh ng­îc l¹i còng ®óng.

Chøng minh. Tr­íc hÕt ta chøng minh kh¼ng ®Þnh thø nhÊt cña ®Þnh lý. Gi¶

sö ng­îc l¹i r»ng tån t¹i x0 ∈ S(p0) vµ V (x0) ∈ N (x0) ë trong Ω sao cho

f−1
0 (f0(x)) ∩ C(p0) * V (x0) ∀x ∈ V (x0) ∩ S(p0). (1.3.2)

Gi¶ sö V1(x0), V2(x0) lµ c¸c l©n cËn më cña x0 tháa m·n

clV1(x0) ⊂ V2(x0) ⊂ clV2(x0) ⊂ V (x0).

Theo Bæ ®Ò Urysohn (xem [30, Lemma 4, p. 115]) tån t¹i mét hµm liªn tôc α

ë trªn Ω sao cho α(x) = 0 nÕu x ∈ clV1(x0) vµ α(x) = 1 nÕu x ∈ Ω\V2(x0).

Víi mçi sè nguyªn d­¬ng k > 1, ta ®Þnh nghÜa uk := (1
k , ...,

1
k) ∈ Rs vµ

fk(x) := f0(x)− α(x)uk ∀x ∈ Ω.
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Khi ®ã fk ∈ C[Ω,Rs] víi mäi k > 1. §Æt pk := (fk, g0, b0) ∈ P. NhËn xÐt

r»ng

V1(x0) ∩ S(pk) = ∅ ∀k > 1. (1.3.3)

ThËt vËy, víi x ∈ V1(x0) ®­îc lÊy tïy ý, cã ba kh¶ n¨ng sau.

(a) NÕu x ∈ V1(x0) ∩ S(p0), th× do (1.3.2) tån t¹i zx ∈ C(p0)\V (x0) sao

cho f0(zx) = f0(x). Do ®ã,

fk(zx)− fk(x) =f0(zx)− f0(x)− (α(zx)− α(x))uk

=f0(zx)− f0(x)− uk

=− uk ∈ −intRs
+ ⊂ −Rs

+\{0s}.

§iÒu nµy cã nghÜa lµ x /∈ S(pk) víi mäi k > 1.

(b) NÕu x ∈ (V1(x0) ∩ C(p0))\S(p0), th× tån t¹i zx ∈ C(p0) sao cho

f0(zx)− f0(x) ∈ −Rs
+\{0s}.

Do ®ã,

fk(zx)− fk(x) =f0(zx)− f0(x)− (α(zx)− α(x))uk

=f0(zx)− f0(x)− α(zx)u
k ∈ −Rs

+\{0s}.

V× vËy, x /∈ S(pk) víi mäi k > 1.

(c) NÕu x ∈ V1(x0)\C(p0) th× ta cã x /∈ S(pk), bëi v× C(pk) = C(p0) víi

mäi k > 1.

Tãm l¹i (1.3.3) nghiÖm ®óng. Trong khi ®ã, dÔ thÊy r»ng pk → p0 khi

k →∞. §iÒu nµy m©u thuÉn víi gi¶ thiÕt S lµ nöa liªn tôc d­íi t¹i p0. Kh¼ng

®Þnh thø nhÊt cña ®Þnh lý ®· ®­îc chøng minh.
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B©y giê ta chøng minh kh¼ng ®Þnh thø hai. Gi¶ sö C lµ nöa liªn tôc d­íi t¹i

p0. NÕu S kh«ng lµ nöa liªn tôc d­íi t¹i p0, th× tån t¹i mét ®iÓm x0 ∈ S(p0),

mét tËp më V (x0) ∈ N (x0) vµ mét d·y {pk := (fk, gk, bk)} ⊂ P tháa m·n

pk → p0 vµ

S(pk) ∩ V (x0) = ∅, ∀k ≥ 1. (1.3.4)

Chän mét tËp më V ′(x0) ∈ N (x0) sao cho clV ′(x0) ⊂ V (x0). Do gi¶ thiÕt cña

®Þnh lý, tån t¹i x̄ ∈ V ′(x0) ∩ S(p0) sao cho

f−1
0 (f0(x̄)) ∩ C(p0) ⊂ V ′(x0). (1.3.5)

V× C lµ nöa liªn tôc d­íi t¹i p0 nªn tån t¹i d·y {vk} sao cho vk → x̄ vµ

vk ∈ C(pk) víi mäi k ≥ 1. Do V ′(x0) lµ tËp më chøa x̄, nªn kh«ng mÊt tÝnh

tæng qu¸t ta cã thÓ gi¶ sö vk ∈ V ′(x0) víi mäi k ≥ 1. Víi mçi k ≥ 1, ta ®Æt

Wk(x̄) :=

{
x ∈ C(pk) ∩ V ′(x0) | d(x, x̄) < d(vk, x̄) +

1

k

}
.

DÔ thÊy vk ∈ Wk(x̄) víi mäi k ≥ 1. Suy ra Wk(x̄) 6= ∅ víi mäi k ≥ 1.

Ta kh¼ng ®Þnh r»ng tån t¹i k0 ≥ 1, xk ∈ Wk(x̄) vµ zk ∈ C(pk)\V ′(x0) sao

cho

fk(zk)− fk(xk) ∈ −Rs
+\{0s} ∀k ≥ k0. (1.3.6)

ThËt vËy, nÕu kh¼ng ®Þnh võa nªu lµ sai, th× tån t¹i d·y con {kl} ⊂ {k}, ®Ó

cho gän ta vÉn ký hiÖu d·y con nµy lµ {k}, sao cho víi mçi k ≥ 1, víi mäi

x ∈ Wk(x̄) vµ mäi z ∈ C(pk)\V ′(x0), ta cã

fk(z)− fk(x) 6∈ −Rs
+\{0s}. (1.3.7)

Ký hiÖu S(A, fk) lµ tËp c¸c nghiÖm h÷u hiÖu cña bµi to¸n

minRs
+
{fk(x) | x ∈ A},
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trong ®ã A lµ mét tËp con cña C(pk). Do tÝnh comp¾c cña C(pk)∩ clV ′(x0) vµ

tÝnh liªn tôc cña fk ta cã S(C(pk) ∩ clV ′(x0), fk) 6= ∅. XÐt hai kh¶ n¨ng sau.

(a) NÕu S(C(pk) ∩ clV ′(x0), fk) ∩Wk(x̄) 6= ∅, th× tån t¹i

z̄ ∈ S(C(pk) ∩ clV ′(x0), fk) ∩Wk(x̄).

Khi ®ã z̄ ∈ S(pk). ThËt vËy, nÕu z̄ 6∈ S(pk), th× do z̄ ∈ S(C(pk)∩clV ′(x0), fk),

tån t¹i z ∈ C(pk)\V ′(x0) sao cho fk(z) − fk(z̄) ∈ −Rs
+\{0s}. Quan hÖ nµy

m©u thuÉn víi (1.3.7). VËy z̄ ∈ S(pk) vµ do ®ã,

z̄ ∈ S(pk) ∩Wk(x̄) ⊂ S(pk) ∩ V ′(x0) ⊂ S(pk) ∩ V (x0).

§iÒu nµy m©u thuÉn víi (1.3.4).

(b) NÕu S(C(pk) ∩ clV ′(x0), fk) ∩Wk(x̄) = ∅, th× ta chän

ȳ ∈ Wk(x̄)\S(C(pk) ∩ clV ′(x0), fk).

Khi ®ã tån t¹i zȳ ∈ C(pk) ∩ clV ′(x0) sao cho

fk(zȳ)− fk(ȳ) ∈ −Rs
+\{0s}. (1.3.8)

§Æt D := {x ∈ C(pk) ∩ clV ′(x0) | fk(x) − fk(zȳ) ∈ −Rs
+}. DÔ thÊy r»ng

S(D, fk) 6= ∅ vµ

S(D, fk) ⊂ S(C(pk) ∩ clV ′(x0), fk).

LÊy tïy ý z̄ ∈ S(D, fk). Khi ®ã, z̄ ∈ S(pk). ThËt vËy, nÕu z̄ 6∈ S(pk), th× do

z̄ ∈ S(C(pk) ∩ clV ′(x0), fk), tån t¹i y ∈ C(pk)\V ′(x0) sao cho

fk(y)− fk(z̄) ∈ −Rs
+\{0s}. (1.3.9)

Do z̄ ∈ D, ta cã fk(z̄)−fk(zȳ) ∈ −Rs
+. KÕt hîp ®iÒu nµy víi (1.3.8) vµ (1.3.9),



22

ta nhËn ®­îc

fk(y)− fk(ȳ) ∈ −Rs
+\{0s},

m©u thuÉn víi (1.3.7). V× vËy, z̄ ∈ S(pk). Bao hµm thøc z̄ ∈ D kÐo theo

z̄ ∈ S(pk) ∩ clV ′(x0) ⊂ S(pk) ∩ V (x0).

§iÒu nµy m©u thuÉn víi (1.3.4). Tãm l¹i kh¼ng ®Þnh ë (1.3.6) lµ ®óng.

Do Ω lµ comp¾c, kh«ng mÊt tÝnh tæng qu¸t ta cã thÓ gi¶ sö r»ng zk → z0 ∈

Ω\V ′(x0). LËp luËn nh­ ë trong chøng minh cña MÖnh ®Ò 1.2.1 (víi chó ý

r»ng ë trong chøng minh ®ã ta vÉn kÕt luËn ®­îc x0 ∈ C(p0) nÕu xk ∈ C(pk)

víi mäi k), ta thu ®­îc z0 ∈ C(p0). B©y giê, cho k →∞ ë trong (1.3.6), ta cã

f0(z0)− f0(x̄) ∈ −Rs
+.

Do ®ã, f0(z0) = f0(x̄), bëi v× x̄ ∈ S(p0). Tõ (1.3.5) suy ra

z0 ∈ f−1
0 (f0(x̄)) ∩ C(p0) ⊂ V ′(x0),

®iÒu nµy m©u thuÉn víi z0 ∈ Ω\V ′(x0). Kh¼ng ®Þnh thø hai cña ®Þnh lý ®·

®­îc chøng minh. 2

NhËn xÐt 1.3.1. NÕu ¸nh x¹ tËp rµng buéc C kh«ng lµ nöa liªn tôc d­íi t¹i

®iÓm ®­îc kh¶o s¸t th× ®iÒu kiÖn ë trong §Þnh lý 1.3.1 nãi chung kh«ng ph¶i

lµ ®iÒu kiÖn ®ñ ®Ó cã ®­îc tÝnh nöa liªn tôc d­íi cña ¸nh x¹ ®iÓm h÷u hiÖu S

t¹i ®iÓm ®ã.

VÝ dô 1.3.1. LÊy Ω = {(x1, x2) ∈ R2 | x1 ≤ 0, 0 ≤ x2 ≤ x1 +1}, T = [0, 1] ⊂

R. Cho f0 : Ω → R, g0 : Ω × T → R vµ b0, bk : T → R lµ c¸c hµm sè ®­îc

®Þnh nghÜa nh­ sau.

f0(x) = x1 ∀x = (x1, x2) ∈ Ω, g0(x, t) = −tx1 + tx2 ∀(x, t) ∈ Ω× T,
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b0(t) = t ∀t ∈ T, bk(t) =

{
k+1
k t− 1

k nÕu t ∈ [ 1
k+1 , 1]

0 nÕu t ∈ [0, 1
k+1 ], k ≥ 1.

DÔ thÊy r»ng g0(·, t) lµ låi víi mäi t ∈ T vµ bk → b0. §Æt p0 :=

(f0, g0, b0), pk := (fk, gk, bk), ë ®©y fk := f0, gk := g0 víi mäi k ≥ 1. Ta

cã pk → p0 vµ

C(p0) = Ω,S(p0) = Sw(p0) = {(−1, 0)},

C(pk) = {(0, 0)},S(pk) = {(0, 0)} ∀k ≥ 1.

DÔ thÊy r»ng bao hµm thøc (1.3.1) nghiÖm ®óng vµ C kh«ng lµ nöa liªn tôc

d­íi t¹i p0. Trªn thùc tÕ, S kh«ng lµ nöa liªn tôc d­íi t¹i p0.

VÝ dô tiÕp theo chØ ra tÇm quan träng cña bao hµm thøc (1.3.1) trong ®iÒu

kiÖn ®ñ cho tÝnh nöa liªn tôc d­íi cña S. Cô thÓ h¬n, nÕu (1.3.1) bÞ vi ph¹m

th× ta kh«ng cã tÝnh nöa liªn tôc d­íi cña S t¹i ®iÓm ®­îc xÐt, mÆc dÇu C lµ

nöa liªn tôc d­íi t¹i ®iÓm ®ã.

VÝ dô 1.3.2. LÊy Ω = {(x1, x2) ∈ R2 |x1 ≥ 0, 0 ≤ x2 ≤ 1− x1}, T = [0, 1] ⊂

R. Cho f0 : Ω → R, g0 : Ω× T → R vµ b0, bk : T → R, k ≥ 1 lµ c¸c hµm sè

®­îc ®Þnh nghÜa nh­ sau.

f0(x) = x1 ∀x = (x1, x2) ∈ Ω, g0(x, t) = (t−1)x1 + tx2 ∀(x, t) ∈ Ω×T,

b0(t) = t ∀t ∈ T, bk(t) =

{
k+1
k t− 1

k nÕu t ∈ [ 1
k+1 , 1]

0 nÕu t ∈ [0, 1
k+1 ].

DÔ thÊy r»ng g0(·, t) lµ låi víi mäi t ∈ T vµ bk → b0. §Æt p0 :=

(f0, g0, b0), pk := (fk, gk, bk), ë ®©y fk := f0, gk := g0 víi mäi k ≥ 1. Râ

rµng r»ng pk → p0. Víi x̂ := (1
4 ,

1
4) ∈ Ω, ta cã

g0(x̂, t) =
1

2
t− 1

4
< t = b0(t) ∀t ∈ T.
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§iÒu nµy cã nghÜa lµ ®iÒu kiÖn Slater ®óng cho C(p0). Tõ MÖnh ®Ò 1.2.2 suy

ra r»ng C lµ nöa liªn tôc d­íi t¹i p0. Ta cã

C(p0) = Ω, C(pk) ={(x1, x2) | 0 ≤ x1 ≤
1

k + 1
, 0 ≤ x2 ≤ kx1}∪

{(x1, x2) |x1 ≥
1

k + 1
, 0 ≤ x2 ≤ 1− x1} ∀k ≥ 1,

S(p0) = {(0, x2) | 0 ≤x2 ≤ 1}, S(pk) = {(0, 0)} ∀k ≥ 1.

NÕu ta lÊy x0 := (0, 1
2) ∈ S(p0) vµ V (x0) := B 1

4
(x0) ∩ Ω, ë ®©y B 1

4
(x0) :=

{x ∈ R2 | ||x− x0||2 < 1
4}, th× bao hµm thøc (1.3.1) kh«ng nghiÖm ®óng. Trªn

thùc tÕ, S kh«ng lµ nöa liªn tôc d­íi t¹i p0.

B»ng c¸ch ®Æt g(x, t) := (0, ..., 0) ∈ Rm vµ b(t) := (1, ..., 1) ∈ Rm víi mäi

x ∈ Ω, víi mäi t ∈ T , tõ §Þnh lý 1.3.1 ta nhËn ®­îc kÕt qu¶ sau.

HÖ qu¶ 1.3.1. (Xem [52, Theorem 4.2], [53, Theorem 3.3]) Cho p0 ∈ P . NÕu

C(p) = Ω víi mäi p ∈ P , th× S lµ nöa liªn tôc d­íi t¹i p0 khi vµ chØ khi víi mçi

x0 ∈ S(p0) vµ víi mçi V (x0) ∈ N (x0) ë trong Ω, tån t¹i x̄ ∈ V (x0) ∩ S(p0)

sao cho

f−1
0 (f0(x̄)) ∩ [Ω \ V (x0)] = ∅.

Hai kÕt qu¶ tiÕp theo ®­a ra mét sè ®iÒu kiÖn ®ñ ®Ó cã tÝnh nöa liªn tôc d­íi

cña S t¹i mét ®iÓm cho tr­íc trong nh÷ng bµi to¸n cô thÓ h¬n (cã d÷ liÖu bao

gåm c¸c hµm låi/tùa låi theo nãn).

HÖ qu¶ 1.3.2. Cho p0 := (f0, g0, b0) ∈ P. Gi¶ sö r»ng ¸nh x¹ tËp rµng buéc

C lµ nöa liªn tôc d­íi t¹i p0. NÕu mét trong hai ®iÒu kiÖn sau ®©y ®­îc tháa

m·n, th× S lµ nöa liªn tôc d­íi t¹i p0.
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(i) Ω lµ tËp låi comp¾c kh¸c rçng cña mét kh«ng gian vÐct¬ t«p« vµ f0 lµ

Rs
+-tùa låi chÆt trªn Ω.

(ii) f0 lµ ®¬n ¸nh, cã nghÜa lµ f0(x1) 6= f0(x2) mçi khi x1 6= x2.

Chøng minh. LÊy tïy ý x0 ∈ S(p0) vµ V (x0) ∈ N (x0). Theo §Þnh lý 1.3.1,

®Ó chøng minh tÝnh nöa liªn tôc d­íi cña S t¹i p0, ta chØ cÇn kiÓm tra r»ng

f−1
0 (f0(x0)) ∩ C(p0) = {x0}. (1.3.10)

Râ rµng (ii) kÐo theo (1.3.10). B©y giê ta gi¶ sö r»ng (i) ®óng vµ (1.3.10) sai.

Khi ®ã tån t¹i x1 ∈ C(p0)\{x0} sao cho f0(x1) = f0(x0). HiÓn nhiªn,

f0(x0) ∈f0(x0)− Rs
+,

f0(x1) ∈f0(x1)− Rs
+ = f0(x0)− Rs

+.

V× C(p0) lµ låi, nªn ta cã z0 = x0+x1

2 ∈ C(p0). Tõ tÝnh tùa låi chÆt theo nãn

cña f0 suy ra

f0(z0) = f0

(
x0 + x1

2

)
∈ f0(x0)− intRs

+

⊂ f0(x0)− Rs
+\{0s}.

§iÒu nµy m©u thuÉn víi x0 ∈ S(p0) vµ do ®ã (1.3.10) nghiÖm ®óng. Chøng

minh kÕt thóc. 2

HÖ qu¶ 1.3.3. Cho Ω lµ mét tËp con låi comp¾c kh¸c rçng cña mét kh«ng gian

låi ®Þa ph­¬ng vµ cho p0 := (f0, g0, b0) ∈ P. Gi¶ sö r»ng c¸c ®iÒu kiÖn sau

®©y ®óng:

(i) Víi mçi t ∈ T , g(·, t) lµ Rm
+ -låi trªn Ω;

(ii) §iÒu kiÖn Slater ®óng cho C(p0);
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(iii) Víi mçi x0 ∈ S(p0), tån t¹i σ ∈ intRs
+ sao cho

argmin{〈σ, f0(x)〉 | x ∈ C(p0)} = {x0},

ë ®ã 〈·, ·〉 ký hiÖu cho tÝch v« h­íng ë trong Rs.

Khi ®ã S lµ nöa liªn tôc d­íi t¹i p0.

Chøng minh. V× g(·, t) lµ Rm
+ -låi trªn Ω víi mäi t ∈ T vµ ®iÒu kiÖn Slater

®óng cho p0, nªn tõ MÖnh ®Ò 1.2.2 suy ra C lµ nöa liªn tôc d­íi t¹i p0. Ta

kh¼ng ®Þnh r»ng (1.3.1) nghiÖm ®óng. ThËt vËy, gi¶ sö ng­îc l¹i r»ng, tån t¹i

V (x0) ∈ N (x0) sao cho víi mçi x̄ ∈ V (x0) ∩ S(p0) ta cã

f−1
0 (f0(x̄)) ∩ C(p0) 6⊂ V (x0).

Khi ®ã nÕu ta lÊy x̄ = x0, th× tån t¹i x1 ∈ C(p0) sao cho f0(x1) = f0(x0)

vµ x1 6∈ V (x0). §iÒu nµy m©u thuÉn víi gi¶ thiÕt (iii). V× vËy, (1.3.1) nghiÖm

®óng. ¸p dông §Þnh lý 1.3.1 ta thu ®­îc kÕt qu¶ mong muèn. 2

NhËn xÐt 1.3.2. Quan s¸t chøng minh cña HÖ qu¶ 1.3.3 ta thÊy r»ng (1.3.1)

lµ mét d¹ng "níi láng" gi¶ thiÕt duy nhÊt nghiÖm kiÓu nh­ ë trong ®iÒu

kiÖn (iii). Trong tr­êng hîp ®Æc biÖt, khi m = s = 1, HÖ qu¶ 1.3.3 më

réng [7, Proposition 4(iv)]- ë ®ã hµm môc tiªu lµ låi vµ ®­îc nhiÔu tuyÕn tÝnh,

hµm låi ë tËp rµng buéc ®­îc nhiÔu bªn ph¶i, ®ång thêi S(p0) = {x0}.

NhËn xÐt thªm r»ng, c¸c ®iÒu kiÖn ®ñ trong HÖ qu¶ 1.3.3 lµ t­¬ng tù víi c¸c

®iÒu kiÖn ®ñ cho tÝnh nöa liªn tôc d­íi cña ¸nh x¹ nghiÖm h÷u hiÖu yÕu Sw

®· ®­îc ®­a ra trong [9, Theorem 3.2], ë ®ã ®iÒu kiÖn (iii) ®­îc thay bëi ®iÒu

kiÖn bøc nh­ sau: Víi mçi x0 ∈ Sw(p0), tån t¹i σ ∈ intRs
+ vµ hµm ®¬n ®iÖu
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t¨ng τ : [0,+∞)→ [0,+∞) (phô thuéc vµo σ vµ x0) víi τ(0) = 0 sao cho

σ(f0(x)− f0(x0)) ≥ τ(||x− x0||n) ∀x ∈ Ω.

DÔ thÊy r»ng ®iÒu kiÖn bøc kÐo theo (iii).

1.4 TÝnh nöa liªn tôc trªn cña ¸nh x¹ nghiÖm h÷u hiÖu

Môc nµy ®­îc dµnh ®Ó tr×nh bµy c¸c ®iÒu kiÖn cÇn vµ ®ñ cho tÝnh nöa liªn

tôc trªn cña ¸nh x¹ nghiÖm h÷u hiÖu S t¹i mét ®iÓm cho tr­íc.

§Þnh lý 1.4.1. Cho p0 := (f0, g0, b0) ∈ P. NÕu S lµ nöa liªn tôc trªn t¹i p0, th×

S(p0) = Sw(p0). H¬n n÷a, nÕu thªm vµo ®ã ¸nh x¹ tËp rµng buéc C lµ nöa

liªn tôc d­íi t¹i p0, th× kh¼ng ®Þnh ng­îc l¹i còng ®óng.

Chøng minh. Tr­íc hÕt ta chøng minh kh¼ng ®Þnh thø nhÊt cña ®Þnh lý. Gi¶

sö ng­îc l¹i r»ng S(p0) 6= Sw(p0). Khi ®ã tån t¹i x̄ ∈ Sw(p0)\S(p0), bëi v×

S(p0) ⊂ Sw(p0). LÊy tïy ý tËp më W sao cho S(p0) ⊂ W vµ x̄ /∈ W. §Æt

α(x) =
1

1 + d(x, x̄)
∀x ∈ Ω.

HiÓn nhiªn, α lµ liªn tôc trªn Ω. Víi mçi k > 1, ®Æt uk := (1
k , ...,

1
k) ∈ Rs vµ

fk(x) := f0(x)− α(x)uk ∀x ∈ Ω.

Khi ®ã, fk ∈ C[Ω,Rs] víi mäi k > 1. V× vËy, pk := (fk, g0, b0) ∈ P víi mäi

k > 1. Râ rµng r»ng pk → p0 khi k →∞. Ta cã

x̄ ∈ S(pk) ∀k > 1. (1.4.1)

ThËt vËy, gi¶ sö ng­îc l¹i tån t¹i k0 > 1 sao cho x̄ /∈ S(pk0). Khi ®ã ta t×m

®­îc z ∈ C(p0) sao cho

fk0(z)− fk0(x̄) ∈ −Rs
+\{0s}.
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Suy ra,

f0(z)− f0(x̄) + (1− α(z))uk0 ∈ −Rs
+\{0s}.

Do ®ã,

f0(z)− f0(x̄) ∈ −intRs
+,

m©u thuÉn víi x̄ ∈ Sw(p0). VËy bao hµm thøc (1.4.1) nghiÖm ®óng. Kh¼ng

®Þnh nµy cïng víi tÝnh nöa liªn tôc trªn cña S t¹i p0 suy ra x̄ ∈ W , m©u thuÉn

víi c¸ch chän tËp W ë trªn. Kh¼ng ®Þnh thø nhÊt cña ®Þnh lý ®· ®­îc chøng

minh.

B©y giê ta chøng minh kh¼ng ®Þnh thø hai. Gi¶ sö r»ng ¸nh x¹ tËp rµng buéc

C lµ nöa liªn tôc d­íi t¹i p0. NÕu S kh«ng lµ nöa liªn tôc trªn t¹i p0, th× tån

t¹i tËp më W chøa S(p0), tån t¹i d·y {pk := (fk, gk, bk)} ⊂ P héi tô ®Õn p0

vµ xk ∈ S(pk) sao cho xk 6∈ W víi mäi k ≥ 1. Do Ω lµ comp¾c, b»ng c¸ch

lÊy mét d·y con nÕu cÇn, ta cã thÓ gi¶ sö r»ng xk → x0. LËp luËn nh­ ë trong

chøng minh cña MÖnh ®Ò 1.2.1 (víi chó ý r»ng trong chøng minh ®ã ta vÉn kÕt

luËn ®­îc x0 ∈ C(p0) nÕu xk ∈ C(pk) víi mäi k), ta thu ®­îc x0 ∈ C(p0). Râ

rµng x0 /∈ W. Do ®ã, tõ S(p0) = Sw(p0) kÐo theo x0 /∈ Sw(p0). §iÒu nµy cã

nghÜa lµ tån t¹i z0 ∈ C(p0) sao cho

f0(z0)− f0(x0) ∈ −intRs
+.

V× C lµ nöa liªn tôc d­íi t¹i p0, nªn tån t¹i zk ∈ C(pk) sao cho zk → z0 khi

k →∞. V× vËy,

fk(zk)− fk(xk) ∈ −intRs
+ ⊂ −Rs

+\{0s},

víi k ®ñ lín, m©u thuÉn víi xk ∈ S(pk) víi mäi k ≥ 1. Kh¼ng ®Þnh thø hai

cña ®Þnh lý ®· ®­îc chøng minh. 2
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NhËn xÐt 1.4.1. §iÒu kiÖn cÇn cho tÝnh nöa liªn tôc trªn cña ¸nh x¹ nghiÖm

h÷u hiÖu S ë trong §Þnh lý 1.4.1 kh«ng trë thµnh ®ñ nÕu tÝnh nöa liªn tôc d­íi

cña C bÞ lo¹i bá. ThËt vËy, ë trong VÝ dô 1.3.1, C kh«ng lµ nöa liªn tôc d­íi

t¹i p0. Ta thÊy r»ng S kh«ng lµ nöa liªn tôc trªn t¹i p0.

B»ng c¸ch ®Æt g(x, t) := (0, ..., 0) ∈ Rm vµ b(t) := (1, ..., 1) ∈ Rm víi mäi

x ∈ Ω, víi mäi t ∈ T , tõ §Þnh lý 1.4.1 ta nhËn ®­îc kÕt qu¶ sau.

HÖ qu¶ 1.4.1. (Xem [52, Theorem 3.1]) Cho p0 ∈ P. NÕu C(p) = Ω víi mäi

p ∈ P, th× S lµ nöa liªn tôc trªn t¹i p0 khi vµ chØ khi S(p0) = Sw(p0).

Hai kÕt qu¶ sau ®­a ra mét sè ®iÒu kiÖn ®ñ ®Ó cã tÝnh nöa liªn tôc trªn cña

S t¹i mét ®iÓm cho tr­íc trong nh÷ng bµi to¸n cô thÓ h¬n (cã d÷ liÖu bao gåm

c¸c hµm låi/tùa låi theo nãn).

HÖ qu¶ 1.4.2. Cho Ω lµ tËp låi comp¾c kh¸c rçng cña mét kh«ng gian vÐct¬

t«p« vµ cho p0 := (f0, g0, b0) ∈ P. Gi¶ sö r»ng ¸nh x¹ tËp rµng buéc C lµ nöa

liªn tôc d­íi t¹i p0. NÕu f0 lµ Rs
+-tùa låi chÆt trªn Ω, th× S lµ nöa liªn tôc trªn

t¹i p0.

Chøng minh. Tõ [34, Proposition 5.13] suy ra S(p0) = Sw(p0). §Ó kÕt thóc

chøng minh ta chØ cÇn ¸p dông §Þnh lý 1.4.1. 2

HÖ qu¶ 1.4.3. Cho Ω lµ tËp con låi comp¾c kh¸c rçng cña mét kh«ng gian låi

®Þa ph­¬ng vµ cho p0 := (f0, g0, b0) ∈ P. Gi¶ sö r»ng g(·, t) lµ Rm
+ -låi trªn Ω

víi mäi t ∈ T vµ ®iÒu kiÖn Slater ®óng cho C(p0). NÕu S(p0) = Sw(p0), th× S

lµ nöa liªn tôc trªn t¹i p0.

Chøng minh. Theo MÖnh ®Ò 1.2.2, C lµ nöa liªn tôc d­íi t¹i p0. ¸p dông
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§Þnh lý 1.4.1 ta cã S lµ nöa liªn tôc trªn t¹i p0. 2

KÕt luËn cña Ch­¬ng 1

C¸c kÕt qu¶ chÝnh cña ch­¬ng nµy bao gåm:

- C¸c ®iÒu kiÖn cÇn vµ ®iÒu kiÖn ®ñ cho tÝnh nöa liªn tôc d­íi cña ¸nh x¹

nghiÖm h÷u hiÖu S trong §Þnh lý 1.3.1, HÖ qu¶ 1.3.2, vµ HÖ qu¶ 1.3.3.

- C¸c ®iÒu kiÖn cÇn vµ ®iÒu kiÖn ®ñ cho tÝnh nöa liªn tôc trªn cña ¸nh x¹

nghiÖm h÷u hiÖu S trong §Þnh lý 1.4.1, HÖ qu¶ 1.4.2, vµ HÖ qu¶ 1.4.3.
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Ch­¬ng 2

TÝnh gi¶-Lipschitz cña nghiÖm bµi to¸n
tèi ­u vÐct¬ nöa v« h¹n låi

Ch­¬ng nµy thiÕt lËp mét sè ®iÒu kiÖn ®ñ cho tÝnh gi¶-Lipschitz cña ¸nh x¹

nghiÖm h÷u hiÖu trong bµi to¸n tèi ­u vÐct¬ nöa v« h¹n låi d­íi phÐp nhiÔu

hµm cña hµm môc tiªu vµ phÐp nhiÔu liªn tôc bªn ph¶i cña c¸c hµm rµng buéc.

Môc 2.1 ®­îc dµnh ®Ó giíi thiÖu mét sè kh¸i niÖm c¬ b¶n vµ tr×nh bµy mét

vµi kÕt qu¶ bæ trî. Môc 2.2 ph¸t biÓu vµ chøng minh kÕt qu¶ chÝnh. Môc 2.3

®­a ra mét sè vÝ dô ®Ó ph©n tÝch kÕt qu¶ ®¹t ®­îc trong Môc 2.2.

KÕt qu¶ chÝnh cña ch­¬ng nµy ®· ®­îc c«ng bè ë [14]; l­îc ®å chøng minh

cña nã ®­îc ph¸t triÓn tõ l­îc ®å chøng minh cho bµi to¸n tèi ­u vÐct¬ nöa v«

h¹n tuyÕn tÝnh [13].

2.1 C¸c kh¸i niÖm c¬ b¶n vµ kÕt qu¶ bæ trî

Trong ch­¬ng nµy, ta vÉn sö dông c¸c kh¸i niÖm vµ ký hiÖu ®· ®­a ra trong

ch­¬ng tr­íc. ë ®©y, K ⊂ Rm ®­îc gi¶ sö lµ nãn låi ®ãng nhän víi intK 6= ∅

vµ T lµ tËp con comp¾c kh¸c rçng cña mét kh«ng gian mªtric. TËp hîp tÊt c¶

c¸c hµm vÐct¬ K-låi tõ Rn vµo Rm ®­îc ký hiÖu bëi COK [Rn,Rm], ®©y lµ



32

mét kh«ng gian mªtric ®­îc ®Þnh nghÜa nh­ sau: §Æt Kr = rBRn, r = 1, 2, ...,

ë ®ã BRn lµ h×nh cÇu ®¬n vÞ ®ãng ë trong Rn. Khi ®ã {Kr}∞r=1 lµ d·y c¸c tËp

comp¾c ë trong Rn tháa m·n Kr ⊂ intKr+1 vµ Rn = ∪∞r=1Kr. Víi bÊt kú

f, h ∈ COK [Rn,Rm], kho¶ng c¸ch gi÷a f vµ h lµ ®­îc ®Þnh nghÜa bëi

ρ(f, h) :=
∞∑
r=1

1

2r
ρr(f, h)

1 + ρr(f, h)
,

ë ®ã ρr(f, h) := maxx∈Kr {||f(x)− h(x)||m} víi mäi r = 1, 2, .... Mªtric d ë

trªn kh«ng gian tÝch COK [Rn,Rm]× C[T,R] ®­îc ®Þnh nghÜa bëi

d(p1, p2) := max {ρ(f1, f2),max
t∈T
|b1(t)− b2(t)|}

víi mäi p1 := (f1, b1), p2 := (f2, b2) ∈ COK [Rn,Rm]× C[T,R].

Bµi to¸n tèi ­u vÐct¬ nöa v« h¹n låi phô thuéc tham sè (parametric convex

semi-infinite vector optimization), viÕt t¾t lµ CSVO, ®­îc ®Þnh nghÜa nh­ sau:

Cho kh«ng gian tham sè P := COK [Rn,Rm] × C[T,R]. Víi mçi tham sè

p := (f, b) ∈ P , ta xÐt bµi to¸n tèi ­u vÐct¬ nöa v« h¹n låi,

(CSVO)p : minKf(x) víi rµng buéc x ∈ C(p), (2.1.1)

ë ®ã

C(p) := {x ∈ Rn | gt(x) ≤ b(t) ∀t ∈ T}

lµ tËp rµng buéc, gt : Rn → R lµ hµm låi víi mäi t ∈ T vµ tháa m·n

(t, x) 7→ gt(x) lµ liªn tôc trªn T × Rn.

Trong tr­êng hîp ®Æc biÖt, khi p := (A, b) ∈ PL := L[Rn,Rm] × C[T,R],

vµ gt(x) = 〈B(t), x〉 víi mäi t ∈ T, bµi to¸n (2.1.1) trë thµnh bµi to¸n tèi ­u
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vÐct¬ nöa v« h¹n tuyÕn tÝnh,

(LSVO)p : minKAx víi rµng buéc x ∈ Rn, 〈B(t), x〉 ≤ b(t) ∀t ∈ T,
(2.1.2)

ë ®ã L[Rn,Rm] ký hiÖu kh«ng gian c¸c to¸n tö tuyÕn tÝnh tõ Rn vµo Rm, vµ

B : T → Rn lµ hµm vÐct¬ liªn tôc.

¸nh x¹ tËp rµng buéc C : P ⇒ Rn vµ ¸nh x¹ nghiÖm h÷u hiÖu S : P ⇒ Rn

cña bµi to¸n (CSVO) ®­îc ®Þnh nghÜa t­¬ng tù nh­ ë trong Môc 1.1 cña

Ch­¬ng 1.

Cho (X, d) lµ mét kh«ng gian mªtric. Kho¶ng c¸ch tõ x ∈ X ®Õn tËp Ω ⊂ X

®­îc ®Þnh nghÜa bëi

d(x,Ω) := inf {d(x, y) | y ∈ Ω},

vµ d(x, ∅) := +∞. Mªtric δ trªn kh«ng gian tÝch X × Y cña c¸c kh«ng gian

mªtric (X, d) vµ (Y, l) ®­îc ®Þnh nghÜa bëi

δ((x1, y1), (x2, y2)) := max {d(x1, x2), l(y1, y2)} ∀x1, x2 ∈ X, ∀y1, y2 ∈ Y.

Trong tr­êng hîp X = Rk víi k = 1, 2, ..., mªtric trªn Rk ®­îc c¶m sinh

bëi chuÈn Euclide || · ||k. Ký hiÖu co(Ω) dïng ®Ó chØ bao låi (convex hull) cña

Ω ⊂ Rk. Trong khi ®ã, cone(Ω) ký hiÖu cho bao nãn låi (convex conical hull)

cña Ω ⊂ Rk, ®ã lµ giao cña tÊt c¶ c¸c nãn låi chøa Ω vµ {0k}. Theo quy ­íc,

co(∅) = ∅ vµ cone(∅) = {0k}. Cho h : Rk → R ∪ {+∞} lµ mét hµm låi vµ

x ∈ Rk sao cho h(x) 6= +∞. D­íi vi ph©n cña h t¹i x, ký hiÖu ∂h(x), ®­îc

x¸c ®Þnh bëi c«ng thøc

∂h(x) := {v ∈ Rk | 〈v, y − x〉 ≤ h(y)− h(x) ∀y ∈ Rk}.
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Nãn ®èi ngÉu kh«ng ©m cña nãn K ⊂ Rm ®­îc ®Þnh nghÜa bëi

K∗ := {~ ∈ Rm | 〈~, y〉 ≥ 0 ∀y ∈ K}.

Cho F : X ⇒ Y lµ ¸nh x¹ ®a trÞ gi÷a c¸c kh«ng gian mªtric. Khi kh«ng nãi

g× thªm, ta ngÇm hiÓu c¸c mªtric trªn X vµ Y lµ ph©n biÖt nh­ng cïng ®­îc

ký hiÖu bëi d. §å thÞ cña F ®­îc cho bëi c«ng thøc

gphF := {(x, y) ∈ X × Y | y ∈ F (x)}.

§Þnh nghÜa 2.1.1. (i) Ta nãi r»ng F lµ ®ãng t¹i x0 ∈ X nÕu víi c¸c d·y bÊt

kú {xi} ⊂ X vµ {yi} ⊂ Y tháa m·n xi → x0, yi → y0, yi ∈ F (xi), ta cã

y0 ∈ F (x0).

(ii) Ta nãi r»ng F lµ gi¶-Lipschitz (hay cã tÝnh chÊt Aubin) t¹i (x0, y0) ∈ gphF

nÕu tån t¹i U ∈ N (x0), V ∈ N (y0) vµ κ > 0 sao cho

d(y2, F (x1)) ≤ κd(x1, x2) ∀x1, x2 ∈ U, ∀y2 ∈ V ∩ F (x2).

Trong tr­êng hîp X vµ Y lµ c¸c kh«ng gian ®Þnh chuÈn || · ||, tÝnh gi¶-

Lipschitz cña F t¹i mét ®iÓm ë trªn ®å thÞ cña nã cã thÓ ph¸t biÓu d­íi d¹ng:

F lµ gi¶-Lipschitz t¹i (x0, y0) ∈ gphF nÕu vµ chØ nÕu tån t¹i U ′ ∈ N (x0),

V ′ ∈ N (y0) vµ κ′ > 0 sao cho

F (x2) ∩ V ′ ⊂ F (x1) + κ′||x1 − x2||BY ∀x1, x2 ∈ U ′.

§Þnh nghÜa 2.1.2. (Xem [23, p. 162-163]) Cho p := (f, b) ∈ P.

(i) Ta nãi r»ng ®iÒu kiÖn Slater ®óng cho C(p) nÕu tån t¹i x̂ ∈ Rn sao cho

gt(x̂) < b(t) ∀t ∈ T.
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(ii) Gi¶ sö x ∈ C(p). C¸c tËp hîp

Tp(x) := {t ∈ T | gt(x) = b(t)} vµ Ap(x) := cone

 ⋃
t∈Tp(x)

∂gt(x)


t­¬ng øng ®­îc gäi lµ tËp c¸c rµng buéc ho¹t (set of active constraints) vµ nãn

c¸c rµng buéc ho¹t (cone of active constraints) t¹i x.

§Þnh nghÜa 2.1.3. Cho p := (f, b) ∈ P vµ x ∈ S(p). NÕu tån t¹i ~ ∈ K∗ víi

||~||m = 1 sao cho

x ∈ argmin{~ ◦ f(z) | z ∈ C(p)},

th× x ®­îc gäi lµ nghiÖm v« h­íng hãa (scalarized solution) bëi ~. ë ®©y

~ ◦ f(z) := 〈~, f(z)〉 víi mäi z ∈ Rn.

NhËn xÐt 2.1.1. Bëi v× víi mçi p := (f, b) ∈ P , bµi to¸n (CSVO)p cã hµm môc

tiªu f lµ K-låi vµ tËp rµng buéc C(p) lµ låi, nªn tõ [34, Theorem 2.10] suy ra

r»ng: mçi x ∈ S(p) lµ nghiÖm v« h­íng hãa bëi ~ ∈ K∗ nµo ®ã.

TiÕp theo chóng ta tr×nh bµy mét sè kÕt qu¶ bæ trî ®Ó chuÈn bÞ cho chøng

minh kÕt qu¶ chÝnh ®­a ra trong môc sau.

MÖnh ®Ò 2.1.1. Cho (p0, x
0) := (f0, b0, x

0) ∈ P × Rn. Khi ®ã ¸nh x¹ ®a trÞ

T : P × Rn ⇒ T, (p, x) 7→ Tp(x) lµ ®ãng t¹i ®iÓm (p0, x
0).

Chøng minh. LÊy hai d·y tïy ý
{

(pk, x
k) := (fk, bk, x

k)
}∞
k=1
⊂ P × Rn

vµ {tk}∞k=1 ⊂ T tháa m·n (pk, x
k) → (p0, x

0) vµ tk ∈ T (pk, x
k), tk → t0

khi k → ∞. Ta cÇn chØ ra r»ng t0 ∈ T (p0, x
0). V× pk → p0 khi k → ∞

nªn víi mçi ε > 0, tån t¹i k0 sao cho d(pk, p0) < ε víi mäi k ≥ k0. Do ®ã,

maxt∈T |bk(t)− b0(t)| < ε víi mäi k ≥ k0. Ta cã

|bk(tk)− b0(t0)| ≤ |bk(tk)− b0(tk)|+ |b0(tk)− b0(t0)| < ε+ |b0(tk)− b0(t0)|



36

víi mäi k ≥ k0. V× vËy, tõ tÝnh liªn tôc cña b0 suy ra lim
k→∞

bk(tk) = b0(t0). Bªn

c¹nh ®ã, do (t, x) 7→ gt(x) liªn tôc trªn T × Rn, ta cã

gt0(x
0)− b0(t0) = lim

k→∞
(gtk(xk)− bk(tk)) = 0.

§iÒu nµy cã nghÜa t0 ∈ Tp0(x
0) = T (p0, x

0) vµ chøng minh kÕt thóc. 2

Bæ ®Ò 2.1.1. (Xem [44, Theorem 24.5]) Cho h : Rn → R vµ hk : Rn → R,

k = 1, 2, ..., lµ c¸c hµm låi tháa m·n limk→∞ hk(x) = h(x) víi mäi x ∈ Rn.

Gi¶ sö x̄ ∈ Rn vµ {xk}∞k=1 ⊂ Rn tháa m·n limk→∞ xk = x̄. Khi ®ã, víi bÊt kú

ε > 0, tån t¹i k0 sao cho

∂hk(xk) ⊂ ∂h(x̄) + εBRn ∀k ≥ k0.

KÕt qu¶ sau ®©y ®· ®­îc ®­a ra ë trong [7, Lemma 3].

Bæ ®Ò 2.1.2. Cho p := (f, b) ∈ P. Khi ®ã, ®iÒu kiÖn Slater ®óng cho C(p) nÕu

vµ chØ nÕu 0n /∈ co
(⋃

t∈Tp(x) ∂gt(x)
)
víi mäi x ∈ C(p) víi Tp(x) 6= ∅.

Bæ ®Ò 2.1.3. (Xem [23, Theorems 7.8 and 7.9] hoÆc [7, Lemma 1]) Cho

p := (f, b) ∈ P, ~ ∈ K∗ víi ||~||m = 1 vµ cho x ∈ C(p). Gi¶ sö r»ng

®iÒu kiÖn Slater ®óng cho C(p). Khi ®ã, x ∈ argmin{~ ◦ f(z) | z ∈ C(p)} khi

vµ chØ khi ∂(~ ◦ f)(x) ∩ (−Ap(x)) 6= ∅.

KÕt qu¶ cuèi cïng trong môc nµy kh¼ng ®Þnh tÝnh lu«n lu«n ®ãng vµ tÝnh

nöa liªn tôc d­íi (víi sù tháa m·n ®iÒu kiÖn Slater) cña ¸nh x¹ tËp rµng buéc

C : P ⇒ Rn t¹i mét ®iÓm cho tr­íc.

Bæ ®Ò 2.1.4. Cho p := (f, b) ∈ P. Khi ®ã c¸c ph¸t biÓu sau ®óng.

(a) (Xem [33, Proposition 4.1]) C lµ ®ãng t¹i p.
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(b) (Xem [33, Theorem 4.1] hoÆc [7, Lemma 3]) NÕu ®iÒu kiÖn Slater ®óng

cho C(p), th× C lµ nöa liªn tôc d­íi t¹i p.

2.2 TÝnh gi¶-Lipschitz cña ¸nh x¹ nghiÖm h÷u hiÖu

KÕt qu¶ chÝnh cña ch­¬ng nµy ®­îc ph¸t biÓu nh­ sau.

§Þnh lý 2.2.1. Cho p0 := (f0, b0) ∈ P vµ (p0, x
0) ∈ gphS. Gi¶ sö r»ng c¸c

®iÒu kiÖn sau ®­îc tháa m·n:

(i) §iÒu kiÖn Slater ®óng cho C(p0).

(ii) Kh«ng tån t¹i T0 ⊂ Tp0(x
0) víi |T0| < n tháa m·n

∂(~0 ◦ f0)(x0) ∩ cone

(⋃
t∈T0

(−∂gt(x0))

)
6= ∅ (2.2.1)

víi mäi ~0 ∈ K∗ sao cho x0 lµ nghiÖm v« h­íng hãa bëi ~0. H¬n n÷a, nÕu x0

lµ nghiÖm v« h­íng hãa bëi c¶ ~ vµ ~̄, th× víi mçi z ∈ Rn víi ||z||n = 1,

〈u, z〉 · 〈ū, z〉 ≥ 0 víi mäi u ∈ ∂(~ ◦ f0)(x0), ū ∈ ∂(~̄ ◦ f0)(x0). (2.2.2)

Khi ®ã S lµ gi¶-Lipschitz t¹i (p0, x
0).

NhËn xÐt sau ®©y gióp ta hiÓu râ h¬n c¸c gi¶ thiÕt (i) vµ (ii).

NhËn xÐt 2.2.1. Trong tr­êng hîp v« h­íng (m = 1), (2.2.2) tù ®éng ®óng khi

∂f0(x0) chØ lµ mét ®iÓm, ch¼ng h¹n f0 lµ kh¶ vi FrÐchet t¹i x0. §Æc biÖt h¬n,

®èi víi bµi to¸n (2.1.2), c¸c gi¶ thiÕt (i) vµ (ii) kh«ng chØ lµ ®iÒu kiÖn ®ñ mµ

cßn lµ ®iÒu kiÖn cÇn cho tÝnh gi¶-Lipschitz cña S t¹i (p0, x
0) (xem [7, Theorem

16]). Trong tr­êng hîp vÐct¬ (m ≥ 2), c¸c gi¶ thiÕt (i) vµ (ii) trë thµnh c¸c

®iÒu kiÖn t­¬ng øng trong [13, Theorem 3.1] cho bµi to¸n (2.1.2) víiK = Rm
+ .

§Ó chøng minh §Þnh lý 2.2.1, ngoµi mét sè bæ ®Ò ®· ®­îc ®­a ra trong môc

tr­íc, chóng ta cÇn thiÕt lËp thªm hai kÕt qu¶ bæ trî sau.
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MÖnh ®Ò 2.2.1. NÕu tÊt c¶ c¸c gi¶ thiÕt cña §Þnh lý 2.2.1 ®­îc tháa m·n, th×

c¸c ph¸t biÓu sau ®©y ®óng:

(a) Tån t¹i W ∈ N (p0) sao cho ®iÒu kiÖn Slater ®óng cho C(p) víi mäi

p ∈ W.

(b) LÊy d·y tïy ý {(pk, xk) := (fk, bk, x
k)}∞k=1 ⊂ gphS. NÕu (pk, x

k) →

(p0, x
0) := (f0, b0, x

0) ∈ gphS, th× víi k ®ñ lín, tån t¹i ~k ∈ K∗ víi

||~k||m = 1, uk ∈ ∂(~k ◦ fk)(xk), uktki ∈ −∂gtki (xk), tki ∈ Tpk
(xk), vµ λki > 0

víi mäi i = 1, 2, ..., n, sao cho

uk =
n∑
i=1

λki u
k
tki
,

ë ®ã {uk
tk1
, ..., uk

tkn
} lµ mét c¬ së cña Rn.

Chøng minh. (a) Do gi¶ thiÕt (i) cña §Þnh lý 2.2.1 vµ tÝnh comp¾c cña T , tån

t¹i x̂ ∈ Rn vµ α > 0 sao cho gt(x̂) ≤ b0(t)−α víi mäi t ∈ T. Chän ε ∈ (0, α2 )

vµW := {p ∈ P | d(p, p0) < ε} ∈ N (p0). Khi ®ã, víi bÊt kú p := (f, b) ∈ W,

ta cã

max
t∈T
|b(t)− b0(t)| ≤ d(p, p0) < ε.

Suy ra b0(t) < b(t) + ε víi mäi t ∈ T. Do ®ã,

gt(x̂) ≤ b0(t)− α < b(t)− α

2
∀t ∈ T.

§iÒu nµy cã nghÜa lµ ®iÒu kiÖn Slater ®óng cho C(p).

(b) Gi¶ sö
{

(pk, x
k) := (fk, bk, x

k)
}∞
k=1

lµ d·y bÊt kú trong gphS sao cho

(pk, x
k) → (p0, x

0) := (f0, b0, x
0) ∈ gphS. V× (pk, x

k) → (p0, x
0), nªn tõ (a)

kÐo theo r»ng ®iÒu kiÖn Slater ®óng cho C(p) víi mäi k ®ñ lín. Bëi v×, víi mçi

k, xk ∈ S(pk), nªn theo NhËn xÐt 2.1.1, tån t¹i ~k ∈ K∗ víi ||~k||m = 1 sao
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cho xk lµ nghiÖm v« h­íng hãa bëi ~k, cã nghÜa lµ,

xk ∈ argmin{~k ◦ fk(z) | z ∈ C(pk)}.

Tõ Bæ ®Ò 2.1.3 suy ra

∂(~k ◦ fk)(xk) ∩ (−Apk
(xk)) 6= ∅ (2.2.3)

víi k ®ñ lín. NÕu tån t¹i mét sè nguyªn d­¬ng k0 sao cho Tpk
(xk) = ∅ víi mäi

k ≥ k0, th× 0n ∈ ∂(~k ◦ fk)(xk) víi mäi k ≥ k0. B»ng c¸ch lÊy mét d·y con

nÕu cÇn, ta cã thÓ gi¶ sö r»ng limk→∞ ~k = ~0 ∈ K∗ vµ ‖~0‖m = 1. ¸p dông

Bæ ®Ò 2.1.1 cho c¸c d·y {~k ◦ fk} vµ {xk}, ta thu ®­îc 0n ∈ ∂(~0 ◦ f0)(x0).

§Æt T0 := ∅ ⊂ Tp0(x
0). Khi ®ã ∂(~0 ◦ f0)(x0)∩ cone

(⋃
t∈T0

(−∂gt(x0))
)
6= ∅.

§iÒu nµy m©u thuÉn víi gi¶ thiÕt (ii) cña §Þnh lý 2.2.1. V× vËy, kh«ng mÊt tÝnh

tæng qu¸t, ta cã thÓ gi¶ sö r»ng Tpk
(xk) 6= ∅ víi mäi k ®ñ lín. Tõ (2.2.3) suy ra

r»ng, víi mäi k ®ñ lín, tån t¹i q ∈ N := {1, 2, ...}, uk ∈ ∂(~k ◦ fk)(xk), uktki ∈

−∂gtki (xk), λki ≥ 0 vµ tki ∈ Tpk
(xk), i ∈ {1, ..., q} sao cho

uk =

q∑
i=1

λki u
k
tki
. (2.2.4)

Theo ®Þnh lý CarathÐodory (xem [27, Theorem 1, p. 184]), ta cã thÓ gi¶ sö

r»ng q ≤ n, λki > 0 víi mäi i ∈ {1, ..., q} vµ {uk
tki
| i = 1, ..., q} lµ mét hÖ

®éc lËp tuyÕn tÝnh. Chøng minh sÏ kÕt thóc nÕu ta chØ ra ®­îc r»ng q = n. Gi¶

sö ng­îc l¹i, q < n. Víi mçi i ∈ {1, ..., q}, do tÝnh comp¾c cña T , ta cã thÓ

gi¶ sö r»ng (b»ng c¸ch lÊy mét d·y con nÕu cÇn) {tki }k héi tô ®Õn ti ∈ T . V×

tki ∈ Tpk
(xk), nªn tõ MÖnh ®Ò 2.1.1 suy ra ti ∈ Tp0(x

0) víi mäi i ∈ {1, ..., q}.

Víi mäi k ®ñ lín, ®Æt µk :=
∑q

i=1 λ
k
i . Ta kh¼ng ®Þnh r»ng tån t¹i α > 0

sao cho µk ≤ α víi mäi k ®ñ lín. ThËt vËy, nÕu kh¼ng ®Þnh lµ sai, th× b»ng
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c¸ch lÊy mét d·y con nÕu cÇn, ta cã thÓ gi¶ sö r»ng lim
k→+∞

µk = +∞ vµ {λ
k
i

µk}k

héi tô ®Õn µi ≥ 0 víi mäi i ∈ {1, ..., q}. Chó ý r»ng t 7→ gt(x) lµ liªn tôc víi

mäi x ∈ Rn. ¸p dông Bæ ®Ò 2.1.1 cho c¸c d·y {gtki }, i ∈ {1, ..., q} vµ {x
k},

ta nhËn ®­îc uti := lim
k→∞

uk
tki
∈ −∂gti(x0), i ∈ {1, ..., q}. Chia hai vÕ cho µk ë

trong (2.2.4) vµ ®Ó k → +∞, ta thu ®­îc

0n =

q∑
i=1

µiuti víi
q∑
i=1

µi = 1.

Mét c¸ch t­¬ng ®­¬ng,

0n =

q∑
i=1

µi(−uti) víi
q∑
i=1

µi = 1.

Do ®ã, 0n ∈ co
(⋃

t∈Tp0(x0) ∂gt(x
0)
)
. §iÒu nµy m©u thuÉn víi Bæ ®Ò 2.1.2. V×

vËy kh¼ng ®Þnh võa nªu lµ ®óng. Do ®ã, d·y {λki } còng bÞ chÆn trªn bëi α.

Kh«ng mÊt tÝnh tæng qu¸t, ta cã thÓ gi¶ sö r»ng

lim
k→+∞

~k = ~0 ∈ K∗, ||~0||m = 1, lim
k→+∞

λki = λi ≥ 0 ∀i ∈ {1, ..., q}.

B»ng c¸ch sö dông l¹i mét lÇn n÷a Bæ ®Ò 2.1.1, ta cã thÓ gi¶ sö r»ng, víi mçi

i ∈ {1, ..., q}, {uk
tki
} héi tô ®Õn (thªm mét lÇn n÷a) uti ∈ −∂gti(x0), vµ {uk}

héi tô ®Õn u ∈ ∂(~0 ◦ f0)(x0). Cho k → +∞ ë trong (2.2.4), ta thu ®­îc

u =

q∑
i=1

λiuti víi {t1, ..., tq} ⊂ Tp0(x
0) vµ q < n.

§iÒu nµy cïng víi Bæ ®Ò 2.1.3 dÉn ®Õn x0 lµ nghiÖm v« h­íng hãa bëi ~0, m©u

thuÉn víi gi¶ thiÕt (ii) cña §Þnh lý 2.2.1. V× thÕ, q = n. 2

MÖnh ®Ò 2.2.2. NÕu tÊt c¶ c¸c gi¶ thiÕt cña §Þnh lý 2.2.1 ®­îc tháa m·n, th×

c¸c ph¸t biÓu sau ®©y ®óng:

(a) Víi mçi ~0 ∈ K∗ tháa m·n x0 lµ nghiÖm v« h­íng hãa t­¬ng øng, ta cã

argmin{~0 ◦ f0(z) | z ∈ C(p0)} = {x0}.
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(b) Víi mçi d·y {pk}∞k=1 ⊂ P héi tô ®Õn p0, ta cã thÓ t×m ®­îc c¸c phÇn tö

xk ∈ S(pk) sao cho xk → x0 khi k → +∞.

Chøng minh. (a) Gi¶ sö r»ng x0 lµ nghiÖm v« h­íng hãa bëi ~0. Khi ®ã, tån

t¹i ~0 ∈ K∗ víi ||~0||m = 1 sao cho

x0 ∈ argmin{~0 ◦ f0(z) | z ∈ C(p0)}.

Theo Bæ ®Ò 2.1.3, ta cã

∂(~0 ◦ f0)(x0) ∩ (−Ap0(x
0)) 6= ∅.

Do gi¶ thiÕt (ii) cña §Þnh lý 2.2.1 vµ ®Þnh lý CarathÐodory (xem [27, Theorem 1,

p. 184]), tån t¹i u ∈ ∂(~0 ◦ f0)(x0), uti ∈ −∂gti(x0), λi > 0 vµ ti ∈ Tp0(x
0),

i ∈ {1, ..., n} sao cho {ut1, ..., utn} lµ mét c¬ së cña Rn vµ

u =
n∑
i=1

λiuti.

B©y giê, gi¶ sö ng­îc l¹i r»ng tån t¹i

y ∈ argmin{~0 ◦ f0(z) | z ∈ C(p0)}\{x0}. (2.2.5)

Víi mçi i ∈ {1, ..., n}, do ti ∈ Tp0(x
0), ta cã

0 ≥ gti(y)− b0(ti) = gti(y)− gti(x0) ≥ −uti(y − x0).

V× vËy, tõ tÝnh låi cña ~0 ◦ f0 suy ra

0 = ~0 ◦ f0(y)− ~0 ◦ f0(x0) ≥ u(y − x0) =
n∑
i=1

λiuti(y − x0) ≥ 0.

§iÒu nµy cã nghÜa lµ uti(y − x0) = 0 víi mäi i = 1, ..., n.

V× {ut1, ..., utn} lµ mét c¬ së cña Rn, nªn tån t¹i c¸c sè thùc βi, i ∈ {1, ..., n}

sao cho y − x0 =
∑n

i=1 βiuti. Do ®ã,

(||y − x0||n)2 = 〈y − x0, y − x0〉 =
n∑
i=1

βiuti(y − x0) = 0.
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V× vËy, ta thu ®­îc y = x0, m©u thuÉn víi (2.2.5).

(b) Gi¶ sö ng­îc l¹i r»ng tån t¹i
{
pk := (fk, bk)

}∞
k=1
⊂ P vµ mét tËp më

U ∈ N (x0) sao cho {pk} héi tô ®Õn p0 := (f0, b0) vµ

S(pk) ∩ U = ∅ ∀k. (2.2.6)

LÊy mét h×nh cÇu më t©m x0 b¸n kÝnh r > 0, ®­îc ký hiÖu bëi Br(x0), sao

cho clBr(x
0) ⊂ U. Do gi¶ thiÕt (i) cña §Þnh lý 2.2.1, ®iÒu kiÖn Slater ®óng cho

C(p0). Tõ Bæ ®Ò 2.1.4(b) suy ra C lµ nöa liªn tôc d­íi t¹i p0. V× thÕ, tån t¹i

d·y {vk} sao cho vk → x0 vµ vk ∈ C(pk) víi mäi k ≥ 1. Do Br(x0) lµ tËp më

chøa x0, nªn kh«ng mÊt tÝnh tæng qu¸t ta cã thÓ gi¶ sö vk ∈ Br(x0) víi mäi

k ≥ 1. Víi mçi k ≥ 1, ta ®Æt

Wk(x
0) :=

{
x ∈ C(pk) ∩Br(x0) | ||x− x0||n < ||vk − x0||n +

1

k

}
.

DÔ thÊy vk ∈ Wk(x
0) víi mäi k ≥ 1. Suy ra Wk(x

0) 6= ∅ víi mäi k ≥ 1.

Ta kh¼ng ®Þnh r»ng tån t¹i k0 ≥ 1, xk ∈ Wk(x
0) vµ zk ∈ C(pk)\Br(x0) sao

cho

fk(z
k)− fk(xk) ∈ −K\{0m} ∀k ≥ k0. (2.2.7)

ThËt vËy, nÕu kh¼ng ®Þnh trªn lµ sai, th× tån t¹i d·y con {kl} ⊂ {k}, ®Ó cho gän

ta vÉn ký hiÖu d·y con nµy lµ {k}, sao cho víi mçi k ≥ 1, víi mäi x ∈ Wk(x
0)

vµ mäi z ∈ C(pk)\Br(x0), ta cã

fk(z)− fk(x) 6∈ −K\{0m}. (2.2.8)

Ký hiÖu S(Ω, fk) lµ tËp c¸c nghiÖm h÷u hiÖu cña bµi to¸n

minK{fk(x) | x ∈ Ω},
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trong ®ã Ω ⊂ C(pk). Tõ Bæ ®Ò 2.1.4(a) kÐo theo r»ng C(pk) lµ ®ãng víi mäi

k. Do tÝnh comp¾c cña C(pk) ∩ clBr(x
0) vµ tÝnh liªn tôc cña fk (xem [50,

Lemma 2.1]), ta cã S(C(pk) ∩ clBr(x
0), fk) 6= ∅. XÐt hai kh¶ n¨ng sau:

NÕu S(C(pk) ∩ clBr(x
0), fk) ∩Wk(x

0) 6= ∅, th× tån t¹i

z̄ ∈ S(C(pk) ∩ clBr(x
0), fk) ∩Wk(x

0).

Khi ®ã, z̄ ∈ S(pk). ThËt vËy, nÕu z̄ 6∈ S(pk), th× do

z̄ ∈ S(C(pk) ∩ clBr(x
0), fk),

tån t¹i z ∈ C(pk)\Br(x0) sao cho fk(z) − fk(z̄) ∈ −K\{0m}. Quan hÖ nµy

m©u thuÉn víi (2.2.8). VËy z̄ ∈ S(pk) vµ do ®ã,

z̄ ∈ S(pk) ∩Wk(x
0) ⊂ S(pk) ∩Br(x0) ⊂ S(pk) ∩ U.

§iÒu nµy tr¸i ng­îc víi (2.2.6).

NÕu S(C(pk) ∩ clBr(x
0), fk) ∩Wk(x

0) = ∅, th× ta chän

ȳ ∈ Wk(x
0)\S(C(pk) ∩ clBr(x

0), fk).

Khi ®ã tån t¹i zȳ ∈ C(pk) ∩ clBr(x
0) sao cho

fk(zȳ)− fk(ȳ) ∈ −K\{0m}. (2.2.9)

§Æt D := {x ∈ C(pk) ∩ clBr(x
0) | fk(x) − fk(zȳ) ∈ −K}. DÔ thÊy r»ng

S(D, fk) 6= ∅ vµ

S(D, fk) ⊂ S(C(pk) ∩ clBr(x
0), fk).

LÊy tïy ý z̄ ∈ S(D, fk). Khi ®ã, z̄ ∈ S(pk). ThËt vËy, nÕu z̄ 6∈ S(pk), th× do

z̄ ∈ S(C(pk) ∩ clBr(x
0), fk), tån t¹i y ∈ C(pk)\Br(x0) sao cho

fk(y)− fk(z̄) ∈ −K\{0m}. (2.2.10)
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V× z̄ ∈ D, nªn fk(z̄)− fk(zȳ) ∈ −K. KÕt hîp ®iÒu nµy víi (2.2.9) vµ (2.2.10),

ta thu ®­îc

fk(y)− fk(ȳ) ∈ −K\{0m},

m©u thuÉn víi (2.2.8). V× vËy, z̄ ∈ S(pk). Tõ z̄ ∈ D suy ra

z̄ ∈ S(pk) ∩ clBr(x
0) ⊂ S(pk) ∩ U.

§iÒu nµy tr¸i ng­îc víi (2.2.6). VËy kh¼ng ®Þnh ë (2.2.7) lµ ®óng.

§Ó tiÕp tôc, ta xÐt hai tr­êng hîp. NÕu {zk}k≥k0 bÞ chÆn, th× b»ng c¸ch lÊy

mét d·y con nÕu cÇn ta cã thÓ gi¶ sö r»ng zk → z0 ∈ Rn\Br(x0). Theo Bæ

®Ò 2.1.4(a), C lµ ®ãng t¹i p0, nªn suy ra z0 ∈ C(p0). Mét mÆt, b»ng c¸ch cho

k →∞ ë trong (2.2.7), ta thu ®­îc

f0(z0)− f0(x0) ∈ −K. (2.2.11)

Do ®ã, f0(z0) = f0(x0), bëi v× x0 ∈ S(p0). MÆt kh¸c, v× x0 ∈ S(p0), nªn tõ

NhËn xÐt 2.1.1 suy ra r»ng x0 lµ nghiÖm v« h­íng hãa bëi ~0 ∈ K∗ nµo ®ã.

V× thÕ, ~0 ◦ f0(z0) = ~0 ◦ f0(x0). §iÒu nµy kÐo theo

z0 ∈ argmin{~0 ◦ f0(z) | z ∈ C(p0)}. (2.2.12)

Theo kh¼ng ®Þnh (a),

argmin{~0 ◦ f0(z) | z ∈ C(p0)} = {x0}. (2.2.13)

KÕt hîp (2.2.12) víi (2.2.13), ta thu ®­îc z0 = x0. §iÒu nµy lµ v« lý, bëi v×

z0 ∈ Rn\Br(x0).

NÕu {zk}k≥k0 kh«ng bÞ chÆn, th× ta cã thÓ gi¶ sö r»ng

||zk||n →∞ vµ
zk

||zk||n
→ ẑ ∈ Rn víi ||ẑ||n = 1.
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Do bk → b0, tån t¹i α sao cho

|bk(t)| ≤ α ∀t ∈ T ∀k.

Mét mÆt, v× gt lµ låi víi mäi t ∈ T, nªn ta cã, víi k ®ñ lín,

gt

(
1

||zk||n
zk +

(
1− 1

||zk||n
)
xk
)
≤ 1

||zk||n
gt(z

k) +
(
1− 1

||zk||n
)
gt(x

k)

≤ 1

||zk||n
bk(t) +

(
1− 1

||zk||n
)
bk(t) = bk(t).

(2.2.14)

Cho k → ∞ ë trong (2.2.14), ta thu ®­îc gt(ẑ + x0) ≤ b0(t) víi mäi t ∈ T.

§iÒu nµy cã nghÜa lµ ẑ + x0 ∈ C(p0). MÆt kh¸c, do fk lµ K-låi, ta cã, víi k

®ñ lín,

fk

(
1

||zk||n
zk +

(
1− 1

||zk||n
)
xk
)
− 1

||zk||n
fk(z

k)− (1− 1

||zk||n
)fk(x

k) ∈ −K.

Mét c¸ch t­¬ng ®­¬ng,

fk

(
1

||zk||n
zk +

(
1− 1

||zk||n
)
xk
)
− fk(xk) ∈

1

||zk||n
[fk(z

k)− fk(xk)]−K.

KÕt hîp ®iÒu nµy víi (2.2.7) dÉn ®Õn

fk

(
1

||zk||n
zk +

(
1− 1

||zk||n
)
xk
)
− fk(xk) ∈ −K. (2.2.15)

Cho k →∞ ë trong (2.2.15), ta thu ®­îc f0(ẑ + x0)− f0(x0) ∈ −K. V× vËy

f0(ẑ+x0) = f0(x0), bëi v× x0 ∈ S(p0). B»ng c¸ch lËp luËn t­¬ng tù nh­ ë trªn

ta ®i ®Õn ẑ + x0 = x0, ®iÒu nµy kh«ng thÓ. MÖnh ®Ò ®· ®­îc chøng minh. 2

Chøng minh §Þnh lý 2.2.1. Gi¶ sö kh¼ng ®Þnh cña ®Þnh lý lµ sai. Khi ®ã ph¶i

tån t¹i d·y {xk}∞k=1 ⊂ Rn héi tô ®Õn x0, hai d·y {pk := (fk, bk)}∞k=1 ⊂ P

vµ {p̄k := (f̄k, b̄k)}∞k=1 ⊂ P cïng héi tô ®Õn p0, sao cho víi mäi k ≥ 1,

xk ∈ S(pk) vµ

d(xk,S(p̄k)) > kd(pk, p̄k). (2.2.16)
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Theo MÖnh ®Ò 2.2.2, tån t¹i x̄k ∈ S(p̄k) tháa m·n x̄k → x0 khi k → +∞. Tõ

(2.2.16) suy ra

max
t∈T
|bk(t)− b̄k(t)| ≤ d(pk, p̄k) <

1

k
||xk − x̄k||n ∀k ≥ 1.

Do ®ã, víi mçi k mµ xk 6= x̄k, ta cã

maxt∈T |bk(t)− b̄k(t)|
||xk − x̄k||n

<
1

k
. (2.2.17)

Theo MÖnh ®Ò 2.2.1, víi mäi k ®ñ lín, tån t¹i ~k, ~̄k ∈ K∗ víi ||~k||m =

||~̄k||m = 1, uk ∈ ∂(~k ◦ fk)(xk), ūk ∈ ∂(~̄k ◦ f̄k)(x̄k), uktki ∈ −∂gtki (xk), tki ∈

Tpk
(xk), ūk

t̄ki
∈ −∂gt̄ki (x̄k), t̄ki ∈ Tp̄k

(x̄k) vµ tån t¹i λki , λ̄
k
i > 0, i = 1, 2, ..., n,

sao cho

uk =
n∑
i=1

λki u
k
tki
, vµ ūk =

n∑
i=1

λ̄ki ū
k
t̄ki
, (2.2.18)

ë ®ã {uk
tk1
, ..., uk

tkn
} vµ {ūk

t̄k1
, ..., ūk

t̄kn
} lµ c¸c c¬ së cña Rn. B»ng c¸ch lÊy mét

d·y con nÕu cÇn, víi mçi i ∈ {1, ..., n}, ta cã thÓ gi¶ sö r»ng c¸c d·y {tki }k

vµ {t̄ki }k héi tô t­¬ng øng ®Õn ti vµ t̄i nµo ®ã. Tõ MÖnh ®Ò 2.1.1 suy ra r»ng

ti, t̄i ∈ Tp0(x
0). Gièng nh­ trong chøng minh cña MÖnh ®Ò 2.2.1, ta cã thÓ gi¶

sö r»ng {λki }k vµ {λ̄ki }k héi tô t­¬ng øng ®Õn λi vµ λ̄i nµo ®ã. §ång thêi ta cã

thÓ gi¶ sö r»ng lim
k→∞

~k = ~ ∈ K∗, lim
k→∞

~̄k = ~̄ ∈ K∗ víi ||~||m = ||~̄||m = 1

vµ, víi mçi i ∈ {1, 2, ..., n}, c¸c d·y {uk}k, {ūk}k, {uktki }k, {ū
k
t̄ki
}k héi tô t­¬ng

øng ®Õn u ∈ ∂(~◦f0)(x0), ū ∈ ∂(~̄◦f0)(x0), uti ∈ −∂gti(x0), ūt̄i ∈ −∂gt̄i(x0)

nµo ®ã.

B»ng phÐp qua giíi h¹n ë trong (2.2.18), ta thu ®­îc

u =
n∑
i=1

λiuti, vµ ū =
n∑
i=1

λ̄iūt̄i. (2.2.19)
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Tõ (2.2.19) vµ Bæ ®Ò 2.1.3 suy ra r»ng x0 lµ nghiÖm v« h­íng hãa bëi c¶ ~ vµ

~̄. Gi¶ thiÕt (ii) cïng víi ®Þnh lý CarathÐodory (xem [27, Theorem 1, p. 184])

®¶m b¶o r»ng λi > 0, λ̄i > 0 víi mäi i = 1, ..., n vµ ®ång thêi c¶ {ut1, ..., utn}

vµ {ūt̄1, ..., ūt̄n} lµ c¸c c¬ së Rn.

Mét mÆt, tõ tki ∈ Tpk
(xk) vµ x̄k ∈ S(p̄k) ⊂ C(p̄k) víi mäi i ∈ {1, ..., n} vµ

mäi k suy ra

gtki (xk) = bk(t
k
i ), gtki (x̄k) ≤ b̄k(t

k
i ).

Do ®ã, víi sù ®Ó ý ®Õn (2.2.17),

utki
xk − x̄k

||xk − x̄k||n
= −utki

x̄k − xk

||xk − x̄k||n
≤
gtki (x̄k)− gtki (xk)

||xk − x̄k||n
≤ b̄k(t

k
i )− bk(tki )
||xk − x̄k||n

<
1

k
.

(2.2.20)

B»ng c¸ch lÊy mét d·y con nÕu cÇn, ta cã thÓ gi¶ sö r»ng
{

x̄k−xk

||xk−x̄k||n

}
k
héi

tô ®Õn z ∈ Rn víi ||z||n = 1. §Ó cho k → ∞ ë trong (2.2.20), ta thu ®­îc

utiz ≤ 0. KÕt hîp ®iÒu nµy víi (2.2.19) dÉn ®Õn

〈u, z〉 =
n∑
i=1

λiutiz ≤ 0.

NÕu 〈u, z〉 = 0, th× utiz = 0 víi mäi i = 1, 2, ..., n, m©u thuÉn víi z 6= 0 vµ

{ut1, ..., utn} lµ mét c¬ së cña Rn. Do ®ã,

〈u, z〉 < 0. (2.2.21)

MÆt kh¸c, b»ng c¸ch lËp luËn t­¬ng tù nh­ trªn ta thÊy r»ng víi mäi i ∈

{1, ..., n} vµ mäi k,

gt̄ki (x̄k) = b̄k(t̄
k
i ), gt̄ki (xk) ≤ bk(t̄

k
i ),

do ®ã, ūt̄iz ≥ 0. §iÒu nµy cïng víi (2.2.19) kÐo theo

〈ū, z〉 =
n∑
i=1

λ̄iūt̄iz ≥ 0.
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Do {ūt̄1, ..., ūt̄n} lµ mét c¬ së cña Rn vµ z 6= 0, ta cã

〈ū, z〉 > 0. (2.2.22)

V× vËy, tõ (2.2.21) vµ (2.2.22) suy ra

〈u, z〉 · 〈ū, z〉 < 0,

m©u thuÉn víi gi¶ thiÕt (ii). VËy ®Þnh lý ®· ®­îc chøng minh. 2

§Þnh lý 2.2.1 më réng [13, Theorem 3.1]. Cô thÓ h¬n, ta cã hÖ qu¶ sau.

HÖ qu¶ 2.2.1. XÐt bµi to¸n (2.1.2), cho p0 := (A0, b0) ∈ PL vµ (p0, x
0) ∈ gphS.

Gi¶ sö r»ng c¸c ®iÒu kiÖn sau ®­îc tháa m·n:

(i) §iÒu kiÖn Slater ®óng cho C(p0).

(ii) Kh«ng tån t¹i T0 ⊂ Tp0(x
0) víi |T0| < n tháa m·n

−~0A0 ∈ cone({B(t) | t ∈ T0})

víi mäi ~0 ∈ K∗ sao cho x0 lµ nghiÖm v« h­íng hãa bëi ~0. H¬n n÷a, nÕu x0

lµ nghiÖm v« h­íng hãa bëi c¶ ~ vµ ~̄, th× víi mçi z ∈ Rn víi ||z||n = 1,

〈~A0, z〉 · 〈~̄A0, z〉 ≥ 0.

Khi ®ã S lµ gi¶-Lipschitz t¹i (p0, x
0).

2.3 Mét sè vÝ dô

Tr­íc hÕt, ta xÐt mét vÝ dô minh häa ®Ó thÊy §Þnh lý 2.2.1 cã thÓ ¸p dông

cho nh÷ng bµi to¸n cô thÓ.

VÝ dô 2.3.1. LÊy T = {1, 2}. Cho f0 ∈ COR2
+
[R,R2] lµ hµm vÐct¬ R2

+-låi,

b0 ∈ C[T,R] vµ gt : R→ R, t ∈ T lµ c¸c hµm låi ®­îc ®Þnh nghÜa nh­ sau.

f0(x) = (x+ 1, x+ 1) ∀x ∈ R, b0(t) = 2 ∀t ∈ T,
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gt(x) =

{
−x+ 1 nÕu t = 1
x+ 1 nÕu t = 2.

§Æt p0 := (f0, b0) ∈ P := COR2
+
[R,R2] × C[T,R]. Ta thÊy r»ng C(p0) =

[−1, 1]. Kh¶o s¸t ®iÓm x0 := −1 ∈ S(p0). Râ rµng r»ng x̂ := 0 tháa m·n

gt(x̂) < b0(t) víi mäi t ∈ T . Do ®ã, gi¶ thiÕt (i) cña §Þnh lý 2.2.1 ®­îc

tháa m·n. Chóng ta h·y kiÓm tra gi¶ thiÕt (ii). Víi mçi ~ = (λ, γ) ∈ R2
+ víi

||~||2 = 1, ta cã ∂(~ ◦ f0)(x0) = λ+ γ 6= {0} vµ h¬n n÷a,{
〈∂(~ ◦ f0)(x0), z〉 < 0 nÕu z = −1
〈∂(~ ◦ f0)(x0), z〉 > 0 nÕu z = 1.

V× vËy, nÕu x0 = −1 lµ nghiÖm v« h­íng hãa bëi c¶ ~ vµ ~̄, th×

〈∂(~ ◦ f0)(x0), z〉 · 〈∂(~̄ ◦ f0)(x0), z〉 > 0

víi mäi z ∈ {−1, 1} vµ do ®ã, gi¶ thiÕt (ii) còng ®­îc tháa m·n. B©y giê, ¸p

dông §Þnh lý 2.2.1, ta kÕt luËn r»ng S lµ gi¶-Lipschitz t¹i (p0, x
0).

Hai vÝ dô tiÕp theo chØ ra r»ng c¸c gi¶ thiÕt (i) vµ (ii) trong §Þnh lý 2.2.1 lµ

thiÕt yÕu, cã nghÜa lµ nÕu ta bá ®i mét trong hai gi¶ thiÕt th× kÕt luËn cña §Þnh

lý 2.2.1 sÏ kh«ng cßn gi¸ trÞ.

VÝ dô 2.3.2. LÊy T = [0, 1]. Cho f0 ∈ COR2
+
[R,R2] lµ hµm vÐct¬ R2

+-låi,

b0, bk ∈ C[T,R], k ≥ 1 vµ gt : R → R, t ∈ T lµ c¸c hµm låi ®­îc ®Þnh nghÜa

nh­ sau.

f0(x) = (x+ 1, x+ 1) ∀x ∈ R, b0(t) = t ∀t ∈ [0, 1],

gt(x) = −tx ∀t ∈ [0, 1], bk(t) =

{
k+1
k t− 1

k nÕu t ∈ [ 1
k+1 , 1]

0 nÕu t ∈ [0, 1
k+1 ].

§Æt p0 := (f0, b0), pk := (f0, bk) ∈ P := COR2
+
[R,R2] × C[T,R] víi mäi

k ≥ 1. Ta thÊy r»ng pk → p0, C(p0) = [−1,+∞), S(p0) = {−1},
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C(pk) = [0,+∞) vµ S(pk) = {0} víi mäi k ≥ 1. XÐt ®iÓm x0 := −1 ∈ S(p0).

Víi mçi ~ = (λ, γ) ∈ R2
+ víi ||~||2 = 1, ta cã ∂(~ ◦ f0)(x0) = λ + γ 6= {0}

vµ h¬n n÷a, {
〈∂(~ ◦ f0)(x0), z〉 < 0 nÕu z = −1
〈∂(~ ◦ f0)(x0), z〉 > 0 nÕu z = 1.

V× thÕ, nÕu x0 = −1 lµ nghiÖm v« h­íng hãa bëi c¶ ~ vµ ~̄, th×

〈∂(~ ◦ f0)(x0), z〉 · 〈∂(~̄ ◦ f0)(x0), z〉 > 0

víi mäi z ∈ {−1, 1} vµ do ®ã, gi¶ thiÕt (ii) ®­îc tháa m·n. NhËn thÊy r»ng

®iÒu kiÖn Slater kh«ng ®óng cho p0 (gi¶ thiÕt (i) bÞ vi ph¹m). Trªn thùc tÕ, S

kh«ng lµ gi¶-Lipschitz t¹i (p0, x
0).

VÝ dô 2.3.3. LÊy T = {1, 2, 3} vµ cho b0, bk ∈ C[T,R], f0, fk ∈

COR+[R2,R], k ≥ 1, gt : R2 → R, t ∈ T lµ c¸c hµm låi ®­îc ®Þnh nghÜa

nh­ sau.

f0(x) = x1 + 1 ∀x = (x1, x2) ∈ R2, b0(t) = 0 ∀t ∈ T,

fk(x) = x1 +1− 1

k3
x2 ∀x = (x1, x2) ∈ R2, bk(t) =

{
0 nÕu t ∈ {1, 3}
−1
k nÕu t = 2,

gt(x) =

−x1 + x2 + 1 nÕu t = 1
−x1 + 1 nÕu t = 2 ∀x = (x1, x2) ∈ R2.
−x1 − x2 + 1 nÕu t = 3

§Æt p0 := (f0, b0), pk := (fk, bk) ∈ P := COR+[R2,R] × C[T,R] víi mäi

k ≥ 1. Khi ®ã pk → p0. B»ng c¸ch tÝnh to¸n trùc tiÕp ta thu ®­îc

C(p0) = {(x1, x2) ∈ R2 | 1 ≤ x1 < +∞,−x1 + 1 ≤ x2 ≤ x1 − 1},

S(p0) = {(1, 0)}. §Æt x0 := (1, 0) ∈ S(p0). Râ rµng r»ng x̂ := (2, 0) ∈ R2

tháa m·n gt(x̂) < b0(t) víi mäi t ∈ T . Do ®ã, gi¶ thiÕt (i) cña §Þnh lý 2.2.1
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®­îc tháa m·n. Tuy nhiªn, gi¶ thiÕt (ii) bÞ vi ph¹m. ThËt vËy, víi bÊt kú

~ ∈ R+ := [0,+∞) vµ ~ = 1, ta cã

∂(~ ◦ f0)(x0) = (1, 0) ∈ cone({−∂gt(x0) = (1, 0) | t = 2 ∈ Tp0(x
0)}).

Ta thÊy r»ng S kh«ng lµ gi¶-Lipschitz t¹i (p0, x
0). ThËt vËy, chän p̄k := (f0, bk),

ta cã p̄k → p0 khi k →∞. B»ng c¸ch tÝnh to¸n trùc tiÕp ta thu ®­îc

C(p̄k) = C(pk) = {(x1, x2) ∈ R2 | 1+
1

k
≤ x1 < +∞,−x1+1 ≤ x2 ≤ x1−1},

S (p̄k) =

{(
1 +

1

k
, x2

)
| − 1

k
≤ x2 ≤

1

k

}
,S(pk) =

{(
1 +

1

k
,

1

k

)}
∀k ≥ 1.

Ngoµi ra,

d(pk, p̄k) =
∞∑
r=1

1

2r

r
k3

1 + r
k3

≤ 1

k3

∞∑
r=1

r

2r
=:

l0
k3
, ë ®©y l0 :=

∞∑
r=1

r

2r
<∞.

LÊy x̄k := (1 + 1
k , 0) ∈ S(p̄k), ta cã

d(x̄k,S(pk)) =
1

k
>
l0
k2
≥ kd(pk, p̄k) ∀k > l0.

V× vËy, S kh«ng lµ gi¶-Lipschitz t¹i (p0, x
0).

KÕt luËn cña Ch­¬ng 2

C¸c kÕt qu¶ chÝnh cña ch­¬ng nµy bao gåm:

- C¸c ®iÒu kiÖn ®ñ ®Ó cho ¸nh x¹ nghiÖm h÷u hiÖu cña bµi to¸n tèi ­u vÐct¬

nöa v« h¹n låi lµ gi¶-Lipschitz trong §Þnh lý 2.2.1.

- C¸c vÝ dô 2.3.1, 2.3.2 vµ 2.3.3 (minh häa vµ ph©n tÝch kÕt qu¶ chÝnh).
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Ch­¬ng 3

§¹o hµm trªn-®å-thÞ Clarke suy réng
cña hµm gi¸ trÞ tèi ­u trong tèi ­u vÐct¬

Trong ch­¬ng nµy chóng t«i sö dông ®¹o hµm trªn-®å-thÞ Clarke suy réng

®­îc giíi thiÖu bëi Chen [8] ®Ó ph©n tÝch ®é nh¹y nghiÖm.

Môc 3.1 ®­îc dµnh ®Ó giíi thiÖu mét sè kh¸i niÖm c¬ b¶n vµ tr×nh bµy mét

vµi kÕt qu¶ bæ trî. Môc 3.2 ®­a ra mét sè c«ng thøc ®Ó tÝnh ®¹o hµm trªn-®å-thÞ

Clarke suy réng cña hµm gi¸ trÞ tèi ­u trong bµi to¸n tèi ­u vÐct¬ kh«ng cã

rµng buéc. Môc 3.3 thiÕt lËp c¸c c«ng thøc nh­ ë trong Môc 3.2, nh­ng cho

bµi to¸n tèi ­u vÐct¬ cã rµng buéc.

C¸c kÕt qu¶ chÝnh tr×nh bµy ë ®©y ®­îc lÊy tõ bµi b¸o [16].

3.1 C¸c kh¸i niÖm c¬ b¶n vµ kÕt qu¶ bæ trî

Trong ch­¬ng nµy, trõ khi quy ­íc kh¸c ®i, ta vÉn sö dông c¸c kh¸i niÖm vµ

ký hiÖu ®· ®­a ra trong c¸c ch­¬ng tr­íc. Cho f : P ×X → Y lµ hµm vÐct¬

vµ C : P ⇒ X lµ ¸nh x¹ ®a trÞ. ë ®©y P,X vµ Y ®­îc gi¶ sö lµ c¸c kh«ng

gian Euclide h÷u h¹n chiÒu ®­îc trang bÞ víi chuÈn || · ||. Cho K ⊂ Y lµ nãn

låi ®ãng nhän. Nãn K c¶m sinh mét quan hÖ thø tù bé phËn �K ë trªn Y nh­
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sau:

y �K y′ ⇔ y′ − y ∈ K ∀y, y′ ∈ Y.

XÐt bµi to¸n tèi ­u vÐct¬

minK
{
f(p, x) |x ∈ C(p)

}
(3.1.1)

phô thuéc vµo tham sè p ∈ P.

§Þnh nghÜa 3.1.1. Ta nãi y ∈ A lµ ®iÓm h÷u hiÖu cña tËp A ⊂ Y ®èi víi nãn

K nÕu (y −K) ∩ A = {y}. TËp tÊt c¶ c¸c ®iÓm h÷u hiÖu cña A ®èi víi nãn

K ®­îc ký hiÖu bëi E(A|K). Quy ­íc, E(∅|K) := ∅.

Cho F : P ⇒ Y lµ ¸nh x¹ ®a trÞ ®­îc x¸c ®Þnh bëi

F (p) := (f ◦ C)(p) := f(p, C(p)) = {f(p, x) |x ∈ C(p)}. (3.1.2)

Ta ®Æt

F(p) := E(F (p)|K), p ∈ P (3.1.3)

vµ gäi F : P ⇒ Y lµ hµm gi¸ trÞ tèi ­u cña bµi to¸n (3.1.1). Khi ®ã, víi mçi

p ∈ P, tËp nghiÖm h÷u hiÖu S(p) cña bµi to¸n (3.1.1) ®­îc x¸c ®Þnh bëi

S(p) = {x ∈ C(p) | f(p, x) ∈ F(p)}.

§Þnh nghÜa 3.1.2. Cho G : P ⇒ Y lµ ¸nh x¹ ®a trÞ.

(i) Ta nãi r»ng G lµ Lipschitz trªn ®Þa ph­¬ng (locally upper Lipschitzian) t¹i

p̄ ∈ P nÕu tån t¹i U ∈ N (p̄) vµ sè thùc M > 0 sao cho

G(p) ⊂ G(p̄) +M ||p− p̄||BY ∀p ∈ U.

(ii) G ®­îc gäi lµ låi nÕu

αG(p) + (1− α)G(p′) ⊂ G(αp+ (1− α)p′) ∀p, p′ ∈ P, ∀α ∈ [0, 1].
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(iii) G ®­îc gäi lµ låi theo nãn K (hay K-låi) nÕu

αG(p) + (1− α)G(p′) ⊂ G(αp+ (1− α)p′) +K ∀p, p′ ∈ P, ∀α ∈ [0, 1].

NhËn xÐt 3.1.1. Ta biÕt r»ng (ch¼ng h¹n xem [50]) G lµ låi khi vµ chØ khi

gphG lµ mét tËp låi trong P × Y. Theo [28, Lemma 14.8], G lµ K-låi khi vµ

chØ khi epiG lµ mét tËp låi trong P × Y. ë ®©y

epiG := {(p, y) ∈ P × Y | p ∈ domG, y ∈ G(p) +K}

ký hiÖu cho trªn-®å-thÞ cña ¸nh x¹ ®a trÞ G.

§Ó cho gän trong c¸c ph¸t biÓu vÒ sau, ta ký hiÖu c¸c gi¶ thiÕt nh­ sau:

(A) ¸nh x¹ tËp rµng buéc C ë trong (3.1.1) lµ låi vµ hµm môc tiªu f ë

trong (3.1.1) lµ K-låi;

(B) ¸nh x¹ ®a trÞ F ë trong (3.1.2) lµ K-låi.

Ta cã (xem [50, Proposition 2.1]), (A) kÐo theo (B).

§Þnh nghÜa 3.1.3. (Xem [2]) Cho Ω ⊂ Y vµ ȳ ∈ clΩ.

(i) Nãn tiÕp tuyÕn Bouligand (hay nãn contingent) cña Ω t¹i ȳ lµ ®­îc x¸c ®Þnh

bëi c«ng thøc

TB(Ω; ȳ) := {v ∈ Y | ∃{tn} ⊂ (0,+∞), tn → 0,∃{vn} ⊂ Y, vn → v

víi ȳ + tnvn ∈ Ω ∀n ∈ N}.

(ii) Nãn tiÕp tuyÕn Clarke (hay nãn tiÕp tuyÕn lµm trßn) cña Ω t¹i ȳ ®­îc x¸c

®Þnh bëi c«ng thøc

TC(Ω; ȳ) := {v ∈ Y | ∀{ȳn} ⊂ Ω, ȳn → ȳ,∀{tn} ⊂ (0,+∞), tn → 0,

∃{vn} ⊂ Y, vn → v víi ȳn + tnvn ∈ Ω ∀n ∈ N}.
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NhËn xÐt 3.1.2. Ta ®· biÕt r»ng c¸c nãn tiÕp tuyÕn ë trªn lµ ®ãng vµ TC(Ω; ȳ)

lµ låi. H¬n n÷a, TC(Ω; ȳ) ⊂ TB(Ω; ȳ) vµ TC(Ω; ȳ) = TB(Ω; ȳ) khi Ω lµ tËp

låi (xem [2]).

Nãn ®èi cùc ©m cña nãn tiÕp tuyÕn Clarke TC(Ω; ȳ), ®­îc ký hiÖu bëi

NC(ȳ; Ω), ®­îc gäi lµ nãn ph¸p tuyÕn Clarke cña Ω ⊂ Y t¹i ȳ,

NC(ȳ; Ω) := TC(Ω; ȳ)◦ = {v ∈ Y | 〈v, y〉 ≤ 0 ∀y ∈ TC(Ω; ȳ)}.

Khi Ω lµ tËp låi, NC(ȳ; Ω) trïng víi nãn ph¸p tuyÕn (theo nghÜa cña gi¶i tÝch

låi) cña Ω t¹i ®iÓm ®ã vµ ®­îc x¸c ®Þnh bëi c«ng thøc

N(ȳ; Ω) := {v ∈ Y | 〈v, y − ȳ〉 ≤ 0 ∀y ∈ Ω}.

Nãn lïi xa cña tËp låi kh¸c rçng Ω ⊂ Y ®­îc ®Þnh nghÜa lµ tËp

0+Ω := {y ∈ Y | Ω + y ⊂ Ω}.

Cho tr­íc mét tËp Ω̃ ⊂ P × Y, ta ®Þnh nghÜa phÐp chiÕu t¹i u ∈ P bëi

ΠuΩ̃ := {y ∈ Y | (u, y) ∈ Ω̃}.

§Þnh nghÜa 3.1.4. (Xem [8]) ChoG : P ⇒ Y lµ ¸nh x¹ ®a trÞ vµ (p̄, ȳ) ∈ gphG.

¸nh x¹ ®a trÞ DCG(p̄, ȳ) : P ⇒ Y ®­îc gäi lµ ®¹o hµm trªn-®å-thÞ Clarke suy

réng (generalized Clarke epiderivative) cña G t¹i (p̄, ȳ) nÕu

DCG(p̄, ȳ)(u) = E
(
ΠuT

C(epiG; (p̄, ȳ))|K
)
∀u ∈ P. (3.1.4)

NhËn xÐt 3.1.3. (Xem [8]) Tõ ®Þnh nghÜa ta thÊy r»ng ΠuT
C(epiG; (p̄, ȳ)) lµ

tËp låi ®ãng vµ

ΠuT
C(epiG; (p̄, ȳ)) = ΠuT

C(epiG; (p̄, ȳ)) +K. (3.1.5)
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NÕu nãn tiÕp tuyÕn Clarke cña epiG t¹i (p̄, ȳ) ë trong (3.1.4) ®­îc thay

bëi nãn tiÕp tuyÕn Bouligand cña epiG t¹i ®iÓm t­¬ng øng, th× ta thu ®­îc

kh¸i niÖm ®¹o hµm trªn-®å-thÞ tiÕp liªn suy réng (generalized contingent

epiderivative) cña G t¹i (p̄, ȳ). Kh¸i niÖm nµy ®­îc giíi thiÖu mét c¸ch ®éc

lËp bëi Bednarczuk vµ Song [3] vµ bëi Chen vµ Jahn [10].

Tõ [29, Corollary 1], [29, Theorem 6] vµ [10, Remark 1] suy ra r»ng nÕu

G := g : P → R lµ hµm låi (liªn tôc) t¹i p̄ ∈ P, th× ®¹o hµm trªn-®å-thÞ Clarke

suy réng, ®¹o hµm trªn-®å-thÞ tiÕp liªn suy réng vµ ®¹o hµm theo h­íng (theo

nghÜa cæ ®iÓn) trïng nhau. Nh­ vËy cã thÓ xem ®¹o hµm trªn-®å-thÞ Clarke suy

réng vµ ®¹o hµm trªn-®å-thÞ tiÕp liªn suy réng lµ sù më réng mét c¸ch tù nhiªn

®¹o hµm theo h­íng (theo nghÜa cæ ®iÓn) cña ¸nh x¹ ®¬n trÞ sang tr­êng hîp

®a trÞ. Ng­êi ®äc quan t©m cã thÓ t×m hiÓu s©u thªm, ë trong [3,8,10], nh÷ng

tÝnh chÊt vµ mét sè ¸p dông cña hai ®¹o hµm nµy vµo viÖc thiÕt lËp c¸c ®iÒu

kiÖn cÇn/®ñ tèi ­u cho bµi to¸n tèi ­u ®a trÞ.

§Þnh nghÜa 3.1.5. (Xem [3]) ¸nh x¹ ®a trÞ G : P ⇒ Y ®­îc gäi lµ comp¾c

theo h­íng (directionally compact) t¹i (p̄, ȳ) ∈ gphG nÕu víi mçi d·y tïy ý

{tn} ⊂ (0,+∞), tn → 0, {hn} ⊂ P, hn → h ∈ P , {yn} ⊂ Y tháa m·n

ȳ + tnyn ∈ G(p̄+ tnhn) víi mäi n kÐo theo {yn} chøa mét d·y con héi tô.

Mét sè ®iÒu kiÖn ®ñ ®¶m b¶o tÝnh comp¾c theo h­íng cña G t¹i mét ®iÓm

trªn ®å thÞ cña nã ®· ®­îc ®­a ra ë trong [3]. Sau ®©y, chóng ta ®Æc tr­ng tÝnh

chÊt comp¾c theo h­íng cña mét ¸nh x¹ ®a trÞ.

MÖnh ®Ò 3.1.1. Cho ¸nh x¹ ®a trÞ G : P ⇒ Y vµ (p̄, ȳ) ∈ gphG. Khi ®ã, G

lµ comp¾c theo h­íng t¹i (p̄, ȳ) khi vµ chØ khi G lµ Lipschitz trªn ®Þa ph­¬ng
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t¹i p̄ víi G(p̄) = {ȳ}.

Chøng minh. Tr­íc hÕt ta chøng minh ®iÒu kiÖn cÇn. Gi¶ sö r»ng G lµ

comp¾c theo h­íng t¹i (p̄, ȳ). NÕu G kh«ng lµ Lipschitz trªn ®Þa ph­¬ng t¹i p̄

víi G(p̄) = {ȳ}, th× tån t¹i c¸c d·y {pn} ⊂ P vµ {yn} ⊂ Y sao cho

pn → p̄, yn ∈ G(pn), yn /∈ ȳ + n||pn − p̄||BY ∀n.

LÊy tïy ý tn ∈
(
0,min { 1

n ,
||yn−ȳ||

n }
)
nÕu pn = p̄ vµ lÊy tn = ||pn − p̄|| nÕu

pn 6= p̄. §Æt hn = 0 nÕu pn = p̄ vµ hn = pn−p̄
||pn−p̄|| nÕu pn 6= p̄. Khi ®ã, ||yn−ȳ

tn
|| >

n→∞, tn → 0. §Ó ý r»ng do {hn} ⊂ P vµ P lµ h÷u h¹n chiÒu nªn {hn} cã

mét d·y con héi tô {hnk
}. Ta cã ȳ+tnk

ynk
−ȳ

tnk
= ynk

∈ G(pnk
) = G(p̄+tnk

hnk
).

Suy ra G kh«ng lµ comp¾c theo h­íng t¹i (p̄, ȳ). M©u thuÉn.

B©y giê ta chøng minh ®iÒu kiÖn ®ñ. XÐt c¸c d·y tïy ý {tn} ⊂

(0,+∞), tn → 0, {hn} ⊂ P, hn → h ∈ P , {yn} ⊂ Y tháa m·n ȳ + tnyn ∈

G(p̄+ tnhn) víi mäi n. V× Y lµ h÷u h¹n chiÒu, nªn ®Ó kÕt thóc chøng minh ta

chØ cÇn chØ ra r»ng {yn} bÞ chÆn. Do G lµ Lipschitz trªn ®Þa ph­¬ng t¹i p̄ víi

G(p̄) = {ȳ}, tån t¹i U ∈ N (p̄) vµ M > 0 sao cho

G(p) ⊂ {ȳ}+M ||p− p̄||BY ∀p ∈ U.

V× tn → 0 vµ hn → h, nªn tån t¹i n0 vµ M0 > 0 sao cho ||hn|| ≤ M0

vµ G(p̄ + tnhn) ⊂ {ȳ} + Mtn||hn||BY víi mäi n ≥ n0. §iÒu nµy dÉn ®Õn

||yn|| ≤MM0 víi mäi n ≥ n0. 2

§Þnh nghÜa 3.1.6. (Xem [46]) (i) Ta nãi r»ng tÝnh chÊt tréi ®óng cho Ω ⊂ Y

nÕu

Ω ⊂ E(Ω|K) +K.
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(ii) Ta nãi r»ng tÝnh chÊt tréi ®óng cho G : P ⇒ Y ë xung quanh p̄ ∈ P nÕu

tån t¹i U ∈ N (p̄) sao cho

G(p) ⊂ E(G(p)|K) +K ∀p ∈ U.

Bæ ®Ò 3.1.1. (Xem [46, Theorem 3.2.12]) Gi¶ sö Ω ⊂ Y lµ tËp låi ®ãng kh¸c

rçng. Khi ®ã, tÝnh chÊt tréi ®óng cho Ω khi vµ chØ khi 0+Ω ∩ (−K) = {0}.

3.2 Tr­êng hîp bµi to¸n tèi ­u vÐct¬ kh«ng cã rµng buéc

Môc nµy ®­a ra mét sè c«ng thøc ®Ó tÝnh ®¹o hµm trªn-®å-thÞ Clarke suy

réng cña hµm gi¸ trÞ tèi ­u F , ®­îc ®Þnh nghÜa trong (3.1.3), cho bµi to¸n tèi

­u vÐct¬ kh«ng cã rµng buéc. ë ®©y, bµi to¸n tèi ­u vÐct¬ kh«ng cã rµng buéc

®­îc hiÓu theo nghÜa: ¸nh x¹ ®a trÞ F ë trong c«ng thøc (3.1.3) lµ tïy ý (kh«ng

cÇn thiÕt ph¶i cã d¹ng (3.1.2)). V× c¸c c«ng thøc nµy ®­îc biÓu diÔn qua nãn

tiÕp tuyÕn Clarke cña ®å thÞ cña ¸nh x¹ ®a trÞ F , nªn tr­íc hÕt ta cÇn tÝnh hoÆc

­íc l­îng ®¹o hµm trªn-®å-thÞ Clarke suy réng cña F.

MÖnh ®Ò 3.2.1. Cho gi¶ thiÕt (B) ®­îc tháa m·n vµ cho (p̄, ȳ) ∈ gphF. Ta cã

DCF (p̄, ȳ)(u) ⊂ E
(
ΠuT

C(gphF ; (p̄, ȳ))|K
)
∀u ∈ P, (3.2.1)

vµ bao hµm thøc ng­îc l¹i còng ®óng nÕu

epiDCF (p̄, ȳ) = TC(epiF ; (p̄, ȳ)). (3.2.2)

Chøng minh. Tr­íc hÕt ta chøng minh

DCF (p̄, ȳ)(u) ⊂ ΠuT
C(gphF ; (p̄, ȳ)) ∀u ∈ P. (3.2.3)
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Víi mçi u ∈ P vµ y ∈ DCF (p̄, ȳ)(u), ta cÇn chØ ra r»ng y ∈ ΠuT
C(gphF ; (p̄, ȳ)),

hay lµ, (u, y) ∈ TC(gphF ; (p̄, ȳ)). LÊy tïy ý c¸c d·y {(ūn, ȳn)} ⊂ gphF,

(ūn, ȳn) → (p̄, ȳ) vµ {tn} ⊂ (0,+∞), tn → 0. Do (u, y) ∈ TC(epiF ; (p̄, ȳ))

vµ gphF ⊂ epiF, tån t¹i d·y {(un, yn)} ⊂ P × Y tháa m·n (un, yn)→ (u, y)

vµ ȳn+ tnyn ∈ F (ūn+ tnun) +K víi mäi n. Do ®ã, tån t¹i {kn} ⊂ K sao cho

ȳn + tnyn − kn ∈ F (ūn + tnun) ∀n.

Mét c¸ch t­¬ng ®­¬ng,

ȳn + tn

(
yn −

kn
tn

)
∈ F (ūn + tnun) ∀n. (3.2.4)

Do kn ∈ K vµ Y lµ kh«ng gian h÷u h¹n chiÒu, tån t¹i αn ≥ 0 vµ bn ∈ K víi

||bn|| = 1 sao cho kn = αnbn víi mäi n. Khi ®ã, kn

tn
= bn

αn

tn
vµ lim

n→∞
kn

tn
= 0 nÕu

vµ chØ nÕu lim
n→∞

αn

tn
= 0. Ta kh¼ng ®Þnh r»ng lim

n→∞
αn

tn
= 0 vµ do ®ã, lim

n→∞
kn

tn
= 0.

ThËt vËy, nÕu kh¼ng ®Þnh lµ sai, th× b»ng c¸ch lÊy mét d·y con nÕu cÇn, ta cã

thÓ gi¶ sö r»ng lim
n→∞

bn = b víi ||b|| = 1 vµ tån t¹i ε > 0 sao cho αn

tn
≥ ε víi

mäi n. §Æt k̄n := εtn
αn
kn ∈ K. Khi ®ã, k̄n �K kn vµ

ȳn + tnyn − k̄n ∈ F (ūn + tnun) +K ∀n. (3.2.5)

Tõ k̄n

tn
= εbn víi mäi n suy ra lim

n→∞
k̄n

tn
= εb. Do ®ã,

lim
n→∞

(
yn −

k̄n
tn

)
= y − εb.

ViÕt l¹i (3.2.5) nh­ sau:

ȳ + tn

(
ȳn − ȳ
tn

+ yn −
k̄n
tn

)
∈ F

(
p̄+ tn

( ūn − p̄
tn

+ un

))
+K ∀n.

Do (ūn, ȳn) → (p̄, ȳ), ta cã thÓ chän mét d·y con {ȳ′n} cña {ȳn} vµ mét d·y
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con {ū′n} cña {ūn} sao cho

lim
n→∞

ȳ′n − ȳ
tn

= 0 vµ lim
n→∞

ū′n − p̄
tn

= 0.

Ta nhËn ®­îc

ȳ + tn

(
ȳ′n − ȳ
tn

+ yn −
k̄n
tn

)
∈ F

(
p̄+ tn

( ū′n − p̄
tn

+ un

))
+K ∀n.

Do ®ã, (u, y − εb) ∈ TB(epiF ; (p̄, ȳ)). V× epiF lµ låi, nªn ta cã (u, y − εb) ∈

TC(epiF ; (p̄, ȳ)). V× vËy,

y − εb ∈ ΠuT
C(epiF ; (p̄, ȳ)). (3.2.6)

Do y − εb �K y vµ y − εb 6= y, (3.2.6) m©u thuÉn víi

y ∈ E
(
ΠuT

C(epiF ; (p̄, ȳ))|K
)
.

Do ®ã, kh¼ng ®Þnh ë trªn lµ ®óng, cã nghÜa lµ lim
n→∞

kn

tn
= 0. §Ó ý ®Õn (3.2.4),

ta cã (u, y) ∈ TC(gphF ; (p̄, ȳ)). V× vËy, (3.2.3) nghiÖm ®óng.

B©y giê ta chØ ra r»ng, víi mçi u ∈ P,

ΠuT
C(gphF ; (p̄, ȳ)) +K ⊂ ΠuT

C(epiF ; (p̄, ȳ)). (3.2.7)

LÊy tïy ý y ∈ ΠuT
C(gphF ; (p̄, ȳ)) vµ k ∈ K. Tõ bao hµm thøc

TC(gphF ; (p̄, ȳ)) ⊂ TB(gphF ; (p̄, ȳ))

suy ra y ∈ ΠuT
B(gphF ; (p̄, ȳ)). Do ®ã, tån t¹i c¸c d·y {(un, yn)} ⊂ P × Y,

(un, yn)→ (u, y) vµ {tn} ⊂ (0,+∞), tn → 0 sao cho

ȳ + tnyn ∈ F (p̄+ tnun) ∀n.

§Æt ȳn := yn + k víi mäi n. Khi ®ã, (un, ȳn)→ (u, y + k) vµ

ȳ + tnȳn = ȳ + tnyn + tnk ∈ F (p̄+ tnun) +K ∀n.
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§iÒu nµy cïng víi tÝnh låi cña tËp epiF kÐo theo

(u, y + k) ∈ TB(epiF ; (p̄, ȳ)) = TC(epiF ; (p̄, ȳ)).

Suy ra y + k ∈ ΠuT
C(epiF ; (p̄, ȳ)) vµ do ®ã, (3.2.7) ®­îc thiÕt lËp. KÕt hîp

(3.2.3) víi (3.2.7) ®­a ®Õn

DCF (p̄, ȳ)(u) ⊂ ΠuT
C(gphF ; (p̄, ȳ)) ⊂ ΠuT

C(epiF ; (p̄, ȳ)).

VËy (3.2.1) nghiÖm ®óng.

NÕu epiDCF (p̄, ȳ) = TC(epiF ; (p̄, ȳ)), th× tõ (3.2.7) suy ra

ΠuT
C(gphF ; (p̄, ȳ))+K ⊂ ΠuT

C(epiF ; (p̄, ȳ)) = DCF (p̄, ȳ)(u)+K ∀u ∈ P.

KÕt hîp ®iÒu nµy víi (3.2.1) dÉn ®Õn

E
(
ΠuT

C(gphF ; (p̄, ȳ))|K
)

+K ⊂ DCF (p̄, ȳ)(u) +K

⊂ E
(
ΠuT

C(gphF ; (p̄, ȳ))|K
)

+K ∀u ∈ P.

Do ®ã,

E
(
ΠuT

C(gphF ; (p̄, ȳ))|K
)
⊂ DCF (p̄, ȳ)(u) ∀u ∈ P.

Chøng minh kÕt thóc. 2

§Ó hiÓu râ thªm ®iÒu kiÖn (3.2.2), sau ®©y ta ®­a ra mét ®iÒu kiÖn ®ñ cho

®¼ng thøc nµy nghiÖm ®óng.

MÖnh ®Ò 3.2.2. Cho (p̄, ȳ) ∈ gphF.NÕuDCF (p̄, ȳ)(0) 6= ∅, th× (3.2.2) nghiÖm

®óng.

Chøng minh. LÊy tïy ý u ∈ P sao cho ΠuT
C(epiF ; (p̄, ȳ)) 6= ∅. V×

ΠuT
C(epiF ; (p̄, ȳ)) = {y ∈ Y | (u, y) ∈ TC(epiF ; (p̄, ȳ))}
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lµ mét tËp låi ®ãng, nªn theo ®Þnh nghÜa nãn lïi xa ta cã

0+ΠuT
C(epiF ; (p̄, ȳ)) = {y ∈ Y | (0, y) ∈ TC(epiF ; (p̄, ȳ))}

= Π0T
C(epiF ; (p̄, ȳ)).

NhËn thÊy r»ng

0 ∈ DCF (p̄, ȳ)(0). (3.2.8)

ThËt vËy, gi¶ sö ng­îc l¹i, 0 /∈ DCF (p̄, ȳ)(0). Khi ®ã, tån t¹i k ∈ K \ {0} sao

cho −k ∈ Π0T
C(epiF ; (p̄, ȳ)). Do Π0T

C(epiF ; (p̄, ȳ)) lµ mét nãn låi ®ãng, ta

cã

y − k ∈ Π0T
C(epiF ; (p̄, ȳ)) ∀y ∈ Π0T

C(epiF ; (p̄, ȳ)).

Suy ra

y /∈ E
(
Π0T

C(epiF ; (p̄, ȳ))|K
)
∀y ∈ Π0T

C(epiF ; (p̄, ȳ)).

Do ®ã, DCF (p̄, ȳ)(0) = ∅, m©u thuÉn víi gi¶ thiÕt. V× vËy, (3.2.8) nghiÖm

®óng. Tõ ®ã suy ra

(−K) ∩ Π0T
C(epiF ; (p̄, ȳ)) = {0}.

Mét c¸ch t­¬ng ®­¬ng,

(−K) ∩ 0+ΠuT
C(epiF ; (p̄, ȳ)) = {0}.

Theo Bæ ®Ò 3.1.1, tÝnh chÊt tréi ®óng cho ΠuT
C(epiF ; (p̄, ȳ)), cã nghÜa lµ

ΠuT
C(epiF ; (p̄, ȳ)) ⊂ DCF (p̄, ȳ)(u) +K. (3.2.9)

Tõ (3.1.5) suy ra

DCF (p̄, ȳ)(u) +K ⊂ ΠuT
C(epiF ; (p̄, ȳ)) +K = ΠuT

C(epiF ; (p̄, ȳ)).
(3.2.10)
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KÕt hîp (3.2.9) víi (3.2.10) ®­a ®Õn ΠuT
C(epiF ; (p̄, ȳ)) = DCF (p̄, ȳ)(u)+K.

V× vËy, (3.2.2) nghiÖm ®óng. 2

B©y giê, ta ph¸t biÓu vµ chøng minh kÕt qu¶ chÝnh cña môc nµy.

§Þnh lý 3.2.1. Cho gi¶ thiÕt (B) ®­îc tháa m·n vµ cho (p̄, ȳ) ∈ gphF . Gi¶ sö

r»ng tÝnh chÊt tréi ®óng cho F ë xung quanh p̄. Ta cã

DCF(p̄, ȳ)(u) ⊂ E
(
ΠuT

C(gphF ; (p̄, ȳ))|K
)
∀u ∈ P.

Bao hµm thøc ng­îc l¹i còng ®óng nÕu (3.2.2) ®­îc tháa m·n.

Chøng minh. Do F(p) ⊂ F (p) víi mäi p ∈ P vµ do tÝnh chÊt tréi ®óng cho

F ë xung quanh p̄ ∈ P, tån t¹i U ∈ N (p̄) sao cho

F(p) +K = F (p) +K ∀p ∈ U.

V× vËy,

TC(epiF ; (p̄, ȳ)) = TC(epiF ; (p̄, ȳ)).

§iÒu nµy kÐo theo, víi mçi u ∈ P,

ΠuT
C(epiF ; (p̄, ȳ)) = ΠuT

C(epiF ; (p̄, ȳ)).

Do ®ã, DCF(p̄, ȳ)(u) = DCF (p̄, ȳ)(u). §Ó kÕt thóc chøng minh, chØ cÇn ¸p

dông MÖnh ®Ò 3.2.1. 2

Nh­ mét hÖ qu¶ trùc tiÕp cña §Þnh lý 3.2.1 vµ MÖnh ®Ò 3.2.2, ta cã kÕt qu¶

sau ®©y.

HÖ qu¶ 3.2.1. Cho gi¶ thiÕt (B) ®­îc tháa m·n vµ cho (p̄, ȳ) ∈ gphF . Gi¶ sö

r»ng tÝnh chÊt tréi ®óng cho F ë xung quanh p̄. NÕu DCF (p̄, ȳ)(0) 6= ∅, th×

DCF(p̄, ȳ)(u) = E
(
ΠuT

C(gphF ; (p̄, ȳ))|K
)
∀u ∈ P.
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3.3 Tr­êng hîp bµi to¸n tèi ­u vÐct¬ cã rµng buéc

Môc nµy ®­îc dµnh ®Ó tr×nh bµy mét sè c«ng thøc tÝnh ®¹o hµm trªn-®å-thÞ

Clarke suy réng cña hµm gi¸ trÞ tèi ­u F , ®­îc ®Þnh nghÜa ë trong (3.1.3), cho

bµi to¸n tèi ­u vÐct¬ cã rµng buéc. Cô thÓ h¬n, ta xÐt bµi to¸n (3.1.1) víi ¸nh

x¹ tËp rµng buéc C : P ⇒ X. V× c¸c c«ng thøc nµy ®­îc biÓu diÔn qua hµm

môc tiªu f , ¸nh x¹ tËp rµng buéc C vµ ¸nh x¹ ®a trÞ F , ®­îc ®Þnh nghÜa ë trong

(3.1.2), nªn tr­íc hÕt ta cÇn thiÕt lËp mét sè kÕt qu¶ bæ trî m« t¶ mèi liªn hÖ

gi÷a f, C vµ F . Ta ®Þnh nghÜa ¸nh x¹ C̃ : P × Y ⇒ X nh­ sau:

C̃(p, y) = {x ∈ C(p) | y − f(p, x) ∈ K}. (3.3.1)

MÖnh ®Ò 3.3.1. Cho p̄ ∈ P vµ x̄ ∈ C(p̄). Gi¶ sö r»ng f lµ kh¶ vi FrÐchet t¹i

(p̄, x̄) víi ®¹o hµm ∇f(p̄, x̄). NÕu gi¶ thiÕt (B) ®­îc tháa m·n, th×

{∇f(p̄, x̄)(p, x) | (p, x) ∈ TC(gphC; (p̄, x̄))}+K ⊂ ΠpT
C(epiF ; (p̄, ȳ))

(3.3.2)

víi mäi p ∈ P, ë ®ã ȳ := f(p̄, x̄). H¬n n÷a, nÕu gi¶ thiÕt (B) ®­îc thay bëi

gi¶ thiÕt (A) vµ ¸nh x¹ C̃ ë trong (3.3.1) lµ comp¾c theo h­íng t¹i ((p̄, ȳ), x̄),

th× bao hµm thøc ng­îc l¹i cña (3.3.2) nghiÖm ®óng, cã nghÜa lµ

{∇f(p̄, x̄)(p, x) | (p, x) ∈ TC(gphC; (p̄, x̄))}+K = ΠpT
C(epiF ; (p̄, ȳ))

(3.3.3)

víi mäi p ∈ P.

Chøng minh. Tr­íc hÕt ta chØ ra r»ng

{∇f(p̄, x̄)(p, x) | (p, x) ∈ TC(gphC; (p̄, x̄))} ⊂ ΠpT
B(gphF ; (p̄, ȳ))

(3.3.4)
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víi mäi p ∈ P. LÊy (p, x) ∈ TC(gphC; (p̄, x̄)). Suy ra (p, x) ∈ TB(gphC; (p̄, x̄)).

Khi ®ã, tån t¹i c¸c d·y {tn} ⊂ (0,+∞) vµ {(pn, xn)} ⊂ P × X sao cho

tn → 0, (pn, xn)→ (p, x) vµ x̄+ tnxn ∈ C(p̄+ tnpn) víi mäi n. Ta cã

f(p̄+ tnpn, x̄+ tnxn) ∈ F (p̄+ tnpn) ∀n.

Mét c¸ch t­¬ng ®­¬ng,

ȳ + tn
f(p̄+ tnpn, x̄+ tnxn)− f(p̄, x̄)

tn
∈ F (p̄+ tnpn) ∀n.

V× f lµ kh¶ vi FrÐchet t¹i (p̄, x̄), nªn ta cã

lim
n→∞

f(p̄+ tnpn, x̄+ tnxn)− f(p̄, x̄)

tn
= ∇f(p̄, x̄)(p, x).

Do ®ã, (p,∇f(p̄, x̄)(p, x)) ∈ TB(gphF ; (p̄, ȳ)). V× vËy, (3.3.4) ®­îc thiÕt lËp.

TiÕp theo ta chøng minh (3.3.2). LÊy tïy ý (p, x) ∈ TC(gphC; (p̄, x̄)) vµ

k ∈ K. Do (3.3.4), (p,∇f(p̄, x̄)(p, x)) ∈ TB(gphF ; (p̄, ȳ)). V× thÕ, tån t¹i c¸c

d·y {tn} ⊂ (0,+∞) vµ {(pn, yn)} ⊂ P × Y tháa m·n tn → 0, (pn, yn) →

(p,∇f(p̄, x̄)(p, x)) vµ

ȳ + tnyn ∈ F (p̄+ tnpn) ∀n.

Víi mçi n = 1, 2, ..., ®Æt ȳn := yn + k. Khi ®ã lim
n→∞

ȳn = ∇f(p̄, x̄)(p, x) + k

vµ

ȳ + tnȳn = ȳ + tnyn + tnk ∈ F (p̄+ tnpn) +K ∀n.

Do ®ã, (p,∇f(p̄, x̄)(p, x) + k) ∈ TB(epiF ; (p̄, ȳ)). V× epiF lµ låi, nªn ta cã

(p,∇f(p̄, x̄)(p, x) + k) ∈ TC(epiF ; (p̄, ȳ)). V× vËy, (3.3.2) nghiÖm ®óng.

B©y giê, ta chøng minh (3.3.3). Víi mçi p ∈ P, lÊy tïy ý y ∈

ΠpT
C(epiF ; (p̄, ȳ)), cã nghÜa lµ (p, y) ∈ TC(epiF ; (p̄, ȳ)). Suy ra (p, y) ∈
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TB(epiF ; (p̄, ȳ)). Khi ®ã, tån t¹i c¸c d·y {tn} ⊂ (0,+∞) vµ {(pn, yn)} ⊂

P × Y tháa m·n tn → 0, (pn, yn)→ (p, y) vµ

ȳ + tnyn ∈ F (p̄+ tnpn) +K ∀n.

Do ®ã, tån t¹i {xn} ⊂ C(p̄+ tnpn) vµ {kn} ⊂ K sao cho

ȳ + tnyn = f(p̄+ tnpn, xn) + kn ∀n. (3.3.5)

§Æt x̂n := xn−x̄
tn

. Ta cã xn = x̄+ tnx̂n ∈ C̃(p̄+ tnpn, ȳ + tnyn) víi mäi n. Do

C̃ lµ comp¾c theo h­íng t¹i ((p̄, ȳ), x̄), kh«ng mÊt tÝnh tæng qu¸t, ta cã thÓ gi¶

sö r»ng {x̂n} héi tô ®Õn x̂ ∈ X. V× vËy, (p, x̂) ∈ TB(gphC; (p̄, x̄)). Do C lµ

låi, ta cã (p, x̂) ∈ TC(gphC; (p̄, x̄)). Tõ (3.3.5) suy ra

yn −
f(p̄+ tnpn, x̄+ tnx̂n)− f(p̄, x̄)

tn
=
kn
tn
∈ K ∀n.

V× K ®ãng, nªn ta cã y−∇f(p̄, x̄)(p, x̂) ∈ K. Do ®ã, y ∈ ∇f(p̄, x̄)(p, x̂) +K

vµ (3.3.3) ®­îc thiÕt lËp. 2

NhËn xÐt 3.3.1. Quan s¸t chøng minh cña MÖnh ®Ò 3.3.1, ta thÊy r»ng tÝnh

comp¾c theo h­íng cña C t¹i (p̄, x̄) kÐo theo tÝnh chÊt t­¬ng øng cña C̃ t¹i

((p̄, ȳ), x̄). Do ®ã, kÕt luËn cña MÖnh ®Ò 3.3.1 vÉn cßn hiÖu lùc nÕu gi¶ thiÕt

C̃ lµ comp¾c theo h­íng t¹i ((p̄, ȳ), x̄) ®­îc thay bëi ®iÒu kiÖn C cã tÝnh chÊt

t­¬ng øng t¹i (p̄, x̄).

Tõ MÖnh ®Ò 3.1.1, MÖnh ®Ò 3.3.1 vµ NhËn xÐt 3.3.1 ta cã hÖ qu¶ sau ®©y.

HÖ qu¶ 3.3.1. Cho gi¶ thiÕt (A) ®­îc tháa m·n vµ cho p̄ ∈ P, x̄ ∈ C(p̄). Gi¶

sö r»ng f lµ kh¶ vi FrÐchet t¹i (p̄, x̄). NÕu mét trong c¸c ®ßi hái sau ®©y ®­îc

thùc hiÖn, th× (3.3.3) nghiÖm ®óng.

(i) C lµ Lipschitz trªn ®Þa ph­¬ng t¹i p̄ víi C(p̄) = {x̄}.
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(ii) C̃ ë trong (3.3.1) lµ Lipschitz trªn ®Þa ph­¬ng t¹i (p̄, ȳ) víi C̃(p̄, ȳ) =

{x̄}, ë ®ã ȳ := f(p̄, x̄).

KÕt qu¶ tiÕp theo cho ta thªm mét ®iÒu kiÖn ®ñ ®Ó cã ®¼ng thøc (3.3.3). §iÒu

kiÖn nµy dùa trªn tÝnh gi¶-Lipschitz t¹i mét ®iÓm trªn ®å thÞ cña ¸nh x¹ C̃. Mét

sè tiªu chuÈn cho tÝnh gi¶-Lipschitz cña C̃ ®· ®­îc Song vµ Wan [47] ®­a ra.

TÝnh gi¶-Lipschitz cña mét sè ¸nh x¹ tæng qu¸t h¬n C̃ ®· ®­îc Rockafellar [45]

kh¶o s¸t.

MÖnh ®Ò 3.3.2. Cho gi¶ thiÕt (A) ®­îc tháa m·n vµ cho p̄ ∈ P, x̄ ∈ C(p̄).

§Æt ȳ := f(p̄, x̄). Gi¶ sö r»ng f lµ kh¶ vi FrÐchet t¹i (p̄, x̄). NÕu C̃ ë trong

(3.3.1) lµ gi¶-Lipschitz t¹i ((p̄, ȳ), x̄), th× (3.3.3) nghiÖm ®óng.

Chøng minh. Theo MÖnh ®Ò 3.3.1, ®Ó kÕt thóc chøng minh ta chØ cÇn chØ ra

r»ng

ΠpT
C(epiF ; (p̄, ȳ)) ⊂ {∇f(p̄, x̄)(p, x) | (p, x) ∈ TC(gphC; (p̄, x̄))}+K

(3.3.6)

víi mäi p ∈ P. Víi mçi p ∈ P, lÊy tïy ý y ∈ ΠpT
C(epiF ; (p̄, ȳ)), cã

nghÜa lµ (p, y) ∈ TC(epiF ; (p̄, ȳ)). Suy ra (p, y) ∈ TB(epiF ; (p̄, ȳ)). Khi

®ã, tån t¹i c¸c d·y {tn} ⊂ (0,+∞) vµ {(pn, yn)} ⊂ P × Y tháa m·n

tn → 0, (pn, yn)→ (p, y) vµ

ȳ + tnyn ∈ F (p̄+ tnpn) +K ∀n.

Do C̃ lµ gi¶-Lipschitz t¹i ((p̄, ȳ), x̄), tån t¹i U1 ∈ N (p̄), U2 ∈ N (ȳ), V ∈ N (x̄)

vµ M > 0 sao cho

C̃(p1, y1) ∩ V ⊂C̃(p2, y2) +M(||p1 − p2||2 + ||y1 − y2||2)
1
2BX ,

∀p1, p2 ∈ U1, ∀y1, y2 ∈ U2. (3.3.7)
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Chän δ > 0 tháa m·n p̄+ δBP ⊂ U1, ȳ + δBY ⊂ U2. Tõ (3.3.7) suy ra

x̄ ∈C̃(p̄, ȳ) ∩ V ⊂ C̃(p̄+ tp′, ȳ + ty′) +Mt(||p′||2 + ||y′||2)
1
2BX ,

∀t ∈ (0, δ), ∀p′ ∈ P, ||tp′|| ≤ δ, ∀y′ ∈ Y, ||ty′|| ≤ δ. (3.3.8)

Do tn → 0 vµ (pn, yn) → (p, y), kh«ng mÊt tÝnh tæng qu¸t, ta cã thÓ gi¶ sö

r»ng tån t¹iM1 > 0 sao cho (||pn||2 + ||yn||2)
1
2 ≤M1 vµ tn ∈ (0, δ), ||tnpn|| ≤

δ, ||tnyn|| ≤ δ víi mäi n.V× thÕ, do (3.3.8), tån t¹i {xn} ⊂ C̃(p̄+tnpn, ȳ+tnyn)

sao cho ||x̄−xn|| ≤MM1tn víi mäi n. §Æt x̂n := xn−x̄
tn

. Khi ®ã ||x̂n|| ≤MM1

víi mäi n, vµ

xn = x̄+ tnx̂n ∈ C̃(p̄+ tnpn, ȳ + tnyn) ∀n. (3.3.9)

Do X lµ h÷u h¹n chiÒu, b»ng c¸ch lÊy mét d·y con nÕu cÇn, ta cã thÓ gi¶ sö

r»ng {x̂n} héi tô ®Õn x̂ ∈ X. §iÒu nµy cïng víi c¸c bao hµm thøc

x̄+ tnx̂n ∈ C̃(p̄+ tnpn, ȳ + tnyn) ⊂ C(p̄+ tnpn) ∀n

kÐo theo (p, x̂) ∈ TB(gphC; (p̄, x̄)). Suy ra (p, x̂) ∈ TC(gphC; (p̄, x̄)), bëi v×

C lµ låi. Do (3.3.9), ta cã

ȳ + tnyn − f(p̄+ tnpn, xn) ∈ K ∀n.

Mét c¸ch t­¬ng ®­¬ng,

yn −
f(p̄+ tnpn, x̄+ tnx̂n)− f(p̄, x̄)

tn
∈ K ∀n.

V×K ®ãng, nªn suy ra y−∇f(p̄, x̄)(p, x̂) ∈ K. Do ®ã, y ∈ ∇f(p̄, x̄)(p, x̂)+K

vµ (3.3.6) ®­îc thiÕt lËp. 2

KÕt qu¶ chÝnh ®Çu tiªn trong môc nµy ®­îc ph¸t biÓu nh­ sau.
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§Þnh lý 3.3.1. Cho p̄ ∈ P vµ cho x̄ ∈ C(p̄) sao cho ȳ := f(p̄, x̄) ∈ F(p̄). Gi¶

sö r»ng tÝnh chÊt tréi ®óng cho F ë xung quanh p̄ vµ f lµ kh¶ vi FrÐchet t¹i

(p̄, x̄) víi ®¹o hµm ∇f(p̄, x̄). NÕu (3.3.3) nghiÖm ®óng, th×

DCF(p̄, ȳ)(p) = E
(
{∇f(p̄, x̄)(p, x) | (p, x) ∈ TC(gphC; (p̄, x̄))}|K

)
∀p ∈ P.

Chøng minh. Do F(u) ⊂ F (u) víi mäi u ∈ P, vµ do tÝnh chÊt tréi ®óng cho

F ë xung quanh p̄, tån t¹i U ∈ N (p̄) sao cho

F(u) +K = F (u) +K ∀u ∈ U.

Do ®ã, TC(epiF ; (p̄, ȳ)) = TC(epiF ; (p̄, ȳ)). Suy ra

ΠpT
C(epiF ; (p̄, ȳ)) = ΠpT

C(epiF ; (p̄, ȳ)) ∀p ∈ P.

KÕt hîp ®iÒu nµy víi (3.3.3), ta nhËn ®­îc kÕt qu¶ mong muèn. 2

TiÕp theo ta sÏ thiÕt lËp sù ¸p dông cña §Þnh lý 3.3.1 vµo bµi to¸n tèi ­u

vÐct¬ nöa v« h¹n. XÐt bµi to¸n (3.1.1) víi ¸nh x¹ tËp rµng buéc C : P ⇒ X

®­îc ®Þnh nghÜa bëi

C(p) := {x ∈ X | gt(p, x) ≤ 0 ∀t ∈ T}, (3.3.10)

ë ®ã T lµ tËp chØ sè bÊt kú vµ víi mçi t ∈ T, gt : P ×X → R := R ∪ {±∞}

lµ hµm låi chÝnh th­êng nöa liªn tôc d­íi.

Ký hiÖu bëi R(T )
+ lµ hä tÊt c¶ c¸c hµm λ : T → R lÊy gi¸ trÞ λt d­¬ng

chØ t¹i h÷u h¹n ®iÓm cña T, vµ b»ng 0 t¹i c¸c ®iÓm kh¸c. Trong mèi liªn

hÖ víi (3.3.10), ta sö dông tËp c¸c nh©n tö rµng buéc ho¹t (active constraint

multipliers) ®­îc ®Þnh nghÜa bëi

A(p̄, x̄) := {λ ∈ R(T )
+ |λtgt(p̄, x̄) = 0 ∀t ∈ T}.
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Cho hµm sè ϕ : X → R. Trªn-®å-thÞ cña hµm ϕ ®­îc ®Þnh nghÜa lµ tËp

epiϕ := {(x, µ) ∈ X × R | µ ≥ ϕ(x)}.

Hµm liªn hîp ϕ∗ : X → R cña hµm ϕ ®­îc ®Þnh nghÜa bëi

ϕ∗(v) := sup {〈v, x〉 − ϕ(x) | x ∈ X} ∀v ∈ X.

§Þnh nghÜa 3.3.1. (Xem [19]) Ta nãi r»ng ®iÒu kiÖn Farkas-Minkowski (FM)

®óng cho hÖ rµng buéc (3.3.10) nÕu tËp

cone

(⋃
t∈T

epig∗t

)
®ãng ë trong P ×X × R. (3.3.11)

NhËn xÐt 3.3.2. (Xem [19, Corollary 3.6]) Cho (p̄, x̄) ∈ gphC. NÕu ®iÒu kiÖn

(FM) ®óng cho hÖ (3.3.10), th× ta cã

N
(
(p̄, x̄); gphC

)
=

⋃
λ∈A(p̄,x̄)

[∑
t∈T

λt∂gt(p̄, x̄)
]
,

ë ®©y ký hiÖu ∂ ®­îc dïng ®Ó chØ d­íi vi ph©n theo nghÜa gi¶i tÝch låi (xem

l¹i ®Þnh nghÜa ë trong Môc 2.1 cña Ch­¬ng 2).

§Ó hiÓu râ h¬n ®iÒu kiÖn chÝnh quy ë trªn, ta nh¾c l¹i (xem [19]) ®iÒu kiÖn

Slater. Ta nãi r»ng ®iÒu kiÖn Slater (S) ®óng cho hÖ (3.3.10) nÕu nh­:

(a) TËp chØ sè T lµ mét tËp con comp¾c cña mét kh«ng gian h÷u h¹n chiÒu;

(b) Hä c¸c rµng buéc gt(p, x) lµ liªn tôc theo c¸c biÕn (t, p, x) ë trªn

T × P ×X;

(c) Tån t¹i (p0, x0) ∈ P ×X sao cho gt(p0, x0) < 0 víi mäi t ∈ T.

Theo [19, Theorem 4.5], nÕu gphC bÞ chÆn, th× ®iÒu kiÖn (S) ®óng cho

hÖ (3.3.10) kÐo theo ®iÒu kiÖn (FM) ®óng cho hÖ t­¬ng øng. H¬n n÷a, [19,
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Example 4.6] chØ ra r»ng tån t¹i mét hÖ rµng buéc mµ ®iÒu kiÖn (FM) ®óng

cho nã, trong khi ®ã ®iÒu kiÖn (S) bÞ vi ph¹m.

D­íi ®©y, chóng ta sÏ thiÕt lËp c¸c c«ng thøc ®Ó tÝnh ®¹o hµm trªn-®å-thÞ

Clarke suy réng cña hµm gi¸ trÞ tèi ­u F trong bµi to¸n tèi ­u vÐct¬ nöa v« h¹n.

Nh­ng tr­íc hÕt ta cÇn ®­a ra mét tiªu chuÈn ®Ó tÝnh nãn tiÕp tuyÕn Clarke cña

®å thÞ ¸nh x¹ tËp rµng buéc C t¹i mét ®iÓm cho tr­íc.

MÖnh ®Ò 3.3.3. Cho (p̄, x̄) ∈ gphC. Gi¶ sö ®iÒu kiÖn (FM) ®óng cho hÖ

(3.3.10). Khi ®ã,

TC
(
gphC; (p̄, x̄)

)
={

(p, x) ∈ P ×X
∣∣∑
t∈T

λt∂gt(p̄, x̄)(p, x) ≤ 0 ∀λ ∈ A(p̄, x̄)
}
. (3.3.12)

Chøng minh. Theo gi¶ thiÕt, tËp hîp

gphC =
{

(p, x) ∈ P ×X | gt(p, x) ≤ 0 ∀t ∈ T
}

lµ låi. Do ®ã, tõ NhËn xÐt 3.3.2 suy ra r»ng

NC
(
(p̄, x̄); gphC

)
= N

(
(p̄, x̄); gphC

)
=

⋃
λ∈A(p̄,x̄)

[∑
t∈T

λt∂gt(p̄, x̄)
]
.

(3.3.13)

V× TC
(
gphC; (p̄, x̄)

)
lµ tËp ®ãng, nªn ta cã

TC
(
gphC; (p̄, x̄)

)
=
(
TC
(
gphC; (p̄, x̄)

)◦)◦
= NC

(
(p̄, x̄); gphC

)◦
.

KÕt hîp ®iÒu nµy víi (3.3.13) ®­a ®Õn (3.3.12). Chøng minh kÕt thóc. 2

§Þnh lý 3.3.2. Cho p̄ ∈ P vµ cho x̄ ∈ C(p̄) sao cho ȳ := f(p̄, x̄) ∈ F(p̄). Gi¶

sö r»ng tÝnh chÊt tréi ®óng cho F ë xung quanh p̄, hµm môc tiªu f lµ kh¶ vi
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FrÐchet t¹i (p̄, x̄), vµ ®iÒu kiÖn (FM) ®óng cho hÖ (3.3.10). NÕu

{
∇f(p̄, x̄)(p, x)

∣∣ (p, x) ∈P ×X,
∑
t∈T

λt∂gt(p̄, x̄)(p, x) ≤ 0,∀λ ∈ A(p̄, x̄)
}

+K = ΠpT
C(epiF ; (p̄, ȳ)) ∀p ∈ P, (3.3.14)

th×, víi mçi p ∈ P ,

DCF(p̄, ȳ)(p) = E
({
∇f(p̄, x̄)(p, x) | (p, x) ∈ P ×X,∑
t∈T

λt∂gt(p̄, x̄)(p, x) ≤ 0 ∀λ ∈ A(p̄, x̄)
}∣∣K).

Chøng minh. Suy trùc tiÕp tõ §Þnh lý 3.3.1 vµ MÖnh ®Ò 3.3.3. 2

Cuèi cïng ë trong môc nµy ta h·y xÐt mét vÝ dô minh häa sù ¸p dông c¸c

kÕt qu¶ chÝnh cña ch­¬ng nµy vµo mét bµi to¸n cô thÓ.

VÝ dô 3.3.1. LÊy T = [0, 1], P = R, X = Y = R2, K = R2
+. Cho

f : R × R2 → R2 lµ hµm vÐct¬ vµ gt : R × R2 → R, t ∈ T lµ c¸c hµm

sè ®­îc x¸c ®Þnh nh­ sau.

f(p, x) = (p, 0) + (x1, x2) ∀x = (x1, x2) ∈ R2 ∀p ∈ R,

gt(p, x) = tp− tx1 − (1− t)x2 ∀x = (x1, x2) ∈ R2 ∀p ∈ R.

XÐt bµi to¸n (3.1.1) víi ¸nh x¹ tËp rµng buéc C ë trong (3.3.10). B»ng c¸ch

tÝnh to¸n trùc tiÕp ta thu ®­îc

C(p) = {(x1, x2) ∈ R2 | x1 ≥ p, x2 ≥ 0},

F (p) = {y = (y1, y2) ∈ R2 | y1 ≥ 2p, y2 ≥ 0} ∀p ∈ P.

V× vËy, ta thÊy r»ng tÝnh chÊt tréi ®óng cho F t¹i mäi ®iÓm p ∈ P. §Æc biÖt
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h¬n, víi p̄ := 0,

C(p̄) = {(x1, x2) ∈ R2 |x1 ≥ 0, x2 ≥ 0},

F (p̄) = {(y1, y2) ∈ R2 | y1 ≥ 0, y2 ≥ 0}.

Do ®ã, x̄ := (0, 0) ∈ C(p̄) vµ ȳ := f(p̄, x̄) = (0, 0) ∈ F(p̄). Víi mçi t ∈ T,

x = (x1, x2) ∈ R2, p ∈ R, ta cã

g∗t (p, x) =

{
0, nÕu (p, x) = (t,−t, t− 1)
+∞, nÕu (p, x) 6= (t,−t, t− 1),

epig∗t = {t} × {−t} × {t− 1} × R+.

Suy ra cone
(⋃

t∈T epig∗t

)
= R+ × R2

− × R+ ®ãng ë trong R4. Theo MÖnh

®Ò 3.3.3,

TC
(
gphC; (p̄, x̄)

)
=
{

(p, x) ∈ R× R2 | tp− tx1 − (1− t)x2 ≤ 0 ∀t ∈ T
}
.

Do ®ã,

{∇f(p̄, x̄)(p, x) | (p, x) ∈ TC(gphC; (p̄, x̄))}+ R2
+

= {(y1, y2) ∈ R2 | y1 ≥ 2p, y2 ≥ 0} ∀p ∈ P.

Ta cã

TC(epiF ; (p̄, ȳ)) = {(p, y) ∈ R× R2 | y1 ≥ 2p, y2 ≥ 0} ∀p ∈ P.

V× vËy, (3.3.14) nghiÖm ®óng. ¸p dông §Þnh lý 3.3.2, ta thu ®­îc

DCF(p̄, ȳ)(p) = {(2p, 0)} ∀p ∈ R.

KÕt luËn cña Ch­¬ng 3

C¸c kÕt qu¶ chÝnh cña ch­¬ng nµy bao gåm:
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- Mét sè c«ng thøc ®Ó tÝnh ®¹o hµm trªn-®å-thÞ Clarke suy réng cña hµm gi¸

trÞ tèi ­u F trong bµi to¸n tèi ­u vÐct¬ kh«ng cã rµng buéc (§Þnh lý 3.2.1 vµ

HÖ qu¶ 3.2.1).

- C«ng thøc tÝnh ®¹o hµm trªn-®å-thÞ Clarke suy réng cña hµm gi¸ trÞ tèi ­u

F trong bµi to¸n tèi ­u vÐct¬ cã rµng buéc tæng qu¸t (§Þnh lý 3.3.1).

- C«ng thøc tÝnh ®¹o hµm trªn-®å-thÞ Clarke suy réng cña hµm gi¸ trÞ tèi ­u

F trong bµi to¸n tèi ­u vÐct¬ nöa v« h¹n (§Þnh lý 3.3.2).
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Ch­¬ng 4

§èi ®¹o hµm FrÐchet cña hµm gi¸ trÞ tèi
­u trong tèi ­u vÐct¬

Ch­¬ng nµy nghiªn cøu ®é nh¹y nghiÖm b»ng c¸ch sö dông ®èi ®¹o hµm

FrÐchet.

Môc 4.1 ®­îc dµnh ®Ó giíi thiÖu mét sè kh¸i niÖm c¬ b¶n vµ tr×nh bµy mét

vµi kÕt qu¶ bæ trî. Môc 4.2 thiÕt lËp mét sè c«ng thøc ®Ó tÝnh ®èi ®¹o hµm

FrÐchet cña hµm gi¸ trÞ tèi ­u trong bµi to¸n tèi ­u vÐct¬ cã rµng buéc ®­îc

x¸c ®Þnh bëi mét ¸nh x¹ ®a trÞ. Môc 4.3 triÓn khai c¸c c«ng thøc nh­ ë trong

Môc 4.2 vµo mét sè líp c¸c bµi to¸n tèi ­u vÐct¬ cã rµng buéc to¸n tö, rµng

buéc ®­îc m« t¶ bëi mét sè h÷u h¹n hoÆc v« h¹n c¸c hµm sè thùc.

C¸c kÕt qu¶ chÝnh tr×nh bµy ë ®©y ®· ®­îc c«ng bè trong [15].

4.1 C¸c kh¸i niÖm c¬ b¶n vµ kÕt qu¶ bæ trî

Trong ch­¬ng nµy, trõ khi quy ­íc kh¸c ®i, ta vÉn sö dông c¸c kh¸i niÖm vµ

ký hiÖu ®· ®­a ra trong c¸c ch­¬ng tr­íc. Ch¼ng h¹n, ta tiÕp tôc xÐt bµi to¸n

tèi ­u vÐct¬ phô thuéc tham sè (3.1.1), ¸nh x¹ ®a trÞ F ë trong (3.1.2) vµ hµm

gi¸ trÞ tèi ­u F ë trong (3.1.3), nh­ng xuyªn suèt ch­¬ng nµy P,X vµ Y ®­îc
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gi¶ sö lµ c¸c kh«ng gian Banach thùc víi chuÈn || · ||.

CÆp ®èi ngÉu gi÷a X vµ ®èi ngÉu t«p« cña nã X∗ ®­îc ký hiÖu bëi 〈· , ·〉.

Ký hiÖu A∗ ®­îc dïng ®Ó chØ to¸n tö liªn hîp cña to¸n tö tuyÕn tÝnh liªn tôc

A. H×nh cÇu më t©m x ∈ X b¸n kÝnh ρ trong X ®­îc ký hiÖu bëi Bρ(x). Nãn

®èi ngÉu kh«ng ©m cña nãn K ®­îc ®Þnh nghÜa lµ tËp

K∗ := {y∗ ∈ Y ∗ | 〈y∗, k〉 ≥ 0 ∀k ∈ K}. (4.1.1)

Kh«ng gian Banach X ®­îc gäi lµ kh«ng gian Asplund nÕu mäi hµm låi liªn

tôc x¸c ®Þnh trªn mét tËp con låi më kh¸c rçng U ⊂ X lµ kh¶ vi FrÐchet trªn

mét tËp con trï mËt cña U. Ta ®· biÕt r»ng líp c¸c kh«ng gian Asplund lµ ®ñ

réng bao gåm tÊt c¶ c¸c kh«ng gian Banach ph¶n x¹, c¸c kh«ng gian cã ®èi

ngÉu t«p« kh¶ li (xem [36,37,42]).

Hµm vÐct¬ f : P → Y ®­îc gäi lµ kh¶ vi chÆt t¹i p̄ ∈ P nÕu tån t¹i mét

to¸n tö tuyÕn tÝnh liªn tôc ∇f(p̄) : P → Y sao cho

lim
p,u→p̄

f(p)− f(u)− 〈∇f(p̄), p− u〉
‖p− u‖

= 0.

Hµm vÐct¬ l : Ω ⊂ X → Y ®­îc gäi lµ Lipschitz ®Þa ph­¬ng (t­¬ng øng,

Lipschitz trªn ®Þa ph­¬ng) t¹i x̄ ∈ Ω nÕu tån t¹i η > 0 vµ ` ≥ 0 sao cho

‖l(x)− l(u)‖ ≤ `‖x− u‖ ∀ x, u ∈ Bη(x̄) ∩ Ω

(t­¬ng øng, ‖l(x)− l(x̄)‖ ≤ `‖x− x̄‖ ∀ x ∈ Bη(x̄) ∩ Ω).

Ta nãi r»ng ¸nh x¹ ®a trÞ L : X ⇒ Y cã l¸t c¾t Lipschitz trªn ®Þa ph­¬ng

t¹i (x̄, ȳ) ∈ gphL nÕu tån t¹i hµm vÐct¬ l : domL → Y lµ Lipschitz trªn ®Þa

ph­¬ng t¹i x̄ sao cho l(x̄) = ȳ vµ l(x) ∈ L(x) víi mäi x ∈ domL trong mét
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l©n cËn nµo ®ã cña x̄ (xem [38]). §èi víi ¸nh x¹ ®a trÞ G : X ⇒ X∗, ký hiÖu

Lim sup
x→x̄

G(x) :=
{
x∗ ∈ X∗

∣∣∣∃ xn → x̄, ∃x∗n
w∗−→ x∗, x∗n ∈ F (xn) ∀n ∈ N

}
®­îc dïng ®Ó chØ giíi h¹n trªn theo d·y theo nghÜa PainlevÐ-Kuratowski trong

t«p« sinh bëi chuÈn cña X vµ t«p« yÕu∗ (®­îc ký hiÖu bëi ch÷ w∗) cña X∗. Ký

hiÖu x
Ω−→ x̄ ®èi víi tËp Ω ⊂ X cã nghÜa lµ x → x̄ víi x ∈ Ω. Ký hiÖu ε ↓ ε0

®­îc dïng ®Ó chØ ε→ ε0 víi ε ≥ ε0.

§Þnh nghÜa 4.1.1. (Xem [36]) Cho Ω ⊂ X .

(i) Víi mçi ε ≥ 0, ®Æt

N̂ε(x̄; Ω) :=
{
x∗ ∈ X∗

∣∣∣ lim sup

x
Ω−→x̄

〈x∗, x− x̄〉
‖x− x̄‖

≤ ε
}
. (4.1.2)

C¸c phÇn tö cña tËp hîp ë vÕ tr¸i c«ng thøc nµy ®­îc gäi lµ c¸c ε-ph¸p tuyÕn

cña Ω t¹i x̄ ∈ Ω. Khi ε = 0, tËp hîp N̂(x̄; Ω) := N̂0(x̄; Ω) ë trong (4.1.2) lµ

mét nãn vµ ®­îc gäi lµ nãn ph¸p tuyÕn FrÐchet cña Ω t¹i x̄. NÕu x̄ /∈ Ω, th× ta

®Æt N̂ε(x̄; Ω) := ∅ víi mäi ε ≥ 0.

(ii) Nãn ph¸p tuyÕn Mordukhovich cña Ω t¹i x̄ ∈ Ω ®­îc ®Þnh nghÜa lµ tËp

N(x̄; Ω) := Lim sup

x
Ω−→x̄
ε↓0

N̂ε(x; Ω). (4.1.3)

Ta ®Æt N(x̄; Ω) := ∅ nÕu x̄ /∈ Ω.

NhËn xÐt 4.1.1. HiÓn nhiªn ta cã N̂(x̄; Ω) ⊂ N(x̄; Ω).

NÕu X lµ kh«ng gian Asplund vµ nÕu Ω lµ tËp ®ãng ®Þa ph­¬ng ë xung

quanh x̄ (tøc lµ tån t¹i h×nh cÇu ®ãng t©m x̄ víi b¸n kÝnh d­¬ng cã giao víi Ω

lµ mét tËp ®ãng trong X), th×

N(x̄; Ω) := Lim sup

x
Ω−→x̄

N̂(x; Ω).
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§Þnh nghÜa 4.1.2. (Xem [36]) Cho hµm sè ϕ : X → R vµ cho x̄ ∈ X.

(i) D­íi vi ph©n Mordukhovich (hay d­íi vi ph©n qua giíi h¹n) vµ d­íi vi ph©n

FrÐchet cña ϕ t¹i x̄ víi |ϕ(x̄)| <∞ t­¬ng øng ®­îc cho bëi c¸c c«ng thøc

∂ϕ(x̄) := {x∗ ∈ X∗ | (x∗,−1) ∈ N((x̄, ϕ(x̄)); epiϕ)},

∂̂ϕ(x̄) := {x∗ ∈ X∗ | (x∗,−1) ∈ N̂((x̄, ϕ(x̄)); epiϕ)}.

NÕu |ϕ(x̄)| =∞, th× ta ®Æt ∂ϕ(x̄) = ∂̂ϕ(x̄) = ∅.

(ii) D­íi vi ph©n FrÐchet trªn cña ϕ t¹i x̄ ®­îc ®Þnh nghÜa lµ tËp

∂̂+ϕ(x̄) := −∂̂(−ϕ)(x̄). (4.1.4)

NhËn xÐt 4.1.2. (Xem [36, Theorem 1.93]) NÕu ϕ lµ hµm låi, th× d­íi vi ph©n

Mordukhovich cña ϕ t¹i x̄ víi |ϕ(x̄)| < ∞ trïng víi d­íi vi ph©n theo nghÜa

gi¶i tÝch låi, cã nghÜa lµ

∂ϕ(x̄) = {x∗ ∈ X∗ | 〈x∗, x− x̄〉 ≤ ϕ(x)− ϕ(x̄) ∀x ∈ X}.

Theo ®Þnh nghÜa trªn vµ NhËn xÐt 4.1.1, ta lu«n cã ∂̂ϕ(x̄) ⊂ ∂ϕ(x̄). NÕu

bao hµm thøc ng­îc l¹i ®­îc nghiÖm ®óng, th× ta nãi r»ng ϕ lµ chÝnh quy d­íi

(lower regular) t¹i x̄, cã nghÜa lµ

∂̂ϕ(x̄) = ∂ϕ(x̄). (4.1.5)

TËp hîp c¸c hµm chÝnh quy d­íi lµ ®ñ réng, bao gåm tÊt c¶ c¸c hµm låi, c¸c

hµm kh¶ vi chÆt (xem [36, Theorem 1.93] vµ [36, Proposition 1.94]).

Theo [36, Proposition 1.87], ∂̂ϕ(x̄) 6= ∅ vµ ∂̂+ϕ(x̄) 6= ∅ khi vµ chØ khi ϕ lµ

kh¶ vi FrÐchet t¹i x̄, trong tr­êng hîp nµy ∂̂ϕ(x̄) = ∂̂+ϕ(x̄) = {∇ϕ(x̄)}.

§Þnh nghÜa 4.1.3. (Xem [36]) Cho G : P ⇒ Y lµ ¸nh x¹ ®a trÞ vµ cho
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(p̄, ȳ) ∈ gphG. §èi ®¹o hµm FrÐchet (FrÐchet coderivative) cña G t¹i (p̄, ȳ)

®­îc cho bëi c«ng thøc

D̂∗G(p̄, ȳ)(y∗) := {p∗ ∈ P ∗ | (p∗,−y∗) ∈ N̂((p̄, ȳ); gphG))} ∀y∗ ∈ Y ∗.
(4.1.6)

NÕu G(x) = {g(x)} lµ ¸nh x¹ ®¬n trÞ, th× ta viÕt D̂g(p̄) thay cho D̂g(p̄, g(p̄)).

NhËn xÐt 4.1.3. (Xem [36, Theorem 1.38]) NÕu g : P → Y lµ kh¶ vi FrÐchet

t¹i p̄, th× ta cã

D̂∗g(p̄)(y∗) = {∇g(p̄)∗y∗} ∀y∗ ∈ Y ∗.

Víi mçi hµm vÐct¬ tïy ý g : P → Y ta cã thÓ liªn kÕt g víi mét phÇn tö

y∗ ∈ Y ∗ ®Ó ®­îc mét hµm v« h­íng hãa:

〈y∗, g〉(p) = 〈y∗, g(p)〉 ∀p ∈ P.

Quan hÖ gi÷a ®èi ®¹o hµm FrÐchet cña mét hµm vÐct¬ Lipschitz ®Þa ph­¬ng

vµ d­íi vi ph©n FrÐchet cña hµm v« h­íng hãa ®· ®­îc thiÕt lËp nh­ sau

(xem [38, Proposition 3.5]): NÕu g lµ Lipschitz ®Þa ph­¬ng t¹i p̄ ∈ P , th× ta cã

D̂∗g(p̄)(y∗) = ∂̂〈y∗, g〉(p̄) ∀y∗ ∈ Y ∗. (4.1.7)

Trªn thùc tÕ, ®¼ng thøc ë trong (4.1.7) vÉn cßn gi¸ trÞ khi (thay thÕ g lµ Lipschitz

®Þa ph­¬ng t¹i p̄) ta chØ cÇn gi¶ sö r»ng g lµ Lipschitz trªn ®Þa ph­¬ng t¹i ®iÓm

®ã.

TiÕp theo ta sÏ tr×nh bµy hai kÕt qu¶ bæ trî. KÕt qu¶ ®Çu tiªn ®­a ra mét

sù ®Æc tr­ng c¸c d­íi gradient FrÐchet cña mét hµm sè qua c¸c hµm sè xÊp xØ

d­íi, kh¶ vi FrÐchet t¹i ®iÓm ®­îc xÐt.

Bæ ®Ò 4.1.1. (Xem [36, Theorem 1.88 (i)]) Cho ϕ : X → R vµ x̄ ∈ X tháa

m·n |ϕ(x̄)| <∞. Khi ®ã x∗ ∈ ∂̂ϕ(x̄) nÕu vµ chØ nÕu tån t¹i U ∈ N (x̄) vµ mét
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hµm s : U → R lµ kh¶ vi FrÐchet t¹i x̄ víi ®¹o hµm ∇s(x̄) sao cho

s(x̄) = ϕ(x̄), ∇s(x̄) = x∗, s(x) ≤ ϕ(x) ∀x ∈ U.

KÕt qu¶ tiÕp theo ®­îc biÕt nh­ lµ mét c«ng thøc tÝnh nãn ph¸p tuyÕn FrÐchet

cña ¶nh ng­îc cña c¸c tËp hîp d­íi ¸nh x¹ kh¶ vi víi ®¹o hµm trµn.

Bæ ®Ò 4.1.2. (Xem [36, Corollary 1.15]) Cho g : P → Y,Θ ⊂ Y, p̄ ∈ P vµ

ȳ := g(p̄) ∈ Θ. Gi¶ sö r»ng g lµ kh¶ vi FrÐchet t¹i p̄. Khi ®ã ta cã

N̂(p̄; g−1(Θ)) ⊃ ∇g(p̄)∗N̂(ȳ; Θ).

Bao hµm thøc ng­îc l¹i ë trªn nghiÖm ®óng khi ∇g(p̄) lµ toµn ¸nh vµ hoÆc Y

lµ kh«ng gian h÷u h¹n chiÒu, hoÆc g lµ kh¶ vi chÆt t¹i p̄.

4.2 Tr­êng hîp bµi to¸n tèi ­u vÐct¬ cã rµng buéc tæng qu¸t

Môc nµy thiÕt lËp mét sè c«ng thøc ®Ó tÝnh ®èi ®¹o hµm FrÐchet cña hµm

gi¸ trÞ tèi ­u F ®­îc x¸c ®Þnh bëi (3.1.3) trong bµi to¸n tèi ­u vÐct¬ cã rµng

buéc tæng qu¸t (3.1.1) víi P,X vµ Y lµ c¸c kh«ng gian Banach.

Tr­íc hÕt, ta cÇn tÝnh hoÆc ­íc l­îng ®èi ®¹o hµm FrÐchet cña tæng mét ¸nh

x¹ ®a trÞ víi mét nãn.

MÖnh ®Ò 4.2.1. Cho G : P ⇒ Y lµ ¸nh x¹ ®a trÞ, cho (p̄, ȳ) ∈ gphG vµ xÐt

K∗ ®­îc cho bëi (4.1.1). Khi ®ã,

D̂∗(G+K)(p̄, ȳ)(y∗) ⊂ D̂∗G(p̄, ȳ)(y∗) ∀y∗ ∈ Y ∗, (4.2.1)

vµ bao hµm thøc ng­îc l¹i nghiÖm ®óng nÕu y∗ ∈ K∗ vµ cã H cã l¸t c¾t

Lipschitz trªn ®Þa ph­¬ng t¹i (p̄, ȳ, ȳ), ë ®©y H : P × Y ⇒ Y lµ ¸nh x¹ ®a trÞ
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®­îc x¸c ®Þnh bëi H(p, y) := G(p) ∩ (y −K).

Chøng minh. Tõ 0 ∈ K suy ra gphG ⊂ gph(G+K). Do ®ã, theo ®Þnh nghÜa

cña nãn ph¸p tuyÕn FrÐchet ta cã

N̂
(
(p̄, ȳ); gph(G+K)

)
⊂ N̂

(
(p̄, ȳ); gphG

)
.

V× vËy, tõ ®Þnh nghÜa cña ®èi ®¹o hµm FrÐchet ë trong (4.1.6) kÐo theo (4.2.1).

§Ó chøng minh bao hµm thøc ng­îc l¹i, ta chän y∗ ∈ K∗ vµ lÊy tïy ý

p∗ ∈ D̂∗G(p̄, ȳ)(y∗). Gi¶ sö r»ng p∗ /∈ D̂∗(G + K)(p̄, ȳ)(y∗). Theo c¸c c«ng

thøc tÝnh ®èi ®¹o hµm FrÐchet ë trong (4.1.6) vµ nãn ph¸p tuyÕn FrÐchet ë

trong (4.1.2) víi ε = 0, tån t¹i d·y (pn, yn)→ (p̄, ȳ) víi yn ∈ G(pn) +K sao

cho

lim sup
n→∞

〈(p∗,−y∗), (pn, yn)− (p̄, ȳ)〉
‖(pn, yn)− (p̄, ȳ)‖

> 0. (4.2.2)

DoH cã l¸t c¾t Lipschitz trªn ®Þa ph­¬ng t¹i (p̄, ȳ, ȳ) vµ domH = gph(G+K),

tån t¹i ` > 0 vµU×V ∈ N (p̄, ȳ) sao cho víi mçi (p, y) ∈ (U×V )∩gph(G+K)

ta t×m ®­îc y′ ∈ H(p, y) tháa m·n

||y′ − ȳ|| ≤ `||(p, y)− (p̄, ȳ)||.

V× (pn, yn) → (p̄, ȳ), nªn tån t¹i n0 ∈ N sao cho (pn, yn) ∈ U × V víi mäi

n ≥ n0. Do ®ã, víi mçi n ≥ n0, tån t¹i y′n ∈ H(pn, yn) = G(pn)∩(yn−K) sao

cho ||y′n−ȳ|| ≤ `||(pn, yn)−(p̄, ȳ)||. Suy ra, víi mçi n ≥ n0, tån t¹i y′n ∈ G(pn)

vµ kn ∈ K tháa m·n y′n = yn − kn. §iÒu nµy cã nghÜa lµ ta t×m ®­îc d·y

(pn, y
′
n)

gphG−−−→ (p̄, ȳ) sao cho ||(pn, y′n)− (p̄, ȳ)|| ≤ (` + 1)||(pn, yn)− (p̄, ȳ)||

víi mäi n ≥ n0. H¬n n÷a, tõ sù chän lùa cña y∗ ∈ K∗ vµ ®Þnh nghÜa cña nãn
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®èi ngÉu kh«ng ©m ë trong (4.1.1), suy ra

〈y∗, k〉 ≥ 0 ∀k ∈ K.

Do ®ã, víi mçi n ≥ n0, ta cã

〈(p∗,−y∗), (pn, y′n)− (p̄, ȳ)〉 =〈(p∗,−y∗), (pn − p̄, yn − kn − ȳ)〉

=〈(p∗,−y∗), (pn − p̄, yn − ȳ)〉+ 〈y∗, kn〉

≥〈(p∗,−y∗), (pn − p̄, yn − ȳ)〉.

V× thÕ, tõ (4.2.2) suy ra

lim sup
n→∞

〈(p∗,−y∗), (pn, y′n)− (p̄, ȳ)〉
‖(pn, y′n)− (p̄, ȳ)‖

≥ lim sup
n→∞

〈(p∗,−y∗), (pn − p̄, yn − ȳ)〉
‖(pn, y′n)− (p̄, ȳ)‖

≥ lim sup
n→∞

〈(p∗,−y∗), (pn − p̄, yn − ȳ)〉
(`+ 1)‖(pn, yn)− (p̄, ȳ)‖

> 0.

Do ®ã,

lim sup

(p,y)
gph G−−−→(p̄,ȳ)

〈(p∗,−y∗), (p, y)− (p̄, ȳ)〉
‖(p, y)− (p̄, ȳ)‖

> 0.

§iÒu nµy cã nghÜa lµ p∗ /∈ D̂∗G(p̄, ȳ)(y∗), m©u thuÉn. Chøng minh kÕt thóc. 2

NhËn xÐt 4.2.1. Bao hµm thøc (4.2.1) cã thÓ lµ chÆt (nghÜa lµ kh«ng ph¶i ®¼ng

thøc) nÕu gi¶ thiÕt vÒ sù tån t¹i l¸t c¾t Lipschitz trªn ®Þa ph­¬ng cñaH t¹i ®iÓm

®­îc kh¶o s¸t bÞ lo¹i bá.

VÝ dô 4.2.1. Cho P = Y = R vµ K = R+ := [0,+∞). LÊy

G(p) :=

{
{0, 2} nÕu p ≥ 0
∅ nÕu p < 0.

XÐt (p̄, ȳ) = (0, 2) ∈ gphG vµ y∗ = 2 ∈ K∗. Ta thÊy r»ng H kh«ng cã l¸t c¾t

Lipschitz trªn ®Þa ph­¬ng t¹i (0, 2, 2). ThËt vËy, víi d·y (pn, yn) = ( 1
n , 2−

1
n)→
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(0, 2), H(pn, yn) = {0} víi mäi n ∈ N. Do ®ã, kh«ng tån t¹i ` > 0 sao cho

||0− ȳ|| ≤ `||(pn, yn)− (p̄, ȳ)|| víi mäi n ®ñ lín. B»ng c¸ch tÝnh to¸n trùc tiÕp,

ta thu ®­îc

D̂∗(G+K)(0, 2)(2) = ∅, D̂∗G(0, 2)(2) = (−∞, 0].

§iÒu nµy cã nghÜa lµ bao hµm thøc (4.2.1) lµ chÆt.

TiÕp theo ta thiÕt lËp quy t¾c tÝnh cho ®èi ®¹o hµm FrÐchet cña hµm hîp cña

mét hµm vÐct¬ víi mét ¸nh x¹ ®a trÞ.

MÖnh ®Ò 4.2.2. Cho g : P ×X → Y lµ hµm vÐct¬, G : P ⇒ X lµ ¸nh x¹ ®a

trÞ vµ cho p̄ ∈ P , ȳ ∈ (g ◦G)(p̄). Víi y∗ ∈ Y ∗, gi¶ sö r»ng víi mçi x̄ ∈ G(p̄)

tháa m·n (p̄, x̄) ∈ g−1(ȳ), hµm g lµ Lipschitz trªn ®Þa ph­¬ng t¹i (p̄, x̄) vµ

∂̂+〈y∗, g〉(p̄, x̄) 6= ∅. Ta cã

D̂∗(g ◦G)(p̄, ȳ)(y∗) ⊂
⋂

(p∗,x∗)∈∂̂+〈y∗,g〉(p̄,x̄)

[
p∗ + D̂∗G(p̄, x̄)(x∗)

]
. (4.2.3)

NÕu g lµ kh¶ vi FrÐchet t¹i (p̄, x̄) víi ®¹o hµm∇g(p̄, x̄) := (∇pg(p̄, x̄),∇xg(p̄, x̄))

vµ G̃ cã l¸t c¾t Lipschitz trªn ®Þa ph­¬ng t¹i (p̄, ȳ, x̄), th× bao hµm thøc ng­îc

l¹i cña (4.2.3) nghiÖm ®óng vµ do ®ã,

D̂∗(g ◦G)(p̄, ȳ)(y∗) = ∇pg(p̄, x̄)∗y∗ + D̂∗G(p̄, x̄)
(
∇xg(p̄, x̄)∗y∗

)
, (4.2.4)

ë ®©y G̃ : P × Y ⇒ X lµ ¸nh x¹ ®a trÞ ®­îc x¸c ®Þnh bëi G̃(p, y) := {x ∈

G(p) | y = g(p, x)}.

Chøng minh. LÊy tïy ý u∗ ∈ D̂∗(g ◦ G)(p̄, ȳ)(y∗). Theo c¸c c«ng thøc tÝnh

®èi ®¹o hµm FrÐchet vµ nãn ph¸p tuyÕn FrÐchet t­¬ng øng ë trong (4.1.6) vµ
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(4.1.2) víi ε = 0, ta cã

lim sup

(p,y)
gph(g◦G)−−−−−→(p̄,ȳ)

〈(u∗,−y∗), (p, y)− (p̄, ȳ)〉
‖(p, y)− (p̄, ȳ)‖

≤ 0.

§iÒu nµy cã nghÜa lµ víi mçi ε > 0 tån t¹i η1 > 0 vµ η2 > 0 sao cho

〈u∗, p− p̄〉 ≤ 〈y∗, y − ȳ〉+ ε(||p− p̄||+ ||y − ȳ||) (4.2.5)

víi mäi p ∈ Bη1(p̄), y ∈ Bη2(ȳ) tháa m·n y ∈ (g ◦ G)(p) = {g(p, x) | x ∈

G(p)}. LÊy (p∗, x∗) ∈ ∂̂+〈y∗, g〉(p̄, x̄). §Ó ý ®Õn (4.1.4) vµ ¸p dông Bæ ®Ò 4.1.1

cho (−p∗,−x∗) ∈ ∂̂(−〈y∗, g〉)(p̄, x̄) ta t×m ®­îc hµm s : U ⊂ P ×X → R lµ

kh¶ vi FrÐchet t¹i (p̄, x̄) vµ tháa m·n

s(p̄, x̄) = 〈y∗, g〉(p̄, x̄), (p∗, x∗) = ∇s(p̄, x̄) := (∇ps(p̄, x̄),∇xs(p̄, x̄)),

s(p, x) ≥ 〈y∗, g〉(p, x) ∀(p, x) ∈ U, (4.2.6)

ë ®©y U lµ l©n cËn nµo ®ã cña (p̄, x̄). Do g lµ Lipschitz trªn ®Þa ph­¬ng t¹i

(p̄, x̄), tån t¹i l©n cËn U1 cña (p̄, x̄) vµ l1 ≥ 0 sao cho

||g(p, x)− g(p̄, x̄)|| ≤ l1(||p− p̄||+ ||x− x̄||) ∀(p, x) ∈ U1.
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KÕt hîp ®iÒu nµy víi (4.2.5) vµ (4.2.6) ®­a ®Õn

〈u∗, p− p̄〉 ≤〈y∗, g(p, x)〉 − 〈y∗, g(p̄, x̄)〉+ ε(||p− p̄||+ ||g(p, x)− g(p̄, x̄)||)

≤s(p, x)− s(p̄, x̄) + ε(||p− p̄||+ ||g(p, x)− g(p̄, x̄)||)

=〈∇ps(p̄, x̄), p− p̄〉+ 〈∇xs(p̄, x̄), x− x̄〉+ o(||p− p̄||+ ||x− x̄||)

+ ε(||p− p̄||+ ||g(p, x)− g(p̄, x̄)||)

≤〈∇ps(p̄, x̄), p− p̄〉+ 〈∇xs(p̄, x̄), x− x̄〉+ o(||p− p̄||+ ||x− x̄||)

+ ε(1 + l1)(||p− p̄||+ ||x− x̄||)

=〈p∗, p− p̄〉+ 〈x∗, x− x̄〉+ o(||p− p̄||+ ||x− x̄||)

+ ε(1 + l1)(||p− p̄||+ ||x− x̄||) (4.2.7)

víi mäi p ∈ Bα1(p̄), x ∈ Bα2(x̄) ∩G(p) ®èi víi α1 > 0, α2 > 0 nµo ®ã, ë ®ã

lim
(p,x)→(p̄,x̄)

o(||p− p̄||+ ||x− x̄||)
||p− p̄||+ ||x− x̄||

= 0.

V× ε > 0 ®· ®­îc chän mét c¸ch tïy ý, nªn tõ (4.2.7) suy ra

lim sup

(p,x)
gphG−−−→(p̄,x̄)

〈(u∗ − p∗,−x∗), (p, x)− (p̄, x̄)〉
‖(p, x)− (p̄, x̄)‖

≤ 0.

Do ®ã, tõ (4.1.2) víi ε = 0 vµ tõ (4.1.6) kÐo theo u∗− p∗ ∈ D̂∗G(p̄, x̄)(x∗), cã

nghÜa lµ u∗ ∈ p∗ + D̂∗G(p̄, x̄)(x∗). V× vËy, (4.2.3) nghiÖm ®óng.

B©y giê, ®Ó chøng minh (4.2.4), ta chØ cÇn chøng minh bao hµm thøc

ng­îc l¹i cña (4.2.3) d­íi c¸c gi¶ thiÕt ®· thªm vµo. Chän tïy ý u∗ /∈

D̂∗(g ◦G)(p̄, ȳ)(y∗). Chøng minh sÏ kÕt thóc nÕu ta chØ ra ®­îc r»ng

u∗ /∈ ∇pg(p̄, x̄)∗y∗ + D̂∗G(p̄, x̄)(∇xg(p̄, x̄)∗y∗). (4.2.8)

Tõ (4.1.6) suy ra (u∗,−y∗) /∈ N̂
(
(p̄, ȳ); gph(g ◦ G)

)
mçi khi u∗ /∈ D̂∗(g ◦
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G)(p̄, ȳ)(y∗). Do ®ã, theo (4.1.2) víi ε = 0 ta cã

lim sup

(p,y)
gph(g◦G)−−−−−→(p̄,ȳ)

〈(u∗,−y∗), (p, y)− (p̄, ȳ)〉
‖(p, y)− (p̄, ȳ)‖

> 0. (4.2.9)

Tõ (4.2.9) suy ra tån t¹i {(pn, yn)} ⊂ gph(g ◦ G) vµ α > 0 tháa m·n

(pn, yn)→ (p̄, ȳ) khi n→∞ vµ

〈u∗, pn − p̄〉 ≥ 〈y∗, yn − ȳ〉+ α(||pn − p̄||+ ||yn − ȳ||) (4.2.10)

víi mäi n ®ñ lín. V× G̃ cã l¸t c¾t Lipschitz trªn ®Þa ph­¬ng t¹i (p̄, ȳ, x̄), nªn tån

t¹i l : domG̃ → X lµ Lipschitz trªn ®Þa ph­¬ng t¹i (p̄, ȳ) sao cho l(p̄, ȳ) = x̄

vµ l(p, y) ∈ G̃(p, y) víi mäi (p, y) ∈ dom G̃ ®ñ gÇn (p̄, ȳ). Do ®ã, tån t¹i ` > 0

sao cho

||xn − x̄|| ≤ `(||pn − p̄||+ ||yn − ȳ||) (4.2.11)

víi mäi n ®ñ lín, ë ®ã xn := l(pn, yn) ∈ G̃(pn, yn). Víi mçi n nh­ ë trªn, v×

xn ∈ G̃(pn, yn) cho nªn xn ∈ G(pn), yn = g(pn, xn) vµ do ®ã, tõ (4.2.10) suy

ra

〈u∗, pn − p̄〉 ≥〈y∗, g(pn, xn)− g(p̄, x̄)〉+ α(||pn − p̄||+ ||g(pn, xn)− g(p̄, x̄)||)

=〈y∗,∇g(p̄, x̄)(pn − p̄, xn − x̄)〉+ o(||pn − p̄||+ ||xn − x̄||)

+ α(||pn − p̄||+ ||g(pn, xn)− g(p̄, x̄)||)

=〈∇g(p̄, x̄)∗y∗, (pn − p̄, xn − x̄)〉+ o(||pn − p̄||+ ||xn − x̄||)

+ α(||pn − p̄||+ ||g(pn, xn)− g(p̄, x̄)||).
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§iÒu nµy vµ (4.2.11) suy ra

〈u∗, pn − p̄〉 ≥〈∇g(p̄, x̄)∗y∗, (pn − p̄, xn − x̄)〉+ o(||pn − p̄||+ ||xn − x̄||)

+
α

2
||pn − p̄||+

α

2`
||xn − x̄||

≥〈∇g(p̄, x̄)∗y∗, (pn − p̄, xn − x̄)〉+ o(||pn − p̄||+ ||xn − x̄||)

+ α̂(||pn − p̄||+ ||xn − x̄||)

víi α̂ := min {α/2, α/(2`)} > 0. Do ®ã,

lim sup

(p,x)
gphG−−−→(p̄,x̄)

〈u∗ −∇pg(p̄, x̄)∗y∗, p− p̄〉 − 〈∇xg(p̄, x̄)∗y∗, x− x̄〉
‖p− p̄||+ ||x− x̄‖

≥ α̂,

®iÒu nµy cã nghÜa lµ (u∗−∇pg(p̄, x̄)∗y∗,−∇xg(p̄, x̄)∗y∗) /∈ N̂
(
(p̄, x̄); gphG

)
.

Theo (4.1.6), u∗ − ∇pg(p̄, x̄)∗y∗ /∈ D̂∗G(p̄, x̄)(∇xg(p̄, x̄)∗y∗). V× vËy, (4.2.8)

nghiÖm ®óng. 2

NhËn xÐt 4.2.2. DÊu "=" ë trong (4.2.4) cã thÓ kh«ng x¶y ra nÕu gi¶ thiÕt vÒ

sù tån t¹i l¸t c¾t Lipschitz trªn ®Þa ph­¬ng cña G̃ bÞ lo¹i bá.

VÝ dô 4.2.2. Cho P = X = Y = R. LÊy g(p, x) := x2 vµ

G(p) :=

{
{−√p,√p} nÕu p ≥ 0
∅ nÕu p < 0.

Ta cã

gphG = {(p, x) ∈ R2 | x2 = p},

gph(g ◦G) = {(p, y) ∈ R2 | p ≥ 0, y = p}.

XÐt p̄ = x̄ = ȳ = 0 vµ y∗ = 0. §Ó ý r»ng G̃ kh«ng cã l¸t c¾t Lipschitz ®Þa

ph­¬ng nµo t¹i (0, 0, 0). B»ng c¸ch tÝnh to¸n trùc tiÕp, ta thu ®­îc

D̂∗G(0, 0)(0) = R, D̂∗(g ◦G)(0, 0)(0) = (−∞, 0].
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§iÒu nµy cã nghÜa lµ kh«ng cã dÊu "=" ë trong (4.2.4).

MÖnh ®Ò 4.2.2 ph¸t triÓn mét kÕt qu¶ ®· biÕt trong [40]. Cô thÓ h¬n, ta cã

hÖ qu¶ sau.

HÖ qu¶ 4.2.1. (Xem [40, Proposition 4.6]) Cho g : P × X → Y lµ hµm

vÐct¬, G : P ⇒ X lµ ¸nh x¹ ®a trÞ víi gphG lµ tËp ®ãng, vµ cho p̄ ∈ P ,

ȳ ∈ (g ◦G)(p̄). Gi¶ sö r»ng víi mçi x̄ ∈ G(p̄) tháa m·n (p̄, x̄) ∈ g−1(ȳ), hµm

g lµ Lipschitz ®Þa ph­¬ng t¹i (p̄, x̄) vµ kh¶ vi FrÐchet t¹i ®iÓm nµy. Khi ®ã,

D̂∗(g ◦G)(p̄, ȳ)(y∗) ⊂ ∇pg(p̄, x̄)∗y∗ + D̂∗G(p̄, x̄)
(
∇xg(p̄, x̄)∗y∗

)
∀y∗ ∈ Y ∗.

H¬n n÷a, nÕu G = h lµ ¸nh x¹ ®¬n trÞ vµ Lipschitz ®Þa ph­¬ng t¹i p̄, th× ta cã

D̂∗(g ◦ h)(p̄, ȳ)(y∗) = ∇pg(p̄, x̄)∗y∗ + ∂̂〈∇xg(p̄, x̄)∗y∗, h〉(p̄) ∀y∗ ∈ Y ∗.

B©y giê, ta sÏ ph¸t biÓu vµ chøng minh kÕt qu¶ chÝnh cña môc nµy. Nh­

ë c¸c môc tr­íc cña ch­¬ng nµy, hµm gi¸ trÞ tèi ­u F cña bµi to¸n tèi ­u

vÐct¬ (3.1.1) ®­îc ®Þnh nghÜa ë trong (3.1.3) vµ ¸nh x¹ ®a trÞ F ®­îc x¸c

®Þnh bëi (3.1.2) víi P,X vµ Y lµ c¸c kh«ng gian Banach. Ta ®Þnh nghÜa

c¸c ¸nh x¹ H : P × Y ⇒ Y vµ C̃ : P × Y ⇒ X lÇn l­ît nh­ sau:

H(p, y) := F(p) ∩ (y −K), C̃(p, y) := {x ∈ C(p) | y = f(p, x)}.

§Þnh lý 4.2.1. Cho p̄ ∈ P, x̄ ∈ C(p̄) sao cho ȳ := f(p̄, x̄) ∈ F(p̄). Víi

y∗ ∈ K∗ ®­îc cho bëi (4.1.1), gi¶ sö r»ng ∂̂+〈y∗, f〉(p̄, x̄) 6= ∅ vµ hµm f lµ

Lipschitz trªn ®Þa ph­¬ng t¹i (p̄, x̄). Gi¶ thiÕt thªm r»ng tÝnh chÊt tréi ®óng

cho F ë xung quanh p̄ vµ H cã l¸t c¾t Lipschitz trªn ®Þa ph­¬ng t¹i (p̄, ȳ, ȳ).



89

Khi ®ã,

D̂∗F(p̄, ȳ)(y∗) ⊂
⋂

(p∗,x∗)∈∂̂+〈y∗,f〉(p̄,x̄)

[
p∗ + D̂∗C(p̄, x̄)(x∗)

]
. (4.2.12)

NÕu ta gi¶ sö thªm r»ng f lµ kh¶ vi FrÐchet t¹i (p̄, x̄) víi ®¹o hµm∇f(p̄, x̄) :=

(∇pf(p̄, x̄),∇xf(p̄, x̄)) vµ C̃ cã l¸t c¾t Lipschitz trªn ®Þa ph­¬ng t¹i (p̄, ȳ, x̄),

th× bao hµm thøc ng­îc l¹i cña (4.2.12) nghiÖm ®óng, cã nghÜa lµ ta cã

D̂∗F(p̄, ȳ)(y∗) = ∇pf(p̄, x̄)∗y∗ + D̂∗C(p̄, x̄)
(
∇xf(p̄, x̄)∗y∗

)
. (4.2.13)

Chøng minh. Tr­íc hÕt ta chøng minh (4.2.12). Do F(p) ⊂ F (p) víi mäi

p ∈ P vµ do tÝnh chÊt tréi ®óng cho F ë xung quanh p̄ ∈ P, tån t¹i U ∈ N (p̄)

sao cho

F(p) +K = F (p) +K ∀p ∈ U.

Khi ®ã,

D̂∗(F +K)(p̄, ȳ)(y∗) = D̂∗(F +K)(p̄, ȳ)(y∗) ∀y∗ ∈ Y ∗.

§iÒu nµy cïng víi MÖnh ®Ò 4.2.1 kÐo theo

D̂∗F(p̄, ȳ)(y∗) = D̂∗(F +K)(p̄, ȳ)(y∗) = D̂∗(F +K)(p̄, ȳ)(y∗), y∗ ∈ K∗.
(4.2.14)

XÐt ¸nh x¹ H : P × Y ⇒ Y ®­îc cho bëi H(p, y) := F (p) ∩ (y − K).

DÔ thÊy r»ng H(p, y) ⊂ H(p, y) víi mäi (p, y) ∈ P × Y vµ domH =

gph(F + K), domH = gph(F + K). V× vËy, H cã l¸t c¾t Lipschitz trªn

®Þa ph­¬ng t¹i (p̄, ȳ, ȳ) mçi khi H cã l¸t c¾t Lipschitz trªn ®Þa ph­¬ng t¹i ®iÓm

®ã. B»ng c¸ch ¸p dông MÖnh ®Ò 4.2.1 mét lÇn n÷a, ta thu ®­îc

D̂∗(F +K)(p̄, ȳ)(y∗) = D̂∗F (p̄, ȳ)(y∗), y∗ ∈ K∗. (4.2.15)
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§Ó ý ®Õn c«ng thøc hîp cña ¸nh x¹ F ë trong (3.1.2) vµ ¸p dông MÖnh ®Ò 4.2.2

cho nã, ta nhËn ®­îc

D̂∗F (p̄, ȳ)(y∗) ⊂
⋂

(p∗,x∗)∈∂̂+〈y∗,f〉(p̄,x̄)

[
p∗ + D̂∗C(p̄, x̄)(x∗)

]
. (4.2.16)

Tõ c¸c mèi quan hÖ ë trong (4.2.14)-(4.2.16) suy ra (4.2.12) nghiÖm ®óng.

NhËn xÐt r»ng, theo MÖnh ®Ò 4.2.2, bao hµm thøc ng­îc l¹i ë trong (4.2.16)

nghiÖm ®óng d­íi c¸c gi¶ thiÕt thªm vµo cña ®Þnh lý. V× vËy, ®Ó thu ®­îc

(4.2.13) ta chØ cÇn sö dông l¹i mét lÇn n÷a c¸c tÝnh chÊt ë trong (4.2.14)-

(4.2.16). 2

NhËn xÐt 4.2.3. B»ng nh÷ng vÝ dô thÝch hîp, ta cã thÓ chØ ra r»ng gi¶ thiÕt

y∗ ∈ K∗ vµ gi¶ thiÕt C̃ cã l¸t c¾t Lipschitz trªn ®Þa ph­¬ng t¹i ®iÓm ®­îc xÐt

ë trong §Þnh lý 4.2.1 lµ thiÕt yÕu. VÝ dô sau ®©y sÏ minh häa tÇm quan träng

cña tÝnh chÊt tréi cña ¸nh x¹ F , ®ã lµ bao hµm thøc (4.2.12) cã thÓ kh«ng cßn

®óng n÷a nÕu gi¶ thiÕt vÒ sù tån t¹i cña tÝnh chÊt tréi cña F ë xung quanh ®iÓm

®ang kh¶o s¸t ®· bÞ lo¹i bá.

VÝ dô 4.2.3. Cho P = X = Y = R vµ K = R+ := [0,+∞). LÊy f(p, x) := x

vµ

C(p) :=

{
[0,+∞) nÕu p = 0
(|p|,+∞) nÕu p 6= 0.

Ta thÊy r»ng

gphC = {(p, x) ∈ R2 | x > |p|} ∪ {(0, 0)},

F (p) = C(p) ∀p ∈ P.

XÐt p̄ := x̄ := 0 vµ y∗ := 1 ∈ K∗ ®­îc cho bëi (4.1.1). Ta cã

F(p) =

{
{0} nÕu p = 0
∅ nÕu p 6= 0.
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V× vËy, ȳ := f(p̄, x̄) = 0 ∈ F(p̄) vµ tÝnh chÊt tréi kh«ng ®óng cho F ë xung

quanh p̄ = 0. Trong khi ®ã, v×

H(p, y) =

{
{0} nÕu (p, y) ∈ {0} × R+

∅ nÕu (p, y) /∈ {0} × R+,

nªn H cã l¸t c¾t Lipschitz trªn ®Þa ph­¬ng t¹i (p̄, ȳ, ȳ). B»ng c¸ch tÝnh to¸n

trùc tiÕp, ta thu ®­îc

D̂∗F(0, 0)(1) = (−∞,+∞), ∇pf(0, 0)∗(1) + D̂∗C(0, 0)(1) = [−1, 1].

§iÒu nµy cã nghÜa lµ bao hµm thøc (4.2.12) kh«ng nghiÖm ®óng.

4.3 Tr­êng hîp bµi to¸n tèi ­u vÐct¬ cã rµng buéc th«ng th­êng

Môc nµy ®­îc dµnh ®Ó triÓn khai c¸c c«ng thøc tÝnh ®èi ®¹o hµm FrÐchet

cña hµm gi¸ trÞ tèi ­u F nh­ ë trong §Þnh lý 4.2.1 vµo mét sè líp c¸c bµi to¸n

tèi ­u vÐct¬ cã rµng buéc to¸n tö, vµ rµng buéc ®­îc m« t¶ bëi h÷u h¹n vµ v«

h¹n c¸c hµm sè thùc.

Tr­íc hÕt ta xÐt bµi to¸n (3.1.1) víi ¸nh x¹ tËp rµng buéc C : P ⇒ X ®­îc

cho ë d¹ng

C(p) := {x ∈ X | h(p, x) ∈ Θ}, (4.3.1)

ë ®ã h : P × X → W lµ hµm vÐct¬ gi÷a c¸c kh«ng gian Banach (l­u ý r»ng

P,X vµ Y vÉn ®­îc gi¶ sö lµ c¸c kh«ng gian Banach) vµ ∅ 6= Θ ⊂ W. C¸c

rµng buéc kiÓu (4.3.1) ®­îc biÕt nh­ lµ rµng buéc to¸n tö. Chóng bao gåm

rµng buéc h×nh häc, rµng buéc hµm vµ mét sè lo¹i rµng buéc kh¸c khi ®· chØ

ra mét c¸ch cô thÓ h vµ Θ (xem [36,37]).

KÕt qu¶ ®Çu tiªn trong môc nµy ®­a ra c¸c c«ng thøc ®Ó tÝnh ®èi ®¹o hµm
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FrÐchet cña F ®­îc x¸c ®Þnh bëi (3.1.3) víi ¸nh x¹ tËp rµng buéc C ë trong

(4.3.1).

§Þnh lý 4.3.1. Cho p̄ ∈ P, x̄ ∈ C(p̄) sao cho ȳ := f(p̄, x̄) ∈ F(p̄). Víi

y∗ ∈ K∗ ®­îc cho bëi (4.1.1), gi¶ sö r»ng ∂̂+〈y∗, f〉(p̄, x̄) 6= ∅ vµ hµm f lµ

Lipschitz trªn ®Þa ph­¬ng t¹i (p̄, x̄). Gi¶ thiÕt thªm r»ng tÝnh chÊt tréi ®óng

cho F ®­îc x¸c ®Þnh bëi (3.1.2) ë xung quanh p̄ vµ H cã l¸t c¾t Lipschitz trªn

®Þa ph­¬ng t¹i (p̄, ȳ, ȳ). Ta cã c¸c kh¼ng ®Þnh sau:

(i) Gi¶ sö r»ng h ë trong (4.3.1) lµ kh¶ vi chÆt t¹i (p̄, x̄) víi ®¹o hµm

∇h(p̄, x̄) lµ toµn ¸nh. Khi ®ã,

D̂∗F(p̄, ȳ)(y∗) ⊂
⋂

(p∗,x∗)∈∂̂+〈y∗,f〉(p̄,x̄)

{
p∗ + u∗

∣∣ (u∗,−x∗) ∈ ∇h(p̄, x̄)∗N̂(w̄; Θ)
}
,

(4.3.2)

ë ®©y w̄ := h(p̄, x̄).

(ii) Gi¶ sö thªm vµo (i) r»ng f lµ kh¶ vi FrÐchet t¹i (p̄, x̄) víi ®¹o hµm

∇f(p̄, x̄) := (∇pf(p̄, x̄),∇xf(p̄, x̄)) vµ C̃ cã l¸t c¾t Lipschitz trªn ®Þa ph­¬ng

t¹i (p̄, ȳ, x̄). Khi ®ã bao hµm thøc ng­îc l¹i cña (4.3.2) nghiÖm ®óng, cã nghÜa

lµ ta cã

D̂∗F(p̄, ȳ)(y∗) ={
∇pf(p̄, x̄)∗y∗ + u∗

∣∣ (u∗,−∇xf(p̄, x̄)∗y∗) ∈ ∇h(p̄, x̄)∗N̂(w̄; Θ)
}
. (4.3.3)

Chøng minh. NhËn xÐt r»ng ®å thÞ cña ¸nh x¹ tËp rµng buéc C ë trong (4.3.1)

cã biÓu diÔn ¶nh ng­îc

gphC = h−1(Θ) :=
{

(p, x) ∈ P ×X
∣∣ h(p, x) ∈ Θ

}
. (4.3.4)
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V× h lµ kh¶ vi chÆt t¹i (p̄, x̄) vµ ®¹o hµm ∇h(p̄, x̄) lµ toµn ¸nh, nªn tõ Bæ

®Ò 4.1.2 vµ (4.3.4) ta cã

N̂
(
(p̄, x̄); gphC

)
= N̂

(
(p̄, x̄);h−1(Θ)

)
= ∇h(p̄, x̄)∗N̂(w̄; Θ).

§iÒu nµy cïng víi (4.1.6) ®­a ®Õn

D̂∗C(p̄, x̄)(x∗) =
{
u∗ ∈ P ∗ | (u∗,−x∗) ∈ ∇h(p̄, x̄)∗N̂(w̄; Θ)

}
. (4.3.5)

Thay (4.3.5) vµo (4.2.12) vµ (4.2.13) ë trong §Þnh lý 4.2.1, ta thu ®­îc (4.3.2)

vµ (4.3.3) mét c¸ch t­¬ng øng. Chøng minh kÕt thóc. 2

B©y giê, ta xÐt bµi to¸n (3.1.1) víi c¸c rµng buéc ®¼ng thøc vµ bÊt ®¼ng thøc

C(p) :=
{
x ∈ X | gi(p, x) ≤ 0, i = 1, ...,m,

gi(p, x) = 0, i = m+ 1, ...,m+ r
}
, (4.3.6)

ë ®ã gi, i = 1, ...,m + r lµ c¸c hµm sè thùc ë trªn P × X. C¸c rµng buéc

kiÓu nµy cã thÓ ®­îc xem nh­ mét tr­êng hîp ®Æc biÖt cña rµng buéc to¸n tö

(4.3.1) víi h : P ×X → Rm+r ®­îc x¸c ®Þnh bëi

h(p, x) := (g1(p, x), ..., gm+r(p, x)) (4.3.7)

vµ Θ ⊂ Rm+r ®­îc cho bëi

Θ :=
{

(α1, ..., αm+r) ∈ Rm+r | αi ≤ 0, i = 1, ...,m,

αi = 0, i = m+ 1, ...,m+ r
}
. (4.3.8)

Tuy nhiªn, c¸c rµng buéc kiÓu (4.3.6) lµ mét líp th«ng th­êng vµ quen thuéc

trong quy ho¹ch phi tuyÕn vµ tèi ­u vÐct¬. §Þnh lý tiÕp theo ®­a ra c¸c c«ng

thøc ®Ó tÝnh ®èi ®¹o FrÐchet cña F cña bµi to¸n (3.1.1) víi C ®­îc cho bëi

(4.3.6).
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§Þnh lý 4.3.2. Cho p̄ ∈ P, x̄ ∈ C(p̄) sao cho ȳ := f(p̄, x̄) ∈ F(p̄). Víi

y∗ ∈ K∗ ®­îc cho bëi (4.1.1), gi¶ sö r»ng ∂̂+〈y∗, f〉(p̄, x̄) 6= ∅ vµ hµm f lµ

Lipschitz trªn ®Þa ph­¬ng t¹i (p̄, x̄). Gi¶ sö r»ng tÝnh chÊt tréi ®óng cho F

®­îc x¸c ®Þnh bëi (3.1.2) ë xung quanh p̄ vµ H cã l¸t c¾t Lipschitz trªn ®Þa

ph­¬ng t¹i (p̄, ȳ, ȳ). Gi¶ thiÕt thªm r»ng c¸c hµm gi, i = 1, ...,m + r, ë trong

(4.3.6) lµ kh¶ vi FrÐchet t¹i (p̄, x̄) vµ

∇g1(p̄, x̄), ...,∇gm+r(p̄, x̄) lµ ®éc lËp tuyÕn tÝnh. (4.3.9)

Ta cã

D̂∗F(p̄, ȳ)(y∗) ⊂
⋂

(p∗,x∗)∈∂̂+〈y∗,f〉(p̄,x̄)

⋃
λ∈Λ(p̄,x̄,x∗)

[
p∗ +

m+r∑
i=1

λi∇pgi(p̄, x̄)
]
,

(4.3.10)

ë ®ã

Λ(p̄, x̄, x∗) :=
{
λ := (λ1, ...,λm+r) ∈ Rm+r

∣∣x∗ +
m+r∑
i=1

λi∇xgi(p̄, x̄) = 0,

λi ≥ 0, λigi(p̄, x̄) = 0 víi i = 1, ...,m
}

(4.3.11)

ký hiÖu cho tËp c¸c nh©n tö Lagrange (xem [39]). H¬n n÷a, (4.3.10) trë thµnh

®¼ng thøc

D̂∗F(p̄, ȳ)(y∗) =
⋃

λ∈Λ(p̄,x̄,∇xf(p̄,x̄)∗y∗)

[
∇pf(p̄, x̄)∗y∗ +

m+r∑
i=1

λi∇pgi(p̄, x̄)
]
,

(4.3.12)

nÕu C̃ cã l¸t c¾t Lipschitz trªn ®Þa ph­¬ng t¹i (p̄, ȳ, x̄) vµ f lµ kh¶ vi FrÐchet

t¹i (p̄, x̄) víi ®¹o hµm ∇f(p̄, x̄) := (∇pf(p̄, x̄),∇xf(p̄, x̄)).

Chøng minh. Ta nhËn thÊy r»ng ¸nh x¹ tËp rµng buéc C ë trong (4.3.6) cã

biÓu diÔn ¶nh ng­îc

gphC = h−1(Θ) :=
{

(p, x) ∈ P ×X
∣∣ h(p, x) ∈ Θ

}
, (4.3.13)
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ë ®ã hµm vÐct¬ h ®­îc x¸c ®Þnh bëi (4.3.7) vµ nãn låi ®ãng Θ ®­îc cho bëi

(4.3.8). Theo gi¶ thiÕt cña ®Þnh lý vµ ®Þnh nghÜa cña hµm h ë trong (4.3.7), ta cã

h lµ kh¶ vi FrÐchet t¹i (p̄, x̄) vµ h¬n n÷a tõ (4.3.9) suy ra ®¹o hµm ∇h(p̄, x̄) lµ

toµn ¸nh (ch¼ng h¹n xem [27, Example 13]). V× vËy, tõ Bæ ®Ò 4.1.2 vµ (4.3.13)

ta cã

N̂
(
(p̄, x̄); gphC

)
= N̂

(
(p̄, x̄);h−1(Θ)

)
= ∇h(p̄, x̄)∗N̂(h(p̄, x̄); Θ).

§iÒu nµy cïng víi (4.1.6) dÉn ®Õn

D̂∗C(p̄, x̄)(x∗) =
{
u∗ ∈ P ∗ | (u∗,−x∗) ∈ ∇h(p̄, x̄)∗N̂(h(p̄, x̄); Θ)

}
.

(4.3.14)

B»ng c¸ch tÝnh to¸n trùc tiÕp, víi l­u ý Θ lµ låi, ta cã

N̂(h(p̄, x̄); Θ) =
{
λ := (λ1, ..., λm+r) ∈ Rm+r

∣∣ λi ≥ 0, λigi(p̄, x̄) = 0

víi i = 1, ...,m
}
.

KÕt hîp ®iÒu nµy víi (4.3.14) vµ ®Ó ý ®Õn ®Þnh nghÜa cña h ë trong (4.3.7), ta

thu ®­îc

D̂∗C(p̄, x̄)(x∗) =
{
u∗ ∈ P ∗ | (u∗,−x∗) =

m+r∑
i=1

λi∇gi(p̄, x̄) víi mét λ ∈ Rm+r

tháa m·n λi ≥ 0, λigi(p̄, x̄) = 0, i = 1, ...,m
}
. (4.3.15)

B©y giê, thay (4.3.15) vµo (4.2.12) vµ (4.2.13) ë trong §Þnh lý 4.2.1 ®ång thêi

chó ý ®Õn cÊu tróc cña tËp nh©n tö Lagrange Λ(p̄, x̄, x∗) ë trong (4.3.11) ta thu

®­îc (4.3.10) vµ (4.3.12) mét c¸ch t­¬ng øng. Chøng minh kÕt thóc. 2

NhËn xÐt 4.3.1. ë trong §Þnh lý 4.3.2, ®iÒu kiÖn ®éc lËp tuyÕn tÝnh cña c¸c

gradient ë trong (4.3.9) - ®¶m b¶o tÝnh toµn ¸nh cña ∇h(p̄, x̄) - lµ h¬i chÆt. ë

trong ®Þnh lý tiÕp theo, chóng ta sÏ "níi láng" ®iÒu kiÖn nµy b»ng c¸ch thay thÕ
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nã bëi c¸i gäi lµ ®iÒu kiÖn chÝnh quy Mangasarian-Fromovitz. Nh¾c l¹i r»ng

®iÒu kiÖn chÝnh quyMangasarian-Fromovitz (MF) tháa m·n t¹i (p̄, x̄) ∈ gph C,

ë ®©y C ®­îc x¸c ®Þnh bëi (4.3.6), nÕu
c¸c gradient ∇gm+1(p̄, x̄), . . . ,∇gm+r(p̄, x̄) lµ ®éc lËp tuyÕn tÝnh
vµ tån t¹i u ∈ P ×X sao cho 〈∇gi(p̄, x̄), u〉 = 0
víi mäi i = m+ 1, . . . ,m+ r, vµ 〈∇gi(p̄, x̄), u〉 < 0 víi mäi
i = 1, . . . ,m mµ gi(p̄, x̄) = 0.

(4.3.16)

ë ®ã P vµ X ®­îc gi¶ sö lµ c¸c kh«ng gian Asplund vµ c¸c hµm gi, i =

1, ...,m+ r trong (4.3.6) ®­îc gi¶ sö lµ kh¶ vi chÆt t¹i ®iÓm (p̄, x̄).

D­íi ®iÒu kiÖn chÝnh quy (MF), chóng ta cã thÓ tÝnh chÝnh x¸c ®èi ®¹o

hµm FrÐchet cña ¸nh x¹ tËp rµng buéc C t¹i ®iÓm ®­îc xÐt (xem [36,

Corollary 4.35]). Cho P vµ X lµ c¸c kh«ng gian Asplund vµ cho C ®­îc

x¸c ®Þnh bëi (4.3.6), ë ®ã gi, i = 1, ...,m + r lµ c¸c hµm kh¶ vi chÆt t¹i ®iÓm

(p̄, x̄) ∈ gphC. NÕu ®iÒu kiÖn chÝnh quy (MF) tháa m·n t¹i (p̄, x̄), th× ta cã

D̂∗C(p̄, x̄)(x∗) =
{
u∗ ∈ P ∗ | (u∗,−x∗) =

m+r∑
i=1

λi∇gi(p̄, x̄) víi mét λ ∈ Rm+r

tháa m·n λi ≥ 0, λigi(p̄, x̄) = 0, i = 1, ...,m
}
.

(4.3.17)

§Þnh lý 4.3.3. Trong ký hiÖu cña §Þnh lý 4.3.2, gi¶ sö r»ng c¸c kh«ng gian P

vµ X lµ Asplund, c¸c hµm gi, i = 1, ...,m + r lµ kh¶ vi chÆt t¹i (p̄, x̄), vµ gi¶

sö ®iÒu kiÖn (4.3.9) ®­îc thay bëi ®iÒu kiÖn (4.3.16). Khi ®ã, ta cã (4.3.10) vµ

(4.3.12) t­¬ng øng víi c¸c gi¶ thiÕt thªm vµo ë trong §Þnh lý 4.3.2.

Chøng minh. Do c¸c gi¶ thiÕt cña ®Þnh lý vµ NhËn xÐt 4.3.1, ta cã c«ng thøc

tÝnh (4.3.17) cho ®èi ®¹o hµm FrÐchet cña ¸nh x¹ tËp rµng buéc C t¹i ®iÓm

(p̄, x̄).

B©y giê, thay (4.3.17) vµo (4.2.12) vµ (4.2.13) t­¬ng øng ë trong §Þnh
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lý 4.2.1 ta thu ®­îc kÕt qu¶ mong muèn. 2

TiÕp theo chóng ta sÏ triÓn khai c¸c c«ng thøc ®Ó tÝnh ®èi ®¹o hµm FrÐchet

cña hµm gi¸ trÞ tèi ­u F trong bµi to¸n tèi ­u vÐct¬ nöa v« h¹n. Cô thÓ, ta xÐt

bµi to¸n (3.1.1) víi ¸nh x¹ tËp rµng buéc C ®­îc x¸c ®Þnh bëi (3.3.10), nh­ng

gi¶ sö r»ng víi mçi t ∈ T, gt : P ×X → R lµ chÝnh quy d­íi (xem ®Þnh nghÜa

ë trong (4.1.5)) t¹i ®iÓm ®ang kh¶o s¸t. Ta vÉn gi¶ thiÕt r»ng P,X vµ Y lµ c¸c

kh«ng gian Banach vµ sö dông c¸c ký hiÖu ë trong Môc 3.3 cña Ch­¬ng 3.

§Þnh nghÜa 4.3.1. Ta nãi r»ng hÖ (3.3.10) tháa m·n ®iÒu kiÖn chÝnh quy rµng

buéc ®Æt trªn d­íi vi ph©n FrÐchet, viÕt t¾t lµ (FRCQ), t¹i (p̄, x̄) ∈ gphC nÕu

N̂
(
(p̄, x̄); gphC

)
=

⋃
λ∈A(p̄,x̄)

[∑
t∈T

λt∂̂gt(p̄, x̄)
]
. (4.3.18)

NhËn xÐt 4.3.2. Bµi b¸o [12] ®· ®Ò xuÊt hai ®iÒu kiÖn chÝnh quy rµng buéc cho

hÖ (3.3.10) víi P,X lµ c¸c kh«ng gian Banach vµ víi mçi t ∈ T, gt : P ×X →

R lµ hµm tïy ý, ®ång thêi ®· cung cÊp mét sè ®iÒu kiÖn ®ñ cho sù tháa m·n

cña c¸c ®iÒu kiÖn chÝnh quy ®ã. Do khu«n khæ vµ cÊu tróc cña luËn ¸n, c¸c

kÕt qu¶ trong [12] sÏ kh«ng ®­îc tr×nh bµy vµo ®©y. Tuy nhiªn chóng t«i muèn

nhÊn m¹nh r»ng, v× c¸c hµm gt, t ∈ T ë trong (3.3.10) ®­îc gi¶ sö lµ chÝnh quy

d­íi (xem ®Þnh nghÜa ë trong (4.1.5)) t¹i ®iÓm ®­îc xÐt, nªn cã mét sè tiªu

chuÈn ®¶m b¶o cho c¸c ®iÒu kiÖn chÝnh quy ë trong [12] sÏ kÐo theo ®iÒu kiÖn

(FRCQ) ë trªn. Ch¼ng h¹n, nÕu ®iÒu kiÖn (FM), ®­îc ®Þnh nghÜa bëi (3.3.12),

®óng cho hÖ (3.3.10), th× tõ [12, Theorem 3.7] suy ra hÖ (3.3.10) tháa m·n ®iÒu

kiÖn (FRCQ) t¹i (p̄, x̄) ∈ gphC; hoÆc nÕu ®iÒu kiÖn chÝnh quy (MF), ®­îc

®Þnh nghÜa ë trong (4.3.16), tháa m·n t¹i (p̄, x̄) ∈ gphC (víi l­u ý khi ®ã T lµ

h÷u h¹n), th× tõ [12, Theorem 3.6] còng suy ra hÖ (3.3.10) tháa m·n ®iÒu kiÖn
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(FRCQ) t¹i ®iÓm t­¬ng øng.

Víi sù gióp ®ì cña ®iÒu kiÖn chÝnh quy rµng buéc ë trong (4.3.18), b©y giê

ta sÏ thiÕt lËp c¸c c«ng thøc ®Ó tÝnh ®èi ®¹o hµm FrÐchet cña F trong bµi to¸n

tèi ­u vÐct¬ nöa v« h¹n. §Þnh lý 4.3.4 ®­îc dµnh cho bµi to¸n víi c¸c hµm

rµng buéc kh«ng kh¶ vi. Trong khi ®ã, HÖ qu¶ 4.3.1 ®Ó cho tr­êng hîp kh¶ vi.

§Þnh lý 4.3.4. Cho p̄ ∈ P, x̄ ∈ C(p̄) sao cho ȳ := f(p̄, x̄) ∈ F(p̄). Víi

y∗ ∈ K∗ ®­îc cho bëi (4.1.1), gi¶ sö r»ng ∂̂+〈y∗, f〉(p̄, x̄) 6= ∅ vµ hµm f lµ

Lipschitz trªn ®Þa ph­¬ng t¹i (p̄, x̄). Gi¶ sö r»ng tÝnh chÊt tréi ®óng cho F ë

xung quanh p̄, H cã l¸t c¾t Lipschitz trªn ®Þa ph­¬ng t¹i (p̄, ȳ, ȳ), vµ gt ë trong

(3.3.10) lµ chÝnh quy d­íi t¹i (p̄, x̄) víi mäi t ∈ T. Gi¶ thiÕt thªm r»ng hÖ

(3.3.10) tháa m·n (FRCQ) t¹i (p̄, x̄). Khi ®ã ta cã

D̂∗F(p̄, ȳ)(y∗) ⊂⋂
(p∗,x∗)∈∂̂+〈y∗,f〉(p̄,x̄)

{
p∗ + u∗

∣∣ (u∗,−x∗) ∈
⋃

λ∈A(p̄,x̄)

[∑
t∈T

λt∂̂gt(p̄, x̄)
]}
.

(4.3.19)

Ngoµi ra, (4.3.19) nghiÖm ®óng d­íi d¹ng ®¼ng thøc

D̂∗F(p̄, ȳ)(y∗) ={
∇pf(p̄, x̄)∗y∗ + u∗

∣∣(u∗,−∇xf(p̄, x̄)∗y∗) ∈
⋃

λ∈A(p̄,x̄)

[∑
t∈T

λt∂̂gt(p̄, x̄)
]}
,

(4.3.20)

nÕu C̃ cã l¸t c¾t Lipschitz trªn ®Þa ph­¬ng t¹i (p̄, ȳ, x̄) vµ f lµ kh¶ vi FrÐchet

t¹i (p̄, x̄) víi ®¹o hµm ∇f(p̄, x̄) := (∇pf(p̄, x̄),∇xf(p̄, x̄)).
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Chøng minh. V× hÖ (3.3.10) tháa m·n (FRCQ) t¹i (p̄, x̄), nªn tõ (4.1.6) suy ra

D̂∗C(p̄, x̄)(x∗) =
{
u∗ ∈ P ∗ | (u∗,−x∗) ∈

⋃
λ∈A(p̄,x̄)

[∑
t∈T

λt∂̂gt(p̄, x̄)
]}
.

(4.3.21)

B©y giê, thay (4.3.21) vµo (4.2.12) vµ (4.2.13) cña §Þnh lý 4.2.1, ta thu ®­îc

(4.3.19) vµ (4.3.20) mét c¸ch t­¬ng øng. 2

KÕt qu¶ sau ®©y ®­îc suy ra trùc tiÕp tõ §Þnh lý 4.3.4.

HÖ qu¶ 4.3.1. Trong ký hiÖu cña §Þnh lý 4.3.4, gi¶ thiÕt thªm r»ng gt, t ∈ T,

ë trong (3.3.10) lµ kh¶ vi FrÐchet t¹i (p̄, x̄). Ta cã

D̂∗F(p̄, ȳ)(y∗) ⊂
⋂

(p∗,x∗)∈∂̂+〈y∗,f〉(p̄,x̄)

⋃
λ∈Λ(p̄,x̄,x∗)

[
p∗ +

∑
t∈T

λt∇pgt(p̄, x̄)
]
,

(4.3.22)

ë ®ã

Λ(p̄, x̄, x∗) :=
{
λ ∈ R(T )

+

∣∣x∗ +
∑
t∈T

λt∇xgt(p̄, x̄) = 0,

λtgt(p̄, x̄) = 0 ∀t ∈ T
}

ký hiÖu cho tËp c¸c nh©n tö Lagrange (xem [20]). Ngoµi ra, (4.3.22) nghiÖm

®óng d­íi d¹ng ®¼ng thøc

D̂∗F(p̄, ȳ)(y∗) =
⋃

λ∈Λ(p̄,x̄,∇xf(p̄,x̄)∗y∗)

[
∇pf(p̄, x̄)∗y∗ +

∑
t∈T

λt∇pgt(p̄, x̄)
]
,

nÕu C̃ cã l¸t c¾t Lipschitz trªn ®Þa ph­¬ng t¹i (p̄, ȳ, x̄) vµ f lµ kh¶ vi FrÐchet

t¹i (p̄, x̄) víi ®¹o hµm ∇f(p̄, x̄) := (∇pf(p̄, x̄),∇xf(p̄, x̄)).

Cuèi cïng ë trong môc nµy ta h·y xÐt mét vÝ dô minh häa sù ¸p dông c¸c

kÕt qu¶ chÝnh cña ch­¬ng nµy vµo nh÷ng bµi to¸n cô thÓ.

VÝ dô 4.3.1. LÊy T = [0, 1], P = R, X = Y = R2, K = R2
+. Cho

f : R × R2 → R2 lµ hµm vÐc t¬ vµ gt : R × R2 → R, t ∈ T lµ c¸c hµm
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sè thùc ®­îc x¸c ®Þnh nh­ sau.

f(p, x) = (p+ x1 + 1, x2 + 1) ∀x = (x1, x2) ∈ R2 ∀p ∈ R,

gt(p, x) = tp− tx1 − (1− t)x2 ∀x = (x1, x2) ∈ R2 ∀p ∈ R.

DÔ thÊy r»ng gt lµ chÝnh quy d­íi t¹i mäi (p, x) ∈ P ×X víi mäi t ∈ T. XÐt

bµi to¸n (3.1.1) víi C ®­îc cho bëi (3.3.10). B»ng c¸ch tÝnh to¸n trùc tiÕp ta

thu ®­îc

C(p) = {(x1, x2) ∈ R2 | x1 ≥ p, x2 ≥ 0},

F (p) = {y = (y1, y2) ∈ R2 | y1 ≥ 2p+ 1, y2 ≥ 1} ∀p ∈ P.

Do ®ã, ta thÊy r»ng tÝnh chÊt tréi ®óng cho ¸nh x¹ F ®­îc x¸c ®Þnh bëi (3.1.2)

t¹i mäi ®iÓm p ∈ P . H¬n n÷a, víi p̄ := 0,

C(p̄) = {(x1, x2) ∈ R2 |x1 ≥ 0, x2 ≥ 0},

F (p̄) = {(y1, y2) ∈ R2 | y1 ≥ 1, y2 ≥ 1}.

Suy ra x̄ := (0, 0) ∈ C(p̄) vµ ȳ := f(p̄, x̄) = (1, 1) ∈ F(p̄). KiÓm tra ®­îc

r»ng H vµ C̃ cã l¸t c¾t Lipschitz trªn ®Þa ph­¬ng t¹i (p̄, ȳ, ȳ) vµ (p̄, ȳ, x̄) mét

c¸ch t­¬ng øng. Víi mçi t ∈ T, ta cã

g∗t (p, x) =

{
0 nÕu (p, x) = (t,−t, t− 1)
+∞ nÕu (p, x) 6= (t,−t, t− 1),

∀x = (x1, x2) ∈ R2, ∀p ∈ R,

epig∗t = {t} × {−t} × {t− 1} × R+.

V× vËy, cone
(⋃

t∈T epig∗t

)
= R+ ×R2

− ×R+ lµ ®ãng ë trong R4, cã nghÜa lµ

®iÒu kiÖn (FM) ®óng cho hÖ (3.3.10). Theo NhËn xÐt 4.3.2, hÖ (3.3.10) tháa
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m·n (FRCQ) t¹i (p̄, x̄). Víi y∗ = (y∗1, y
∗
2) ∈ K∗ ®­îc cho bëi (4.1.1), ta cã

Λ
(
p̄, x̄,∇xf(p̄, x̄)∗y∗

)
=
{
λ ∈ R(T )

+ | ∇xf(p̄, x̄)∗y∗ +
∑
t∈T

λt∇xgt(p̄, x̄) = 0,

λtgt(p̄, x̄) = 0, ∀t ∈ T
}

=
{
λ ∈ R(T )

+ | (y∗1, y∗2) +
∑
t∈T

λt(−t, t− 1) = (0, 0)
}

=
{
λ ∈ R(T )

+ |
∑
t∈T

λtt = y∗1,
∑
t∈T

λt = y∗1 + y∗2

}
.

B©y giê, ¸p dông HÖ qu¶ 4.3.1 ta nhËn ®­îc

D̂∗F(p̄, ȳ)(y∗) =
⋃

λ∈Λ
(
p̄,x̄,∇xf(p̄,x̄)∗y∗

) [y∗1 +
∑
t∈T

λtt
]

= {2y∗1}.

KÕt luËn cña Ch­¬ng 4

C¸c kÕt qu¶ chÝnh cña ch­¬ng nµy bao gåm:

- C«ng thøc tÝnh ®èi ®¹o hµm FrÐchet cho bµi to¸n tèi ­u vÐct¬ cã tËp rµng

buéc ®­îc x¸c ®Þnh bëi mét ¸nh x¹ ®a trÞ (§Þnh lý 4.2.1).

- C«ng thøc tÝnh ®èi ®¹o hµm FrÐchet cho bµi to¸n tèi ­u vÐct¬ cã rµng buéc

to¸n tö (§Þnh lý 4.3.1).

- C¸c c«ng thøc tÝnh ®èi ®¹o hµm FrÐchet cho bµi to¸n tèi ­u vÐct¬ cã tËp

rµng buéc ®­îc m« t¶ bëi h÷u h¹n c¸c hµm sè thùc (§Þnh lý 4.3.2 vµ §Þnh

lý 4.3.3).

- C¸c c«ng thøc tÝnh ®èi ®¹o hµm FrÐchet cho bµi to¸n tèi ­u vÐct¬ cã tËp

rµng buéc ®­îc m« t¶ bëi mét tËp tïy ý c¸c hµm sè thùc (§Þnh lý 4.3.4 vµ HÖ

qu¶ 4.3.1).



102

KÕt luËn

C¸c kÕt qu¶ chÝnh cña luËn ¸n nµy bao gåm:

1. §iÒu kiÖn cÇn vµ ®ñ cho tÝnh chÊt nöa liªn tôc trªn vµ nöa liªn tôc d­íi cña

¸nh x¹ nghiÖm h÷u hiÖu trong bµi to¸n tèi ­u vÐct¬ nöa v« h¹n.

2. §iÒu kiÖn ®ñ cho tÝnh chÊt gi¶-Lipschitz cña ¸nh x¹ nghiÖm h÷u hiÖu trong

bµi to¸n tèi ­u vÐct¬ nöa v« h¹n låi.

3. C«ng thøc tÝnh ®¹o hµm trªn-®å-thÞ Clarke suy réng cña hµm gi¸ trÞ tèi ­u

cho bµi to¸n tèi ­u vÐct¬ trong c¸c tr­êng hîp sau: a) bµi to¸n kh«ng cã

rµng buéc, b) bµi to¸n cã rµng buéc tæng qu¸t, c) bµi to¸n tèi ­u vÐct¬ nöa

v« h¹n.

4. C«ng thøc tÝnh ®èi ®¹o hµm FrÐchet cña hµm gi¸ trÞ tèi ­u trong c¸c bµi to¸n

tèi ­u vÐct¬ thuéc c¸c d¹ng sau: a) bµi to¸n cã tËp rµng buéc ®­îc x¸c ®Þnh

bëi mét ¸nh x¹ ®a trÞ, b) bµi to¸n cã rµng buéc to¸n tö, c) bµi to¸n cã tËp

rµng buéc ®­îc m« t¶ bëi h÷u h¹n hoÆc v« h¹n c¸c hµm sè thùc.

Cã thÓ ph¸t triÓn c¸c kÕt qu¶ cña hai ch­¬ng ®Çu, ®Æc biÖt lµ cña Ch­¬ng 2,

b»ng c¸ch x¸c lËp ®iÒu kiÖn cÇn cho tÝnh gi¶-Lipschitz cña ¸nh x¹ nghiÖm h÷u

hiÖu vµ ®­a ra c¸c ®iÒu kiÖn ®ñ ®Ó ¸nh x¹ nghiÖm h÷u hiÖu lµ liªn tôc Hölder.
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CÇn nghiªn cøu s©u thªm mèi quan hÖ gi÷a c¸c kÕt qu¶ cña Ch­¬ng 3 vµ

Ch­¬ng 4 víi nh÷ng kÕt qu¶ quen biÕt cña J. Gauvin vµ J. W. Tolle (1977),

J. Gauvin (1979), R. T. Rockafellar (1982) vÒ tÝnh æn ®Þnh vi ph©n trong bµi

to¸n quy ho¹ch cã tham sè.

Ngoµi ra, còng nªn kh¶o s¸t sù cÇn thiÕt cña mét sè gi¶ thiÕt ®Æc biÖt (nh­

tÝnh låi, ®iÒu kiÖn tréi,...) trong c¸c ®Þnh lý ë Ch­¬ng 3.
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