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L.o1 cam doan

Luan 4n nay dugc hoan thanh tai Vién Toan hoc, Vién Khoa hoc va Cong
nghé Viét Nam, dudi su huéng dan cua GS. TSKH. Nguyén Dong Yén va
TS. Nguyén Quang Huy.

K§ thuat 1ap luan nham xir 1y trudng hop tap rang budc khong bi chan trong
chiing minh két qua chinh cua bai bao [13] thudc vé TS. Nguyén Quang Huy.
Toi da st dung ky thuat ndy dé ching minh Dinh 1y 2.2.1. C4c lap luan ching

minh khac trong luan dn déu la cta toi.

Cac két qua trong luan 4n nay la méi va chua tiing dugc cong bo trong bat

ky cong trinh khoa hoc nao cua ai khac.

Tac gia luan an

Théi Doan Chuong



TOM TAT

Luan an nay trinh bay mot s6 két qua moi vé tinh 6n dinh nghi¢m va do nhay
nghiém cla cac bai toan tdi wu vécto cd tham sb. Luén an c6 4 chuong. Hai
chuong dau nghién ctru tinh on dinh nghiém cta cac bai toan tdi uu vécto nira
vO han. Hai chuong sau khdo sat do nhay nghiém ctia mot sb bai toan tbi wu

vécto dang tong quat.

Chuong 1 nghién ctru cac diéu kién can va du cho tinh chat nira lién tuc trén
va nua lién tuc dudi cua dnh xa nghiém hiru hi¢u trong bai toan t61 vu vécto nira

vo han.

Chuong 2 thiét 1ap diéu kién du cho tinh chat gia-Lipschitz ctia anh xa

nghi¢m hiru hi€u trong bai toan t61 uu vécto nira vo han 16i.

Chuong 3 dua ra cac cong thirc tinh dao ham trén-do-thi Clarke suy rong cia
ham gia tri tbi uvu cho bai toan t6i wu vécto trong cc trudng hop sau: a) bai toan
khong co rang budc, b) bai toan c6 rang budc tong quat, ¢) bai toan t6i vu nira

vO han.

Chuong 4 thiét 1ap cac cong thire tinh d6i dao ham Fréchet cua ham gid tri
t6i uu trong cac bai toan tdi uwu vécto thudc cac dang sau: a) bai toan co tap rang
budc dugc xac dinh bdi mot anh xa da tri, b) bai toan ¢ rang budc toan ti, c)

bai toan co tap rang budc dugc mo ta boi hiru han hoac vo han cac ham so thuc.



ABSTRACT

This thesis presents some new results on stability analysis and sensitivity
analysis in parametric vector optimization problems. The thesis consists of four
chapters. The first two chapters of the thesis deal with the stability analysis of
semi-infinite vector optimization problems. The last two chapters of the thesis
investigate the sensitivity analysis of some general vector optimization

problems.

Chapter 1 studies necessary and sufficient conditions for the lower and upper
semicontinuity properties of efficient solution maps in semi-infinite vector

optimization problems.

Chapter 2 establishes sufficient conditions for the pseudo-Lipschitz property

of efficient solution maps in convex semi-infinite vector optimization problems.

Chapter 3 gives formulae for computing the generalized Clarke epiderivative
of marginal functions in vector optimization problems in the following cases: a)
unconstrained problems, b) general constrained problems, c¢) semi-infinite

optimization problems.

Chapter 4 establishes formulae for computing the Fréchet coderivative of
marginal functions in vector optimization problems in the following cases: a)
the constraint set is defined by a multifunction, b) operator constraints are
included, c) the constraint set is defined by an arbitrary (possibly infinite)

number of real functions.
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N

Mo dau

Bai toan t6i vu vécto dang chuén 1a bai todn tim cuc trimotham f : X — Y,
6 d6 X va Y la cac khong gian vécto topo, dudi mot s6 rang budc. Khai niém
cuc tri & day dugc xac dinh theo mot thi tu bo phan trong khong gian Y. Thit tu
nay thuong duoc dinh nghia quamétnénloi K C Y:y, <k y2 < yo—y1 € K.
Nhu vay, bai toan toi vu vécto la sy md rong ctia bai todn quy hoach toan hoc,
6doY =Rva K =R,.

T6i wu vécto (Vector optimization) ra doi vao cudi thé ky 19, véi khai niém
nghiém duogc dé xuat boi F. Y. Edgeworth (1881) va V. Pareto (1896). Mo hinh
bai toan toi wu vécto cho phép nghién citu mot s6 van dé vé phic loi xa hoi
(social welfare) va can bang kinh t€ (economic equilibrium). Ngoai ra, mo hinh
nay cling hitu ich trong viéc giai quyét nhiing bai toan ra quyét dinh chita dung
nhiéu loi ich khong tuong thich hoic doi khang thuong gap trong cac van dé
lién quan dén thiét k€ ki thuat, moi truong, tai chinh,... Toi vu vécto 1a mot
bd phan quan trong cta Ly thuyét toi uu (Optimization theory). T6i vu vécto
xuét hién nhu mot chuyén nganh toan hoc doc lap sau bai bao cia H. W. Kuhn
va A. W. Tucker (1951) vé cic di€u kién can va di cho mot vécto thoa céc
rang budc 1a nghiém hitu hiéu. Dén nay, da c¢6 rat nhi€u cudn sich chuyén
khao vé T6i uu vécto va ting dung: Ehrgott [21], Jahn [28], Luc [34], Sawaragi,
Nakayama va Tanino [46], Steuer [48], Zeleny [54],...

O Viét Nam, tinh dén nay, T6i uu vécto dugc quan tam nghién ctu da hon
30 nam. Céc tic gia sau day da cé nhiéu déng gép cho 1y thuyét nay: TS. Lam
Quoc Anh, TS. Truong Quang Bao, PGS. TS. Nguyén Dinh, PGS. TS. Truong
Xuan Duc Ha, TS. Nguyén Xuan Hai, TS. Tran Ninh Hoa, TS. Nguyén
Quang Huy, GS. TSKH. Phan Quéc Khanh, PGS. TS. Nguyén Thi Bach Kim,
GS. TSKH. Dinh Th€ Luc, TS. Lé Minh Luu, PGS. TS. Nguyén B4 Minh,
GS. TSKH. Lé Diing Muu, PGS. TS. Tran Hué Nuong, PGS. TS. Ta Duy Phuong,



GS. TSKH. Pham Hitu Sach, PGS. TS. Pham Tién Son, GS. TSKH. Nguyén
Xuan Tan, TS. Phan Thién Thach, PGS. TS. Phan Nhat Tinh, TS. Nguyén Dinh
Tuén, TS. Hoang Quang Tuyén, PGS. TSKH. Ha Huy Vui, GS. TSKH. Nguyén
Dong Yeén,...

Bén canh su ton tai nghiém, diéu can va du cuc tri, tinh chat ctia tap nghiém
va céc thuat todn tim nghiém, tinh on dinh nghiém (solution stability/stability
analysis) va do nhay nghiém (solution sensitivity/sensitivity analysis) 1a nhitng
van dé co ban cua ly thuyét Toi vu vécto va ung dung.

Nghién citu tinh 6n dinh nghiém tdc 1a khao sdt céc tinh chat lién tuc cua
anh xa nghiém httu hiéu hoac ham gia tri to1 uvu theo tham s6 cta bai toan da
cho, nhu tinh ntra lién tuc trén, tinh nta lién tuc dudi, tinh gia-Lipschitz, tinh
Lipschitz, va tinh lién tuc Holder,... Nhitng két qua dau tién theo hudng nay
thuoc vé Naccache [41], Tanino va Sawaragi [51]. Mot s6 két qua téng quét
hon vé tinh 6n dinh nghiém cta c4c bai todn t6i uu vécto cé trong cic cudn
sach chuyén khao cua Luc va cua Sawaragi, Nakayama va Tanino viura duogc
trich dan & trén. Tinh lién tuc Lipschitz-Holder cua anh xa nghiém trong cac
bai toan toi uu vécto 16i manh phu thudc tham s6 da dugc khao sat 1an dau tién

trong bai bao cua Lee, Kim, Lee va Yen [32].

Phan tich d6 nhay nghiém trong Toi wu vécto c6 nghia la tinh toan dao ham
(theo nghia c¢6 dién hodc theo nghia suy rong), doi dao ham (d6i dao ham
Fréchet, d6i dao ham Mordukhovich,...) cia dnh xa nghiém hiru hiéu hoac ham
gia tri toi wu cua cac bai toan phu thudc tham so6. Doi khi, ngudi ta cling coi
céc két qua vé tinh lién tuc ctia 4nh xa nghiém nhu céc két qua thudc vao chu
dé phan tich do nhay nghiém. Ngoai ra, cling cin néi thém rang mot s6 két qua
vé tinh kha vi hay cdc danh gia vi phan ctia ham gia tri t6i wu duogc trinh bay
du6i tieu dé "tinh 6n dinh vi phan" (differential stability) ctia bai todn duoc xét.
Tanino [49,50] da phan tich dang diéu cia ham gia tri t6i vu bang céch sir dung
"dao ham ti€p lién" (contingent derivative). Nguoi ta cling da nghién ctu do
nhay nghiém bang cdc loai dao ham suy rong khéc: Bednarczuk va Song [3],
va mdi day la Song va Wan [47], da st dung "dao ham tié€p lién trén-do-thi suy
rong" (generalized contingent epiderivative); Lee va Huy [31] st dung "tién
dao ham" (proto-derivative). Mdi loai dao ham suy rong déu dugc xay dung

qua nhitng nén ti€p tuyén ndo doé cua do thi ctia 4nh xa da tri tai diém dang



khao sat: dao ham tiép lién duoc xay dung qua non ti€p tuyén Bouligand, tién
dao ham dugc xay dung qua nén tiép tuyén Bouligand va nén ti€p tuyén trung
gian... Phuong phap nghién ctu st dung cac dao ham suy rong thuong dugc
goi 12 phuong phdp tiép cdn bang khong gian nén (the primal space approach).
St dung nén phap tuyén tai mot diém cho trudc trén d6 thi clia dnh xa da tri,
Mordukhovich [35] da xay dung khai niém doi dao ham (coderivative) - d6 1a
mot anh xa da tri gitta cac khong gian doi ngau. Phuong phap nghién ctu st
dung d6i dao ham dugc goi 12 phiiong phdp tiép cdn bang khong gian doi ngdu
(the dual space approach). Trong nhi€u tinh huéng ma & dé nén phép tuyén
(khong nhat thiét phai 1a nén 16i) khong 1a d6i ngau cta bat ci loai nén ti€p
tuyén ndo, phuong phép ti€p can bang khong gian doi ngiu thudng chiém uu
th€ hon phuong phdp ti€p can bang khong gian nén.

Luan 4n ndy trinh bay mot s6 két qua méi vé tinh 6n dinh nghiém va do
nhay nghiém ctia cac bai toan t6i uu vécto ¢6 tham s6. Luan an bao gom phan
m& dau, 4 chuong, phan két luan, va danh muc tai liéu tham khao. Hai chuong
ddu nghién cttu tinh 6n dinh nghiém cla céc bai to4n t6i uu vécto nira vo han.
Hai chuong sau khdo sat do nhay nghiém ctia mot s bai toan dang tong quat.

Chuong 1 "Tinh ntra lién tuc cua nghiém bai toan t6i vu vécto ntra vo han
tong quat" nghién ciu cédc tinh chat nira lién tuc trén va nira lién tuc dudi cla
anh xa nghiém hiru hiéu trong bai toan t6i wu vécto nlra vO han dudi phép
nhiéu ham cua ham muc tiéu va tap rang budc. Mot bai toan toi wu c6 tap
rang budc dugc cho bdi mot ho (c6 thé vo han) cdc dang thic/bat dang thic
duoc goi 1a bai todn toi uu nita vé han (a semi-infinite optimization problem),
hay con dugc goi 1a mot guy hoach nita vé han (a semi-infinite program). Cac
bai todn quy hoach nira vo han xuét hién trong cdc mo hinh thuc t&€ nhu diéu
khién su 6 nhiém khong khi, phan phoi nudc tir hé thong cidc bé chia, san
xuat va phan phoi dién nang; xem [23,43]. Tinh 6n dinh nghiém cta bai toan
t0i uu nira vo han mot muc tiéu da duoc nhiéu tic gia quan tam nghién ciu
(xem [4--7,18--20,22--24,33,43]..., va cac tai liéu duogc trich dan trong do).
Doi v6i bai todn t6i vu vécto nita vo han, cac két qua vé tinh 6n dinh nghiém
con kha it 0i. Cho dén nam 2008, bai bdo cua Chen va Craven [9], & d6 cac tac
gia thu dugc mot vai diéu kién du cho tinh nira lién tuc trén va ntra lién tuc dudi
cta anh xa nghiém hitu hiéu dia phuong yéu, 1a tai liéu duy nhat ching t6i duoc



biét khi bat ddu nghién cttu vé€ van dé nay. Cac két qua thu duoc trong Chuong
1 phat trién mot s6 két qua cua Xiang va Zhou [52], ctia Xiang va Yin [53] vé
tinh 6n dinh nghiém trong bai todn t6i wu vécto khong ¢ rang budc.

Chuong 2 "Tinh gia-Lipschitz ctia nghiém bai toan t6i vu vécto nira vo han

N

16i" trinh bay c4c diéu kién di dé€ c6 tinh gia-Lipschitz (mot tinh chat chat hon
tinh ntra lién tuc dudi) ctia 4nh xa nghiém hitu hiéu duéi phép nhiéu ham cua
ham muc tiéu va phép nhiéu lién tuc bén phai cua cadc ham rang budc doi véi
bai todn t6i uu vécto nita vo han 16i. O day ching ta xét 16p bai todn hep hon
16p duogc xét trong Chuong 1 dudi tac dong cua loai nhi€u dac biét hon: céc bai
toan toi vu vécto nira vo han [6i du6i nhiéu ham ctia ham muc tiéu va nhiéu
lién tuc bén phdi ciua cac ham rang budc. Nho khai thac clu tric dac biét clia
16p bai todn va ctia phép nhiéu, ching ta c6 thé thiét lap cdc diéu kién da cho
tinh gia-Lipschitz cia 4nh xa nghiém hitu hiéu. Theo hiéu biét ctia ching toi,
cdc két qua & Chuong 2 1a nhitng két qua dau tién vé tinh gia-Lipschitz cua dnh
xa nghiém hitu hiéu.

Chuong 3 "DPao ham trén-do-thi Clarke suy rong cua ham gia tri t6i vu trong
t0i wu vécto" st dung dao ham trén-do-thi Clarke suy rong dé phan tich do
nhay nghiém. Nam 2002, Chen [8] da st dung khai niém dao ham trén-do-thi
Clarke suy rong (generalized Clarke epiderivative) dé thu duoc cdc diéu kién
ton tai nghiém cho t6i wu da tri. Vi ham gia tri t6i uu cua bai todn toi uu vécto
phu thuoc tham s6 1a 4nh xa da tri, nén ta c6 thé tim cach dp dung khai niém
dao ham trén-do-thi Clarke suy rong ciia Chen dé phan tich do nhay nghiém
trong t6i uu vécto. Trong Chuong 3 chiing ta dua ra mot s6 cong thic dé tinh
chinh xac hoac danh gia dao ham trén-do-thi Clarke suy rong ctia ham gia tri
tOi wru cho bai toan toi wu vécto trong cac truong hop sau: a) bai toan khong c6
rang buoc, b) bai todn cé rang budc téng qudt, ¢) bai todn tdi wu vécto nira vo
han.

Chuong 4 "D6i dao ham Fréchet cua ham gia tri t6i wu trong toi wu vécto"
khao sit do nhay nghiém bing cich st dung doi dao ham Fréchet. Y tudng st
dung d6i dao ham dé phan tich do nhay nghiém trong t6i wu vécto da dugc thuc
hién trong bai bao cua Huy, Mordukhovich va Yao [26], & d6 cac tac gia da
danh gid d6i dao ham Mordukhovich (con duoc goi 1a d6i dao ham chudn tic)
cho ham gi4 tri t6i vu trong cac bai toan phu thudc tham s6. Bén canh doi dao



ham Mordukhovich, d6i dao ham Fréchet 1a mot khai niém co ban trong Giai
tich bién phan va Phép tinh vi phan suy rong. Doi dao ham Fréchet 1a mot anh
xa da tri ¢6 d6 thi 161 déng. Céc quy tic tinh toan d6i dao ham Fréchet da duoc
trinh bay mot cdch c¢6 hé thong trong cudn chuyén khao [36]. O Chuong 4,
ching ta nghién cttu do nhay nghiém ctia bai todn t6i uu vécto bang cach su
dung d6i dao ham Fréchet. Cac két qua chinh ctia chuong nay bao gobm mot s6
cong thic tinh toan doi dao ham Fréchet cia ham gia tri t6i wu trong cac bai
toan toi wu vécto thudc cac dang sau: a) bai toan cé tap rang budc dugc xac
dinh bdi mot anh xa da tri, b) bai toan c6 rang budc toan tir, ¢) bai toan co tap
rang budc dugc mo ta boi hitu han hoac vo han cac ham so6 thuc.

Ban thao dau tién cta luan an cé trinh bay cac két qua thu dugc badi GS.
Jen-Chih Yao, GS. Nguyén Dong Yén va tac gia luan an [17] vé tinh nua lién
tuc dudi ctia ham gia tri t6i wu trong bai todn t6i uu vécto tong quat phu thuoc
tham s6. Do khuon khé ctia luan 4n, ban hoan thién nay khong bao goém cdc
két qua do.

Cac két qua cua luan an da duoc bao cdo tai Xémina phong Gidi tich s6 va
Tinh toan khoa hoc (Vién Toéan hoc), The 9th International Symposium on Gen-
eralized Convexity and Generalized Monotonicity (Kaohsiung, Taiwan, July
21-25, 2008), International Symposium on Variational Analysis and Optimiza-
tion (Kaohsiung, Taiwan, November 28-30, 2008), International Symposium on
Optimization and Optimal Control (Kaohsiung, Taiwan, February 2-6, 2009),
The 8th International Spring School and Workshop on Optimization and its
Applications (Nha Trang, Vietnam, March 1-3, 2010), va CIMPA-UNESCO-
VIETNAM SCHOOL, Variational Inequalities and Related Problems (Hanoi,
Vietnam, May 10-21, 2010).

Cac két qua cua luan an da dugce cong bo trong 5 bai bao duoc dang 6 Journal
of Global Optimization [11], European Journal of Operational Research [13],
Nonlinear Analysis [14], Taiwanese Journal of Mathematics [15], va Journal
of Optimization Theory and Applications [16].

Luan 4n nay dugc hoan thanh tai Vién Toan hoc (Vién Khoa hoc va Cong
nghé Viét Nam). Trong thoi gian lam nghién cttu sinh, nho sy giup do nhiét tinh
cua GS. J.-C. Yao, tac gia luan an da cé co hoi dén hoc tip va nghién ctu tai
DPai hoc Qudc gia Ton Trung Son (National Sun Yat-sen University, Kaohsiung,
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DPai Loan) tir thang 10/2007 dén thang 10/2009. Tac gia xin chan thanh cam
on GS. TSKH. Nguyén Pong Yén, TS. Nguyén Quang Huy, va GS. Jen-Chih
Yao da tan tinh huéng din dé c6 dugc nhitng két qua trong luan 4n nay.

Xin chan thanh cam on GS. Franco Giannessi, GS. Boris Mordukhovich,
GS. Xi Yin Zheng, GS. TSKH. Hoang Xuan Phd, GS. TSKH. Pham Hittu Sich,
PGS. TS. Tran Van An, PGS. TS. Ta Duy Phuong, PGS. TS. Nguyén Nang
Tam, TS. Bui Trong Kién, va cac thanh vién cua phong Giai tich s6 va Tinh
toan khoa hoc da gidp do tac gia trong qua trinh nghién ctu.

Tac gia xin dugc cam on PGS. TS. Truong Xuan Dic Ha, PGS. TS. Nguyén
Thi Bach Kim, va Hoi dong chdm luan dn cdp phong vé nhiing nhan xét va
nhiing y ki€n bo ich, gidp hoan thién luan 4n.

Téac gia xin dugc bay to long biét on Ban lanh dao Vién Toan hoc, Trung
tam Dao tao Sau dai hoc, va tap thé can bo cong nhan vién cta Vién Toan hoc
v€ su quan tam giup do.

Xin chan thanh cdm on Ban lanh dao truong Pai hoc Dong Théap va truong
Dai hoc Sai Gon, cac thay co gido va cac ban dong nghiép & Khoa Toan truong
Pai hoc Péng Thép va Khoa Toan-Ung dung trudng Dai hoc Sai Gon da luon
dong vién gitp do tac gia.

Xin cam on cac ban nghién ctu sinh, gia dinh va ban bé da luon khuyén
khich gitdp do tac gia trong qua trinh hoc tap, nghién ctu.
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Chuong 1

Tinh ntra lién tuc cua nghiém bai toan
toi uu vécto nira vo han tong quat

Chuong nay thiét 1ap cédc di€u kién can va du cho tinh nira lién tuc trén va
ntra lién tuc dudi cua anh xa nghiém hitu hiéu trong bai toan t6i uu vécto nua

vO han dudi phép nhiéu ham cua ca ham muc tiéu va tap rang budc.

Muc 1.1 dua ra mot s6 khai niém co ban, dac biét 1a bai toan toi uu vécto
ntra vO han, va mot s6 ky hiéu can thiét. Muc 1.2 khao sat tinh nira lién tuc
trén/dudi ctia anh xa tap rang budc trong bai todn toi vu véc to nira vo han.
Muc 1.3 thiét 1ap cac diéu kién cin va du cho tinh nira lién tuc dudi ctia dnh
xa nghiém hitu hiéu trong bai toan t6i wu véc to nlra vo han. Muc 1.4 trinh bay
cac diéu kién can va dua cho tinh ntra lién tuc trén ctia 4nh xa nghiém hitu hiéu

trong bai toan toi vu véc to nura vo han.

Chuong nay duoc viét trén co s& bai bao [11]. Cac két qua chinh duge trinh
bay & day mo rong mot so két qua tuong tng ctia Xiang va Zhou [52], Xiang
va Yin [53] vé tinh 6n dinh nghiém cta bai todn t6i uu vécto khong ¢ rang

budc.
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1.1 Cac ky hiéu va khai niém co ban

Cho © 1a mot tap con compac ctia mot khong gian topo Hausdorff va cho
C[©,R"] 1a khong gian cac ham vécto lién tuc tir © vao R"™ dugc trang bi bai
chuin

1/]]:= max || f(z)ll. VS € C[O,RY,

& d6 ky hiéu || - ||,, dugc ding d€ chi chuin trong khong gian Euclide n-chiéu
R™. Chuén trong khong gian tich X x Y cua cdc khong gian dinh chudn X va

Y nao dé dugc dinh nghia bai

[z, )l = Mzl +[lyl| V(z,y) € X x Y.
Cho £ 1a tap con compac khéc rong cua mot khong gian métric (X, d) va
cho 7" 1a tap con compac khac rdng ctia mot khong gian topo Hausdorff nao do.

Bai todn 161 uu vécto nita vo han phu thudc tham sé (parametric semi-infinite

vector optimization), viét tat 1a PSVO, duoc dinh nghia nhu sau:

Cho khong gian tham s6 P := C[Q,R®] x C[Q x T,R™] x C[T,R™]. V6i

moi tham s6 p := (f, g,b) € P, ta xét bai toan tdi wu vécto nita vo han

(SVO), :  mings f(z) v6irang buoc z € C(p), (1.1.1)

Cp) :={r € Q|g(z,t) - bt) € —RT VteT} (1.1.2)
la tap rang buoc va
Rli ={r=(x1,...,23) ER¥|2; >0 Vi=1,..,k}, k=12, ..

ky hiéu cho tap cic vécto khong am cta RF.
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Anhxadatri C: P = Q, gan méi diém p € P véi tap C(p) & trong (1.1.2),

duogc goi 1a dnh xa tdp rang budc cia bai toan (PSVO).

Xuyén suot luan an nay, ta ky hiéu phan trong topo va bao dong topo cua
tap con A cia mot khong gian topo Y tuong tng 1a int A va clA. Ky hiéu NV (y)

dugc dung dé chi tap tat ca cac lancanctay € Y.

Pinh nghia 1.1.1. (i) Ta viét z € S(p) d€ chi rang Z 1a nghiém hitu hiéu (hay
nghi¢m Pareto) cua bai todn (SVO), néu z € C(p) va khong ton tai z € C(p)
thoa min f(z) — f(z) € —R5\{0,}. O day 0, 1a vécto 0 cia R°®. Anh xa
S: P =, gan mbi di€ém p € P véi tap S(p), duoc goi 1a dnh xa nghiém hitu
hiéu (hay dnh xa nghiém Pareto) cua bai toan (PSVO).
(ii) Ta viet 7 € S*(p) dé chi rang T 1a nghiém hitu hiéu yéu (hay nghiém Pareto
yéu) cta bai toan (SVO), néu = € C(p) va khong ton tai z € C(p) thdéa man
f(x) — f(z) € —intR%. Anh xa S¥ : P = (), gdn mdi diém p € P véi tap
S%(p), dugc goi la dnh xa nghiém hitu hiéu yéu (hay dnh xa nghiém Pareto
yéu) ctia bai toan (PSVO).

Cho F' : Y == Z la 4nh xa da tri gilta cdc khong gian topo. Tap hop
domF :={y €Y | F(y) # 0} la mién hitu hiéu cua F.
Pinh nghia 1.1.2. Anh xada tri F: Y = Z duoc goi 1a
(i) nta lién tuc trén tai yy € Y néu véi moi tap md V' C Z théaman F(yy) C V
ton tai U € N (yo) sao cho F(y) C V véimoi y € U.
(ii) nua lién tuc dudi tai yy € dom F néu v6i moi tap mé V' C Z thoéa man
VN F(yy) # 0 ton tai U € N (yo) sao cho VN F(y) # 0 véi moiy € U.

(iii) lién tuc tai yo € dom F néu F dong thoi 1a nia lién tuc trén va nia lién
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tuc dudi tai y.

Nhan xét 1.1.1. Néu Y va Z la cac khong gian métric, thi ta ¢6 cac dinh nghia
tuong duong vé tinh nira lién tuc trén/duéi ctia mot dnh xa da tri nhu sau: F' 1a
nua lién tuc dudi tai yy € dom F khi va chi khi v6i bat ky zo € F'(y,) va bat ky
day {y;} C dom F, y; — v, ton tai day {z;} C Z, z; € F(y;) sao cho z; — 2
(xem [2, Definition 1.4.2]). F' la ntra lién tuc trén tai yo € dom F' khi va chi khi
vGi bat ky day {y;} C Y, y; — yo, vabat ky day {z;} C Z,z; € F(y;)\F(v0)
v6i moi 4, ton tai day {z;;} C {z} thoa man z;, — 2y € F(y) (xem [25,
Proposition 2.5.5]).

Pé khao s4t tinh nira lién tuc trén/dudi ctia 4nh xa nghiém hitu hiéu S trong
c4dc muc sau, ching ta cAn nhéc lai cac tinh chat [6i theo nén va tua 16i chdt
theo nén clia mot ham vécto.

Pinh nghia 1.1.3. (Xem [34, Definition 6.1]) Cho © la tap 16i khac réng cua
mot khong gian vécto topd va cho f : © — R*® la mot ham vécto. Gia su
K C R® 1a nén 16i. Ta néi rang

(1) f 1a loi theo non K (hay K-1oi) trén © néu véi moi z1, xo € O, véi moi

t €10,1],

fltzr+ (1= t)wg) € tf(z1) + (1 1) f(22) — K,

(ii) f 14 tua 16i chdt theo nén K (hay K-tua 10i chdt) trén ©, khi int K # (),

néu v6i moi y € R¥, v6i moi x1, 19 € O, 11 # x2, v6imoi t € (0, 1),

f(z1), f(xs) €y — K Kkéotheo f(tx;+ (1 —t)xs) €y —intK.
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1.2 Tinh lién tuc cua anh xa tap rang budc

Muc nay khao sat cac tinh chit ntra lién tuc trén va ntra lién tuc dudi cua
anh xa tap rang budoc C': P = (.

Phat biéu diu tién khang dinh ring 4nh xa tap rang budc C' lu6n ludn nira
lién tuc trén tai moi diém p € dom C.
Meénh de 1.2.1. Cho py := (fo, g0, bo) € dom C. Khi dé dnh xa tdp rang budc
C' la nua lién tuc trén tai py.
Chitng minh. Gia st {p; := (fi,gr.bx)},., C P la day tiy y thda man
pr — po khi & — oo va gid st {z;}32, C € la day tuy y théa man
zr € C(pr)\C(po) v6i moi k € {1,2,...}. Do Q la compéc, bang cich ldy
mot ddy con néu cén, ta ¢ thé gia st rang x;, — x khi & — oo. Chiing minh

s€ két thiic néu ching ta chi ra dugc rang x¢ € C(py).

Vi pr — po khi & — oo nén ta c¢6 véi mbi € > 0, ton tai kg sao cho

[P — pol| < § v6i moi k > ko. Do d6, ||gr — go|| < 5, ||br — bol| < § v6i moi

k > ko. Diéu nay dan dén

1
go(x,t) — gp(x,t) — §em € —RYT VeeQteT k> k, (1.2.1)

1
bi(t) = bo(t) — 5" € ~RY Vo€ QteT k> k. (1.2.2)

& d6 € = (e,¢,...,€) € R™. Do tinh lién tuc cua go va tinh compac cta 7T,

ton tai 6 > 0 sao cho v6i moi z € Q) ma d(z, xy) < 9,

€
|go(z, t) — go(zo, t)||m < 3 VieT.
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Suy ra
1 m m
go(xo,t) — go(x,t) — g€" € R} VteT (1.2.3)

Vi xp — x khi & — o0, nén ton tai k; > kg sao cho d(xy, o) < ¢ v6i moi

k > ki. Do dé, tir (1.2.3), (1.2.1) va (1.2.2) suy ra
go(wo,t) — bo(t) — €™ € =R} VteT.

Do tinh lién tuc cta gy va by, va do tinh déng ctia R'?, ta c6

go(wo,t) — bo(t) € =R VteT.

Vi vay, 29 € C(po). O
Nhan xét 1.2.1. Nhu ta da thay & trén, anh xa C' luon luon ntra lién tuc trén tai
moi diém p € dom C, nhung khang dinh nay nhin chung la khong ding déi
v6i tinh ntra lién tuc duéi ciia C' (xem Vi du 1.3.1 & Muc 1.3 duéi day). Két
qua tiép theo dua ra mot diéu kién di dé€ C' c6 tinh nira lién tuc dudi tai mot
diém cho trudc.
Ménh dé 1.2.2. Cho Q la tdp 16i compdc khdc réng ciia mot khong gian 16i
dia phuong va py := (fo, 9o, bo) € P. Gid sit rang cdc diéu kién sau ddy duogc
thoa man:
(i) Voimoit €T, g(-,t) la R!-16i trén (),
(i) Piéu kién Slater diing cho C(py), ¢ nghia la ton tai & € <) sao cho

go(iff,t) — bo(t) € —iIltRT VteT.
Khi dé C' la nita lién tuc dudi tai py.

Chitng minh. Gia st TV 1a tap 16i mé& thdoa man W N C(pg) # 0. Do (ii), ton
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tai & € C'(py) sao cho
9o, 1) — bo(t) € —intR™ VteT. (1.2.4)
Lay tuy y o € W N C(py) var € (0, 1]. bat
Ty = x0+ (T —x0) €W,

Tu (i) suy ra C(po) 1a 16i. Do d6, =, € W N C(py). Boi tinh 16i theo ndn cha

ham go(-,¢) va (1.2.4) ta cé

go(zr,t) = go((1 = 7)o + 72, t) € (1 —7)g0(x0,t) + rg0(2,1) — RT

C bo(t) — intRT VteT.
Vi vay, ta c6 thé chon ¢ > 0 sao cho
go(éljr, t) — bo(t) +" e —RT VteT, (1.2.5)

& d6 €™ := (e, ¢,...,€) € R™. Ta khang dinh rang, v6i méi p := (f,g,b) € P

théa man ||p — pol| < 5, W N C(p) # 0. That vay, ta c6
g(z,t) — go(x,t) — %em c R VzeQtel, (1.2.6)
bo(t) — b(t) — %em €—R" VoeQieT (1.2.7)
Tu (1.2.5), (1.2.6) va (1.2.7) ta nhan duogc
g(z,,t) = b(t) € =R VteT.
Do d6, z, € C(p) va W N C(p) # (. Vay C la ntra lién tuc dudi tai py. O

Nhan xét 1.2.2. Ménh d¢ 1.2.1 va Ménh dé 1.2.2 & trén m& rong cac két qua
tuong ung cua Chen va Craven [9, Lemma 3.1] trong trudong hop €2 1a tap 16i

compic khac rdng ctia mot khong gian hitu han chiéu. Dac biét hon, khi g(-, t)
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12 ham (vo huéng) 16i véi moi t € T, ta c6 khang dinh: tinh nira lién tuc duéi
cua anh xa tap rang budc C' tai mot di€ém cho trude 12 twong duong véi su thoa
man cla diéu kién Slater tai diém dé (xem [33, Theorem 4.1(1)(v)]).
1.3 Tinh nura lién tuc duéi caa anh xa nghiém hiru hiéu

Trong muc nay chidng ta trinh bay cac diéu kién can va du cho tinh nira lién
tuc dudi cia 4nh xa nghiém hitu hiéu S tai mot diém cho trudc.
Pinh 1y 1.3.1. Cho py = (fo,90,b0) € P. Néu S la nua lién tuc dudi tai
po, thi véi moi o € S(py) va voi moi V(xg) € N(xg) d trong Q, ton tai
T € V(zg) NS(py) sao cho

fo " (fo(2)) N Cpo) C V(). (1.3.1)

Hon nita, néu thém vao dé dnh xa tdp rang budc C' la nita lién tuc dudi tai py,

thi khdng dinh nguoc lai ciing diing.

Chirng minh. Trudc hét ta chimg minh khéng dinh thi nhét cta dinh ly. Gia

st ngugc lai rang ton tai o € S(po) va V(xg) € N (xp) & trong 2 sao cho
fi ' (fo(x)) N Cpo) € V(o) Va € V(zo) N S(po). (1.3.2)
Gia st Vi (), Va(zg) 1a cdc 1an can mé cla xy thoa man
clVi(xo) C Va(zg) C clVa(xg) C V(o).

Theo B6 dé Urysohn (xem [30, Lemma 4, p. 115]) t6n tai mot ham lién tuc «
& trén €2 sao cho a(z) = 0 néu x € clVj(zg) va a(z) = 1 néu x € Q\Va(xzy).

V6i mdi s6 nguyén duong k > 1, ta dinh nghia u* := (3, ..., 1) € R® va

fu(@) = fo(z) — a(x)u” vz e Q.
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Khi d6 f; € C[Q,R*] véi moi k > 1. Dat pr = (fr, go, bo) € P. Nhan xét
rang
Vi(zo) NS(py) =0 Yk > 1. (1.3.3)
That vay, v6i z € Vi(zg) duge 1ay tuy ¥, c6 ba kha nang sau.
(a) Néu z € Vi(xg) N S(po), thi do (1.3.2) ton tai z, € C(po)\V (xp) sao
cho fo(zz) = fo(z). Do do,
filz) = fu(@) =fo(z2) = folz) = (a(z) — a(z))u"
=fo(z) = fo(x) — u*
= —uF € —intRS C —R%\{0,}.
biéu nay c6 nghia la = ¢ S(py) v6i moi k > 1.

(b) Néu z € (Vi(zg) N C(po))\S(po), thi ton tai z, € C(pg) sao cho

fo(zz) — fo(z) € _Ri\{Os}-
Do do,
fi(z2) = fi(@) = folz2) = fo(x) = (alz) — a(x))u”
=fo(zz) — fo(z) — a(zx)uk < _Ri\{os}-
Vi vay, x ¢ S(pr) v6i moi k > 1.

(c) Neu x € Vi(z9)\C(po) thi ta cé x ¢ S(pk), boi vi C(pr) = C(po) v6i

moi k£ > 1.
Tém lai (1.3.3) nghiém ding. Trong khi d6, dé thdy rang p, — po khi
k — oo. Diéu nay mau thuin véi gia thiét S 14 nira lién tuc dudi tai py. Khang

dinh thit nhat cua dinh 1y da duoc ching minh.
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Bay gid ta chitng minh khang dinh thit hai. Gia st C' 14 nira lién tuc dudi tai
po- Néu S khong 1a ntra lién tuc dudi tai pg, thi ton tai mot diém zy € S(py),
mot tap m& V (xg) € N(xg) va mot day {px := (fx, g, br)} C P thdéa man
Pk — Do Va

Spe) N V(xo) =0, Vk>1. (1.3.4)
Chon mot tap m& V' () € N (xg) sao cho clV'(zg) C V(). Do gia thiét cua
dinh 1y, ton tai z € V'(z) N S(po) sao cho

f3 (fo(®)) N C(po) € V' (o). (1.3.5)
Vi C la ntra lién tuc dudi tai py nén ton tai day {vx} sao cho vy — T va
v € C(pg) v6i moi k > 1. Do V'(x) la tdp m& chita z, nén khong mat tinh

tong quat ta c6 thé gia st v, € V'(xy) v6imoi k > 1. V6i mbi k > 1, ta dat
1

Wi(z) = {33 e C(pr) NV (xg) | d(z,z) < d(vk, T) + E} :
Dé thdy vy € Wy (z) v6i moi k > 1. Suy ra Wy, (z) # 0 v6i moi k > 1.
Ta khang dinh ring ton tai ko > 1, x € Wi(z) va 2, € C(pr)\V'(z) sao
cho
fk(zk) — fk;(xk) - —Rj\{()s} Yk > k)(). (136)
That vay, néu khéng dinh vira néu la sai, thi ton tai day con {k;} C {k}, dé
cho gon ta van ky hiéu ddy con nay la {k}, sao cho v4i mdi £ > 1, v6i moi
x € Wi(Z) vamoi z € C(pr)\V'(x0), ta cé
fi(2) = fr(z) € —RIN{0}. (1.3.7)

Ky hiéu S(A, f) 1a tap cdc nghiém hitu hiéu cta bai todn

ming: { fx(z) | v € A},
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trong d6 A 1a mot tap con cua C(py). Do tinh compac ctia C'(pg) NelV/(xg) va

tinh lién tuc cua f; ta c6 S(C(px) N clV'(x0), fr) # 0. Xét hai kha nang sau.
(a) Néu S(C(px) NV (xg), fr) N Wi(Z) # 0, thi ton tai
z € S(C(pr) NelV' (o), fr) N Wi(Z).

Khi d6 z € S(pi). That vay, néu z & S(pg), thido z € S(C(px)NclV'(z0), fr),
ton tai z € C(pi)\V'(x0) sao cho fi(2) — fr(Z2) € —R5\{05}. Quan hé nay

mau thuan véi (1.3.7). Vay zZ € S(pi) va do do,
z € S(pw) NWi(Z) C S(pr) NV (z0) € S(pr) NV ().
Dicu nay mau thuan véi (1.3.4).
(b) Néu S(C(px) NelV'(xg), frr) N Wi(z) = 0, thi ta chon
y € Wi(@)\S(C(px) N V' (20), fr)-
Khi d6 ton tai z; € C(pg) N clV'(zg) sao cho
fi(z5) — fu(y) € =R\ {0} (1.3.8)

bat D := {z € C(py) N clV'(z0) | fu(z) — fu(zz) € —R’%}. Dé thdy rang

S(D, fi) € S(C(px) N elV(20), fi)-

Lay tuy y z € S(D, fi). Khi d6, zZ € S(px). That vay, néu z € S(pg), thi do

z € §(C(pr) NelV'(xg), fr), ton tai y € C(pr)\V'(x9) sao cho

fe(y) — fu(2) € =R3\{0s}. (1.3.9)

Do z € D,tacé fi(2)— fr(25) € —R%. Két hop diéu nay véi (1.3.8) va (1.3.9),
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ta nhan duoc

fe(y) = fe(m) € —RIN{0s},
mau thuan véi (1.3.7). Vi vay, Z € S(pg). Bao ham thiic Z € D kéo theo
z € S(pr) NV (o) C S(pr) NV ().
Piéu nay mau thuin véi (1.3.4). Tém lai khang dinh & (1.3.6) 1a ding.

Do ) 1a compic, khong mat tinh tong quat ta cé thé gia st rang 2, — 29 €
O\V'(xg). Lap luan nhu & trong ching minh cua Ménh d¢ 1.2.1 (v6i chd y
rang O trong ching minh d6 ta van két luan dugc x¢ € C(py) néu x € C(py)
v6i moi k), ta thu duge zg € C(pg). Bay gio, cho k — oo & trong (1.3.6), ta c6

fo(z0) — fo(z) € —R%.

Do d6, fo(z0) = fo(Z), bdi vi T € S(pg). T (1.3.5) suy ra

20 € fy ' (fo()) N Clpo) € V'(wo),

diéu ndy mau thuln véi zy € Q\V'(zg). Khang dinh thd hai cta dinh 1y da
duoc chitng minh. O
Nhan xét 1.3.1. Néu anh xa tap rang buéc C' khong la nua lién tuc dudi tai
di€ém duoc khdo sét thi diéu kién & trong Dinh 1y 1.3.1 néi chung khong phai
la diéu kién dt dé c6é dugc tinh ntta lién tuc duéi ctia 4nh xa diém hitu hiéu S
tai diém do.

Vidu1.3.1. Lay Q = {(z1,79) € R? | 21 < 0,0 <y <21 +1}, T =1[0,1] C
R.Cho fy: 2 = R,gp0: Q@ xT — Rvabg, b, : T — R la cac ham s6 dugc

dinh nghia nhu sau.

folz) =21 Vo= (21,22) € Q, go(w,t) = —tzy +txy V(z,1) € QXT,
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k1, 1« 1
Rt — < néut € [, 1]
_ _ )% k f+1’
bo(t) =t VEET, bi(t) {0 néu t € [0, ﬁ], k>1.
Dé thdy rang go(-,t) 1a 16i v6i moi t € T va by — by Dat py =

(fo,90,00), Pk = (fr,9r,bx), 6 day fi = fo,gx = go v6i moi k > 1. Ta

cO pp — po va
C(po) = 2, S(po) = 8" (po) = {(—1,0)},

C(pr) = {(0,0)},S(pr) = {(0,0)} Vk > 1.
Dé thdy rang bao ham thic (1.3.1) nghiém ding va C' khong 1a nira lién tuc

dudi tai pg. Trén thuc t€, S khong la nira lién tuc dudi tai pg.

Vi du tiép theo chi ra tim quan trong cua bao ham thitc (1.3.1) trong diéu
kién da cho tinh nira lién tuc dudi cia S. Cu thé hon, néu (1.3.1) bi vi pham
thi ta khong c¢6 tinh nira lién tuc dudi cta S tai diém dugc xét, mac ddu C 1a
nua lién tuc dudi tai diém do.

Vidu 1.3.2. Lay Q = {(z1,22) € R?|2; > 0,0< 25 <1—21},T =1[0,1] C
R.Cho fo : Q2 —>R,g0: QxT — Rvaby,b,: T — R, k>11acac ham so

duoc dinh nghia nhu sau.

folz) =21 Vo= (r1,22) €Q, gox,t) = (t—1)z1+taxe V(z,t) € AXT,

k+1

bo(t) =t VteT, b(t) = {OT néu t € [0

1 g 1
t_E neutE[k—H,ll]
’k_-H]
Dé thdy rang go(-,t) 1a 16i v6i moi t € T va by — by. Dat py :=
(fo,90,00), 0k == (f, 9k, bx), 6 day fr := fo,g9x = go v6i moi k& > 1. RS

rang rang pr — po. VOi & := (3,1) € Q, tac
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Diéu nay c6 nghia la diéu kién Slater ding cho C'(pg). Tk Ménh dé 1.2.2 suy

ra rang C' 12 nira lién tuc dudi tai py. Ta c6

1
C(po) = Q, C(pr) ={(21,22) |0 < 2y < k—+1’0 < z9 < kx1}U

1
{($1,$2)|5€12k—_|_1,0§$2§1—$1} Vk > 1,

S(po) = {(0,22) [0 <o <1}, S(px) = {(0,0)} Vk = 1.

Néu ta ldy zy := (0,1) € S(py) va V(zg) := Bi(xo) MY, 6 day Bi(zo) =
{z € R?|||z — xo||2 < 1}, thi bao ham thic (1.3.1) khong nghiém ding. Trén

thuc t&, S khong 1a nira lién tuc dudi tai pg.

Bang cach dat g(z,t) := (0,...,0) € R™ va b(t) := (1,...,1) € R™ v6i moi

x € Q,v6imoit € T, tt Dinh 1y 1.3.1 ta nhan duogc két qua sau.

Hé qua 1.3.1. (Xem [52, Theorem 4.2], [53, Theorem 3.3]) Cho py € P. Néu
C(p) = Qvdimoip € P, thi S la nita lién tuc dudi tai py khi va chi khi voi moi
xo € S(po) va véi moi V(xg) € N(xg) d trong Q, ton tai & € V(x) N S(poy)

sao cho

fo ' (fo(2) N [Q\ V(o)) = 0.

Hai két qua ti€p theo dua ra mot so diéu kién du dé c6 tinh nira lién tuc dudi
cua S tai mot diém cho trudc trong nhitng bai toan cu thé hon (c6 dit liéu bao
gom cac ham 16i/tua 16i theo nén).

Hé qua 1.3.2. Cho py := (fo,90,b0) € P. Gid sit rang dnh xa tdp rang budc
C' la nuta lién tuc dudi tai po. Néu mot trong hai diéu kién sau day duoc thoa

man, thi S la nita lién tuc dudi tai py.
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(i) Q la tdp 16i compdc khdc réng cua mot khong gian vécto topo va fy la
RS -tua 161 chdt trén ().

(ii) fo la don dnh, cé nghia la fo(xq) # fo(xe) moi khi 1 # 5.

Chitng minh. Lay tuy ¥ 2o € S(po) va V(x¢) € N (). Theo Dinh 1y 1.3.1,

dé ching minh tinh nira lién tuc dudi cua S tai pg, ta chi cin ki€ém tra rang

3 (folxo)) N C(po) = {wo}- (1.3.10)

R6 rang (ii) kéo theo (1.3.10). Bay gid ta gia st rang (i) ding va (1.3.10) sai.

Khi d6 ton tai x1 € C(po)\{zo} sao cho fo(x1) = fo(xo). Hién nhién,

fo(wo) € fo(wo) — RY,

fo(z1) €folzr) — RL = fo(zo) — R

Vi C(po) 1a 161, nén ta c6 zy = 232 € C(pg). Tir tinh tua 161 chat theo nén
clia fj suy ra

To+ T

fo(z0) = fo ( 5 ) € fo(xo) — intR?.

C fo(zo) — RE\{0s}.

biéu nay mau thuan véi zg € S(py) va do d6 (1.3.10) nghiém ding. Chiing

minh két thic. O

Heé qua 1.3.3. Cho Q) la mét tdp con 16i compdc khdc réng ciia mot khong gian
[0 dia phuong va cho py = (fo, go,bo) € P. Gid sit rang cdc diéu kién sau
day diing:

(i) Vi méi t € T, g(-,t) la R-16i trén Q;

(i) Diéu kién Slater diing cho C(py);
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(iii) Vgi moi xy € S(po), ton tai o € intR?. sao cho

argmin{(o, fo(z)) | # € C(po)} = {0},

0 do (-,-) ky hiéu cho tich vé hudng o trong R*.

Khi dé S la nita lién tuc dudi tai py.

Ching minh. Vi g(-,¢) 1a R'-16i trén 2 véi moi ¢ € T va diéu kién Slater
diung cho pg, nén tir Ménh dé 1.2.2 suy ra C' la ntra lién tuc dudi tai py. Ta
khang dinh rang (1.3.1) nghiém ddng. That vay, gid stt nguoc lai ring, ton tai

V(x0) € N (o) sao cho véi mbi z € V(xy) N S(po) ta ¢

fo '(fo(®) N Cpo) € V(w0).

Khi d6 néu ta ldy © = x, thi ton tai ;1 € C(py) sao cho fo(x1) = fo(zo)
va r1 &€ V(xp). Diéu ndy mau thuan véi gia thiét (iii). Vi vay, (1.3.1) nghiém

ding. Ap dung Pinh 1y 1.3.1 ta thu duoc két qua mong mudn. O

Nhan xét 1.3.2. Quan sit chiing minh cua Hé qua 1.3.3 ta thdy rang (1.3.1)
la mot dang "néi long" gid thiét duy nhat nghiém ki€u nhu & trong diéu
kién (iii). Trong truong hop dac biét, khi m = s = 1, Hé qua 1.3.3 md
rong [7, Proposition 4(iv)]- & d6 ham muc tiéu la 16i va dugc nhiéu tuyén tinh,

ham 16i & tap rang budc dugc nhiéu bén phai, dong thoi S(py) = {xo}-

Nhan xét thém rang, cic diéu kién du trong Hé qua 1.3.3 1a tuong tu véi cac
diéu kién du cho tinh ntra lién tuc dudi clia dnh xa nghiém hitu hiéu yéu Sv
da duoc dua ra trong [9, Theorem 3.2], & d6 diéu kién (iii) dugc thay bdi diéu

kién bitc nhu sau: V6i moi zg € S¥(pp), ton tai o € intR?} va ham don diéu
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tang 7 : [0, +00) — [0, +00) (phu thudc vao o va zy) véi 7(0) = 0 sao cho

o(fo(x) — fo(zo)) > 7(||lx — z0||n) Vz €.

Dé thay rang diéu kién biic kéo theo (iii).
1.4 Tinh nua lién tuc trén cua anh xa nghiém hiru hiéu

Muc nay duoc danh dé trinh bay cdc diéu kién can va du cho tinh nira lién

tuc trén cta 4anh xa nghiém hitu hiéu S tai mot diém cho trudc.

Pinh Iy 1.4.1. Cho py := (fo, go,b0) € P. Néu S la nua lién tuc trén tai py, thi
S(po) = 8“(po). Hon nita, néu thém vao dé dnh xa tdp rang budc C' la nita

lién tuc dudi tai po, thi khdng dinh nguoc lai ciing diing.

Chitng minh. Trudc hét ta chitng minh khing dinh thit nhét cta dinh 1y. Gia
st ngugc lai rang S(po) # S“(po). Khi d6 ton tai T € S (py)\S(po), boi vi
S(po) C S¥(po). Lay tuy y tap m& W sao cho S(py) C W vaz ¢ W. Dat

1

- Q.
T rdag) €

a(z)

Hién nhién, « 1a lién tuc trén Q. V6i méi k > 1, dat u* := (%, 1) € R va

Eol e

fu(z) == folz) — a(z)uf Yz e Q.

Khi do, fr € C[Q,R?®] v6i moi k > 1. Vi vay, pr := (fk, 90, 00) € P v6i moi

k > 1. RO rang ring p, — po khi k — oo. Ta c6
7€ S(py) Yk > 1. (1.4.1)

That vay, gia sit nguoc lai ton tai kg > 1 sao cho T ¢ S(pg,). Khi d6 ta tim

dugc z € C(pp) sao cho

Fro(2) = firo (T) € —REA{Os -
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Suy ra,
fo(2) = fo(@) + (1 = a(2))u™ € —R3\{0,}.
Do do,
fo(z) = fo(z) € —intRY,
mau thuén véi 7 € S“(pg). Vay bao ham thitc (1.4.1) nghiém ding. Khang
dinh nay cung véi tinh ntra lién tuc trén clia S tai py suy ra z € W, mau thuan
v6i cach chon tap W & trén. Khing dinh thit nhat ctia dinh 1y da duoc ching

minh.

Bay gio ta chitng minh khang dinh thit hai. Gi st ring 4nh xa tap rang budc
C' 1a nura lién tuc dudi tai py. Néu S khong 1a nira lién tuc trén tai pg, thi ton
tai tap md W chaa S(py), ton tai day {pr := (fx, gr,bx)} C P hoi tu dén p
va z;, € S(pg) sao cho z, &€ W véi moi k& > 1. Do €2 l1a compac, bang cich
14y mot day con néu cn, ta ¢ thé gia st ring x;, — xo. Lap luan nhu & trong
chiing minh ciia Ménh dé 1.2.1 (vé6i chi ¥ rang trong ching minh d6 ta van két
luan dugc z¢ € C(pg) néu xy, € C(pi) v6i moi k), ta thu duogc xy € C'(py). R
rang xog ¢ W. Do do6, tir S(po) = S™(po) kéo theo zy ¢ S*(pg). Dieu nay cé

nghia 1a ton tai 2y € C(pg) sao cho
fo(z0) — fo(zo) € —intR?.

Vi C' la ntra lién tuc dudi tai py, nén ton tai z; € C(px) sao cho zp — zp khi

k — o0. V1 vay,

fi(z) = fi(zr) € —intR% C —RI\{0;},
v6i k dh 16n, mau thudn vé6i 2, € S(pg) v6i moi k > 1. Khang dinh thtt hai

ctia dinh ly da dugc ching minh. O
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Nhan xét 1.4.1. Diéu kién cin cho tinh nira lién tuc trén cua dnh xa nghiém
htu hiéu S 6 trong Dinh 1y 1.4.1 khong trd thanh du néu tinh ntra lién tuc dudi
cua C bi loai bo. That vay, & trong Vi du 1.3.1, C' khong 1a ntra lién tuc duéi
tai pg. Ta thay rang S khong 1a nira lién tuc trén tai po.

Bang céch dat g(z,t) := (0,...,0) € R™ va b(t) := (1,...,1) € R™ v6i moi
x € Q,véimoit € T, th Dinh 1y 1.4.1 ta nhan duoc két qua sau.
Hé qua 1.4.1. (Xem [52, Theorem 3.1]) Cho py € P. Néu C(p) = § véi moi
p € P, thi S la nita lién tuc trén tai py khi va chi khi S(pg) = S™(po).

Hai két qua sau dua ra mot s6 diéu kién di dé co6 tinh nira lién tuc trén cla
S tai mot diém cho trudc trong nhitng bai toan cu thé hon (c6 dit lieu bao gom
cac ham 106i/tua 16i theo nén).
Hé qua 1.4.2. Cho Q) la tdp 16i compdc khdc réng cua mot khong gian vécto
topo va cho py == (fo, g0, bo) € P. Gid sit rang dnh xa tdp rang budc C' la nita
lién tuc dudi tai po. Néu fy la R -tua [6i chdt trén Q, thi S la nita lién tuc trén
tai po.
Chitng minh. Tir [34, Proposition 5.13] suy ra S(pg) = S“(po). D€ két thic
chiing minh ta chi can ap dung Dinh 1y 1.4.1. O
Hé qua 1.4.3. Cho Q) la tdp con 16i compdc khdc réng ciia mot khong gian 10i
dia phuwong va cho po := (fo, o, bo) € P. Gid sit rang g(-,t) la R'!-16i trén Q)
vai moi t € T va diéu kién Slater diing cho C(py). Néu S(py) = S*(po), thi S

la nita lién tuc trén tai py.

Chimng minh. Theo Ménh dé 1.2.2, C' 1a nira lién tuc dudi tai po. Ap dung
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Dinh 1y 1.4.1 ta ¢6 S 1a ntra lién tuc trén tai py. O

Két luan cua Chuong 1

Céc két qua chinh ctia chuong nay bao gom:

- Cé4c diéu kién can va diéu kién du cho tinh ntra lién tuc duéi cua dnh xa
nghiém httu hiéu S trong Dinh 1y 1.3.1, Hé qua 1.3.2, va Hé qua 1.3.3.

- C4c diéu kién can va diéu kién da cho tinh nira lién tuc trén cua 4nh xa

nghiém hitu hiéu S trong Dinh 1y 1.4.1, Hé qua 1.4.2, va Hé qua 1.4.3.
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Chuong 2

Tinh gia-Lipschitz cua nghiém bai toan
toi uu vécto nua vo han 10i

Chuong nay thiét 1ap mot s6 diéu kién du cho tinh gia-Lipschitz cia dnh xa
nghiém hiru hiéu trong bai toan tdi wu vécto ntra vo han 16i dudi phép nhiéu
ham cta ham muc tiéu va phép nhiéu lién tuc bén phai cua cac ham rang buoc.

Muc 2.1 dugc danh dé€ gi6i thiéu mot s6 khdi niém co ban va trinh bay mot
vai két qua bo tro. Muc 2.2 phat biéu va chitng minh két qua chinh. Muc 2.3

dua ra mot s6 vi du dé phan tich két qua dat dugc trong Muc 2.2.

K&t qua chinh ctia chuong nay da dugc cong bo 6 [14]; luoc d6 chimg minh
cua n6 duoc phét trién tir lugc d6 chiimg minh cho bai todn t6i uu vécto nira vo

han tuyén tinh [13].

2.1 Cac khai niém co ban va két qua bé tro

Trong chuong nay, ta van stt dung cac khai niém va ky hiéu da dua ra trong
chuong trude. O day, K C R™ dugc gia st 12 nén 161 déng nhon véi int K # ()
va T la tap con compac khac rong clia mot khong gian métric. Tap hop tit ca

cac ham vécto K-16i tr R” vao R™ dugc ky hiéu boi COg[R", R™], day la
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mot khong gian métric duoc dinh nghia nhu sau: Dat K, = rBrn,r = 1,2, ...,
& d6 Bge la hinh cau don vi dong & trong R™. Khi d6 { K, }22, la day céc tap
compac & trong R™ thoa man K, C intK,,; va R" = U2, K,. V6i bit ky
f,h € COg[R™ R™], khoang cach gitia f va h la dugc dinh nghia boi
— 1 pr(fsh)
7h = a1 . 7 r 1\
AR =2 T ()

&6 do p,(f, h) := max,ek, {||f(z) — h(z)||m} v6i moi r = 1,2, .... Métric d &

trén khong gian tich COk[R"™, R™] x C[T,R] dugc dinh nghia boi

d(p1,p2) := max{p(f1, fo), max [bi(t) = b2(1)[}

v6i moi py := (f1,b1), p2 == (f2,b2) € COK[R",R™] x C[T,R].

Bai toan 101 uu vécto nita vo han 160 phu thudc tham sé (parametric convex

semi-infinite vector optimization), viét tat 1a CSVO, dugc dinh nghia nhu sau:

Cho khong gian tham s6 P := COg[R",R™| x C[T,R]. Vi mdi tham s6

p:= (f,b) € P, ta xét bai toan t6i vu vécto ntra vo han 16i,

(CSVO), : ming f(z) véirang buoc z € C(p), (2.1.1)

Cp) ={z e R" | g(x) <b(t) VteT}
la tap rang buoc, ¢; : R” — R la ham 16i v6i moi ¢ € T va thoa man
(t,z) — g¢(x) 1alién tuc trén T' x R".

Trong truong hop dac biét, khi p := (A,b) € Pr := L[R",R™| x C[T,R],

va gi(x) = (B(t),z) v6i moi t € T, bai toan (2.1.1) trd thanh bai todn i uu
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vécto nita vo han tuyén tinh,

(LSVO), : mingAz véirangbuoc z € R", (B(t),z) <b(t) VteT,
2.1.2)

& d6 L[R", R™] ky hiéu khong gian cdc toan tu tuyén tinh tr R™ vao R™, va
B : T — R" la ham vécto lién tuc.

Anh xa tap rang buoc C : P = R” va 4nh xa nghiém hitu hieu S : P = R”
ctia bai toan (CSVO) duoc dinh nghia twong tu nhu & trong Muc 1.1 cua

Chuong 1.

Cho (X, d) 1a mot khong gian métric. Khoang cachtrz € X déntap Q@ C X

dugce dinh nghia boi
d(w, Q) = inf {d(x,y) | y € O},

va d(z, () := 4o00. Métric 0 trén khong gian tich X X Y cta cdc khong gian

métric (X, d) va (Y,[) duoc dinh nghia boi
0((z1,91), (22, y2)) 1= max {d(z1, z2), l(y1,y2)} V1,22 € X, Vy1,y2 €Y.

Trong trudng hop X = R* v6i k = 1,2, ..., métric tréen R* duoc cdm sinh
boi chuan Euclide || - ||x. Ky hiéu co(€2) dung dé chi bao 16i (convex hull) clia
Q) C R*. Trong khi d6, cone(£2) ky hiéu cho bao nén 18i (convex conical hull)
ctia Q C R¥, d6 1a giao clia tét ci cdc nén 16i chia 2 va {0;}. Theo quy udc,
co(@) = (0 va cone(@) = {0;}. Cho h : R¥ — R U {+oo} 1a mot ham 16i va
x € R* sao cho h(z) # +oo. Duéi vi phan cta h tai x, ky hiéu dh(z), dugc

xac dinh bdi cong thic

Oh(z) == {v e R* | (v,y — z) < h(y) — h(z) Vy € RF}.
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No6n d6i ngau khong am cua nén K C R™ duoc dinh nghia bdi

K" :={heR"|(h,y) >0 Vye K}.

Cho F': X = Y la 4nh xa da tri gitta cdc khong gian métric. Khi khong néi
gi thém, ta ngdm hi€u cdc métric trén X va Y 1a phan biét nhung cung duoc

ky hiéu bdi d. Do thi cta F' duoc cho bdi cong thirc

gphF :={(z,y) e X xY |y € F(z)}.

Pinh nghia 2.1.1. (i) Ta ndi ring F 1a ddng tai zp € X néu véi cic diy bat
ky {z;} € X va {y;} C Y théa man x; — xo,v; — yo,y; € F(x;), ta cd
Yo € F(xp).

(i) Ta néi rang F 1a gid-Lipschitz (hay cé tinh chdt Aubin) tai (xg, yo) € gphF

néu ton tai U € N (xg), V € N(yo) va k > 0 sao cho

d(ya, F(x1)) < kd(x1,22) V1,29 € U, VYo € VN F(2).

Trong trudng hgp X va Y 1a cac khong gian dinh chuén || - ||, tinh gia-
Lipschitz clia F' tai mot diém & trén do thi ctia né c¢é thé phat biéu dudi dang:
F 1a gid-Lipschitz tai (zo,yo) € gphF néu va chi néu ton tai U’ € N (xg),

V' e N(yp) va k' > 0 sao cho

F(Ig) NnV'c F(l‘l) + H/HZL‘l — IQHBY Vai,x9 € U’

Pinh nghia 2.1.2. (Xem [23, p. 162-163]) Cho p := (f,b) € P.

(i) Ta néi rang diéu kién Slater ddng cho C(p) néu ton tai & € R™ sao cho

g(3) < b(t) VteT.
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(i) Gia stt = € C'(p). Cac tap hop

Tp(z) ={t €T | g(x)=0b(t)} va A,(x) := cone U gt ()
twong tng duoc goi la tdp cdac rang budc hoat (set of active constraints) va nén
cdc rang budc hoat (cone of active constraints) tai x.
Pinh nghia 2.1.3. Cho p := (f,b) € P vaz € S(p). Néu ton tai i € K* véi
||A||m = 1 sao cho
x € argmin{ho f(2) | z € C(p)},

thi = duoc goi la nghiém vé huong héa (scalarized solution) boi h. 0 day
ho f(z):=(h, f(z)) v6i moi z € R".
Nhan xét 2.1.1. Boi vi v6i méi p := (f,b) € P, bai toan (CSVO),, c6 ham muc
tieu f la K -16i va tap rang budc C(p) 1a 161, nén tir [34, Theorem 2.10] suy ra
rang: mdi x € S(p) 1a nghiém vo hudng héa bdi h € K* nao do.

Tiép theo chiing ta trinh bay mot s6 két qua b trg dé chudn bi cho chiing
minh két qua chinh dua ra trong muc sau.
Ménh dé 2.1.1. Cho (py, 2°) := (fo,bo,2°) € P x R™. Khi dé dnh xa da tri
T:PxR"=T,(p,z)— Ty(x) la déng tai diém (py, °).
Chiing minh. Ldy hai day ty ¥ {(px,2*) := (fi. by, )}, C P x R"
va {t;}2°, C T théa man (pg,2%) — (po,2°) va t,. € T (pr,2"), tr. — to
khi & — oo. Ta can chi ra rang ty € 7 (po,2"). Vi pr — po khi & — oo
nén v6i moéi € > 0, ton tai kg sao cho d(pg,pg) < € v6i moi k > ky. Do do,

maxer |bg(t) — bo(t)| < € v6i moi k > ky. Ta c6

[0k (1) = bo(to)| < |0k (tk) = bo(tk)[ 4 [bo(tk) — bo(to)| < €+ [bo(t) — bo(to)]
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vGi moi k > kg. Vi vay, tir tinh lién tuc cua by suy ra klim bi(tx) = bo(to). Bén
— 00

canh d6, do (¢, x) — g;(z) lién tuc trén T' x R", ta c6

ua®) ~ bolto) = Jim (g1 (a%) — be(t)) = 0.
Diéu nay c¢6 nghia tg € T, (z°) = T (pg, ") va chiing minh két thdc. O
Bo dé 2.1.1. (Xem [44, Theorem 24.5]) Cho h : R* — R va h; : R" — R,
k=1,2,.., la cdc ham 1oi théa man limy_, hi(x) = h(x) véi moi x € R™.
Gid sit 7 € R" va {x}72, C R" thoa man limy,_, vy, = =. Khi d6, voi bdt ky

e > 0, ton tai ky sao cho

(‘)hk(xk) C 6h(:f) + eBrn Vk > k.

Két qua sau day da dugc dua ra & trong [7, Lemma 3].

B6 dé 2.1.2. Cho p := (f,b) € P. Khi dé, diéu kién Slater diing cho C(p) néu
va chi néu 0,, ¢ co (UtETp(x) 8gt(x)> vai moi x € C(p) voi Ty(z) # 0.

Bo dé 2.1.3. (Xem [23, Theorems 7.8 and 7.9] hoac [7, Lemma 1]) Cho
p = (f,b) € Ph € K* véi ||h||;, = 1 va cho v € C(p). Gid su rdang
diéu kién Slater diing cho C(p). Khi dé, x € argmin{ho f(z) | z € C(p)} khi
va chi khi O(ho f)(z) N (—Ap(x)) # 0.

K&t qua cudi cling trong muc nay khang dinh tinh luon luon déng va tinh
nira lién tuc dudi (v6i su thoa man di€u kién Slater) clia 4nh xa tap rang budc
C : P = R" tai mot diém cho trudc.

B6 dé 2.1.4. Cho p := (f,b) € P. Khi dé cdc phdt biéu sau diing.

(a) (Xem [33, Proposition 4.1]) C' la déng tai p.
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(b) (Xem [33, Theorem 4.1] hoic [7, Lemma 3]) Néu diéu kién Slater diing

cho C(p), thi C' la nita lién tuc dudi tai p.
2.2 Tinh gia-Lipschitz cia anh xa nghiém hiru hiéu
Két qua chinh clia chuong nay duoc phdt bi€u nhu sau.

Dinh 1y 2.2.1. Cho py := (fo,by) € P va (py,2°) € gphS. Gid sit rdng cdc
diéu kién sau duoc théa man:
(i) Piéu kién Slater diing cho C(py).

(ii) Khong ton tai Ty C T, (2") véi |To| < n théa man

d(ho o fo)(x°) N cone (U (—8915(330))) # 0 (2.2.1)

v6i moi hg € K* sao cho x° la nghiém vo huéng héa bdi hy. Hon nita, néu x°

la nghiém vo hudéng héa béi cd h va h, thi véi méi z € R™ véi ||z||, = 1,
(u,2) - {0, 2) > 0véi moi u € O(ho fo)x®),a e dho fy)(x?). (2.2.2)
Khi dé S la gid-Lipschitz tai (py, 2°).
Nhan xét sau day gidp ta hiéu rd hon cac gia thiét (i) va (ii).
Nhan xét 2.2.1. Trong truong hop vo huéng (m = 1), (2.2.2) tu dong ding khi
O fo(x°) chi 1a mot diém, chang han f; 1a kha vi Fréchet tai 2°. Dac biét hon,
doi v6i bai todn (2.1.2), cdc gia thiét (i) va (ii) khong chi 1a di€u kién du ma
con la diéu kién can cho tinh gia-Lipschitz ctia S tai (pg, 2°) (xem [7, Theorem
16]). Trong trudong hgp vécto (m > 2), cac gia thiét (i) va (ii) trd thanh cic
diéu kién tuong tng trong [13, Theorem 3.1] cho bai toan (2.1.2) véi K = R}".
Dé ching minh Dinh 1y 2.2.1, ngoai mot s6 bo dé da duoc dua ra trong muc

trudc, ching ta can thiét 1ap thém hai két qua bo tro sau.
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Ménh dé 2.2.1. Néu tdt cd cdc gid thiét ciia Dinh Iy 2.2.1 duoc théa man, thi
cdc phat biéu sau ddy diing:

(@) Ton tai W € N(pg) sao cho diéu kién Slater diing cho C(p) vdi moi
peW.

(b) Ldy day tiry ¥ {(p, ") = (fr, bk, 2%)}32, C gphS. Néu (py,z*) —
(po,2°) = (fo,bo,2") € gphS, thi véi k dii l6n, ton tai b, € K* véi
Akl = 1, u* € O(hy 0 fk)(xk),ufk € —8gt§(3:k),tf € T, (%), va \F > 0

voimoit = 1,2,....,n, sao cho

n
ko E K
u” = g )‘i“tfa
i=1

ddo {ul, ..., ul. } la mot co 56 ciia R™.

1 n
Chitng minh. (a) Do gia thiét (i) cia Dinh 1y 2.2.1 va tinh compac cta T, ton
tai 2 € R” va a > 0 sao cho g,(2) < by(t) —a véimoit € T. Chon e € (0, 5)

vaW :={pe P|d(p,py) <€} € N(po). Khi d6, v6i bat ky p := (f,b) € W,

ta co

max [b(t) — bo(t)| < d(p,po) < €.
teT

Suy ra by(t) < b(t) + € v6i moi t € T. Do dé,
~ (07
gi(7) <bo(t) —a < b(t) — 5 VLET

Diéu nay c6 nghia la diéu kién Slater diing cho C(p).

(b) Gia stt {(px,2*) = (fu, bk, 2")},_, 12 day bat ky trong gphS sao cho
(pr, %) — (po, 2°) := (fo,bo, 2°) € gphS. Vi (pr, 2%) — (po, 2°), nén tir (a)
kéo theo rang diéu kién Slater ding cho C(p) v6i moi k du 16n. Bai vi, véi moi

k, ¥ € S(pg), nén theo Nhan xét 2.1.1, ton tai Ay, € K* v6i ||hg||m = 1 sao
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cho 2" 1a nghiém vo huéng héa bdi Ay, c6 nghia I3,
2* € argmin{fi, o fy(2) | z € C(pr)}.
T B6 dé 2.1.3 suy ra

O(hi o fr)(z®) N (A, (27) # 0 (2.2.3)

v6i k dl 16n. Néu ton tai mot s6 nguyén duong kg sao cho 1), (z*) = () v6i moi
k > ko, thi 0, € O(hg o f3)(2*) véi moi k > k. Bing cich 14y mot diy con
néu cén, ta c6 thé gia sir ring limy .. A, = Ay € K* va ||ho||m = 1. Ap dung
B dé 2.1.1 cho céc day {hy o fi} va {z¥}, ta thu dugc 0,, € d(hg o fo)(z?).
bat Ty := 0 C Ty, (2°). Khi d6 d(ho o fo)(2°) Ncone (U,eq, (—0g:(2))) # 0.
Diéu nay mau thuin véi gia thiét (i) ctia Dinh 1y 2.2.1. Vi vay, khong mét tinh
téng quat, ta c thé gia st rang T}, (x*) # 0 v6i moi k da 16n. Tir (2.2.3) suy ra
rang, v6i moi k @t 16n, ton tai ¢ € N := {1,2,...},u* € O(hy o fk)(.rk),ufk €

—8gt§(:vk),)\f >0vatheT, (z%),i€{1,..,q} sao cho

q
uf = " My (2.2.4)
=1

Theo dinh ly Carathéodory (xem [27, Theorem 1, p. 184]), ta c6 thé gia sir
ring ¢ < n, \F > 0 v6imoii € {1,....q} va {u’% | i =1,...,q} 1a mot he
doc 1ap tuyén tinh. Chitng minh s& két thic néu ta chi ra dugc rang ¢ = n. Gia
st nguoc lai, ¢ < n. V6i méi ¢ € {1,...,q}, do tinh compac cta T, ta ¢4 thé
gid sl ring (bang cdch 1dy mot ddy con néu can) {t¥}, hoi tu dént; € T. Vi

tk € T, (z*), nén tir Ménh dé 2.1.1 suy ra t; € T, (z°) véi moi i € {1, ..., q}.

V6i moi k du 16n, dat % := >°7  \f. Ta khang dinh rang ton tai @ > 0

sao cho p* < a v6i moi k d 16n. That vay, néu khang dinh Ia sai, thi bang
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cach 1ay mot ddy con néu cin, ta c6 thé gia st ring kEI—Poo pF = 400 va {2—i}k
hoi tu dén j; > 0 v6i moi i € {1,...,q}. Chd ¥ ring t — g,(x) 12 lién tuc vé6i
moi 2 € R”. Ap dung B3 dé 2.1.1 cho céc day {gn},i € {1,...,q} va {z"},
ta nhan dugc uy, = kh_)rgo uff € —0g,(2°),i € {1,...,¢}. Chia hai v& cho p* &

trong (2.2.4) va dé k — +o0, ta thu dugc

q q
On = ) iy, VOi Y =1,
1=1 =1

Mot cach tuong duong,
q q

On =) pi(—uy) v6i Y pi=1

i=1 i=1
Do d6, 0,, € co (UteTpo ) 5gt(.r0)> . Pidu ndy mau thuiin véi BS dé 2.1.2. Vi
vay khang dinh vira néu 1a ding. Do d6, day {\}} ciing bi chan trén bdi a.

Khong mat tinh téng quat, ta c6 thé gia sir ring

- _ * — ' ko > ' o qt
kgrfoohk ho € K*, ||hollm = 1, kgrfoo)\’ ANi>0 Vie{l,.. q}

Bing cach str dung lai mot 1an nita B6 dé 2.1.1, ta c6 thé gia sl rang, v6i mdi
i € {1,...,q}, {ul.} hoi tu dén (them mot l4n nita) u;, € —Agy, ("), va {uF}
hoi tu dén u € d(hg o fo)(2"). Cho k — +oo & trong (2.2.4), ta thu dugc

q
u = Z)\iuti Vi {t1,....ty} C Tpo(2%) va g <n.
i=1
Diéu nay cling véi B6 dé 2.1.3 din dén 2° 12 nghiém vo huéng héa béi Ay, mau
thuan véi gia thiét (i) cta Dinh 1y 2.2.1. Vi thé, ¢ = n. O
Ménh dé 2.2.2. Néu tdt cd cdc gid thiét ciia Dinh 1y 2.2.1 duoc thoa man, thi
cdc phdt biéu sau day diing:

(a) V6i méi hg € K* théa man x° la nghiém vé huéng héa tuong iing, ta cé

argmin{fio o fo(2) | 2 € C(po)} = {"}.
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(b) Véi méi day {pr}32, C P hoi tu dén py, ta cé thé tim dugc cdc phdn tit
z* € S(py) sao cho ¥ — 20 khi k — +o0.
Chirng minh. (a) Gia st ring 2° 13 nghiém vo huéng héa bdi hy. Khi d6, ton
tai hy € K* v6i ||hAg||m = 1 sao cho

2% € argmin{hg o fo(2) | z € C(po)}.
Theo B6 dé 2.1.3, ta ¢6

O(hy o fo)(2") N (= Ay, (2")) # 0.

Do gia thiét (ii) cua Dinh 1y 2.2.1 va dinh 1y Carathéodory (xem [27, Theorem 1,
p. 184]), ton tai u € (kg o fo)(2°),uy, € =gy, (x°), \i > 0 va t; € T, (2Y),

i€ {l,...,n} sao cho {uy, ..., us, } 1a mot co s& ciia R” va

U= z"’: Aty -

i=1
Bay gid, gia st nguoc lai rang ton tai
y € argmin{ho o fo(2) | z € C(po) }\{z"}. (2.2.5)
Véi mbii € {1,...,n}, do t; € T,,(2"), ta c6
0> gi,(y) — bo(ti) = g1, (y) — g0, (2°) > —uy, (y — 2).
Vi vay, tur tinh 16i cta kg o fj suy ra
0=hoo foly) —hoo fo(a®) = u(y —2°) = > Ny, (y —2°) > 0.
i=1

Diéu nay c6 nghia 1a u;,(y — 2°) = 0 v6i moi i = 1,..., n.

Vi {uyg,, ..., ug, } lamot co s cua R™, nén ton tai cac sO thuc 5,7 € {1, ...,n}

sao choy — 2% = >"" | Biuy,. Do do,

(ly = 2%l1)? = (y =y — 2% = 3 Buun,(y — 2%) = 0.
=1
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Vi vay, ta thu dugc y = 2", mau thuin véi (2.2.5).
(b) Gia st nguoc lai rang ton tai {pk = (fk,bk)}zozl C P va mot tap md

U € N(2") sao cho {p;.} hoi tu dén pg := (fo, bo) va
Spp)NU =0 V. (2.2.6)

L4y mot hinh cdu m& tam 2° béan kinh r > 0, dugc ky hiéu béi B, (2°), sao
cho clB,(2°) C U. Do gia thiét (i) cha Pinh 1y 2.2.1, diéu kién Slater ding cho
C(pg). Tix B6 dé 2.1.4(b) suy ra C' 1a nira lién tuc dudi tai py. Vi thé, ton tai
day {v*} sao cho v* — 2% va v* € C(py) v6i moi k > 1. Do B,.(2°) 1a tap m&
chita 2°, nén khong mat tinh téng quét ta c6 thé gia sit v* € B,(z°) véi moi
k> 1.V6imbi k> 1, ta dat
1
Wi(z") = {az e C(pe) N Bo(2®) | ||z — 2% |n < |0 — 2|, + E} .

Dé thay v* € Wy (2°) v6i moi k& > 1. Suy ra W, (z?) # 0 v6i moi k& > 1.

Ta khang dinh rang ton tai kg > 1, 2% € Wy (2%) va 2 € O(pr)\B,(2°) sao
cho

fe(2®) = fu(z®) € —=K\{0,,} VE > ko. (2.2.7)

That vay, néu khang dinh trén 12 sai, thi ton tai day con {k;} C {k}, dé cho gon
ta vin ky hiéu ddy con nay 1a {k}, sao cho v6i mdi k > 1, v6i moi z € Wp,(z")

vamoi z € C(pg)\B,(z"), ta cé

fu(2) = fe(x) & —K\{On}. (2.2.8)
Ky hiéu S(€2, fi) 1a tap cac nghiém hitu hiéu cta bai toan

ming{ fx(z) | x € Q},
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trong d6 2 C C(py). T B6 dé 2.1.4(a) kéo theo rang C(py.) 1a déng v6i moi
k. Do tinh compéc cta C(py) N clB,(z") va tinh lién tuc cha f;, (xem [50,

Lemma 2.1]), ta ¢6 S(C(px) N clB,(x°), fr) # 0. Xét hai kha nang sau:
Néu S(C(px) NclB.(2%), fir.) N Wi (2%) # 0, thi ton tai
z € S(C(pr) NclBu(2), fir) N Wi ().
Khi d6, z € S(pg). That vay, néu z ¢ S(px), thi do
z € 8(C(pr) NelB,(2°), fr),

ton tai z € C(px)\B,(2°) sao cho fi.(z) — fr(2) € —K\{0,,}. Quan hé nay

mau thuan véi (2.2.8). Vay zZ € S(pi) va do do,
z € S(pr) N Wi(2%) € S(pr) N By (a”) € S(px) N U.
Diéu nay trdi ngugc véi (2.2.6).
Neu S(C(pr) NelB,(2Y), fr) N Wi(z") = ), thi ta chon
g € Wi(z")\S(C(pr) N B ("), fi)-
Khi d6 ton tai z; € C(pg) N clB,(2") sao cho
fi(zg) — fu(@) € —K\{0}. (2.2.9)

bat D = {z € C(pr) N clB.(2°) | fr(z) — fe(z5) € —K}. D& thdy rang

S(D, fu) C S(C(pi) N B, (z°), fu).

Lay tuy y z € S(D, fi). Khi d6, z € S(px). That vay, néu z € S(py), thi do

z € S(C(py) NelB,(20), f1), ton tai y € C(pi)\B,(x°) sao cho

fuy) = fr(z) € =K\{0n}. (2.2.10)
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Viz e D,nén fi(2) — fu(zy) € —K. Két hop diéu nay véi (2.2.9) va (2.2.10),
ta thu duoc

fe(y) = f1(@) € =K\{On},

mau thuan véi (2.2.8). Vi vay, z € S(pg). Th Z € D suy ra
z € S(pr) NelB,(2°) € S(px) N U.
Diéu nay trai nguoc véi (2.2.6). Vay khang dinh & (2.2.7) 1a ding.

Dé tiép tuc, ta xét hai trudng hop. Néu {2*}>x, bi chan, thi bang cach lay
mot ddy con néu cén ta c6 thé gia st ring zF — 20 € R™\ B,(2"). Theo B
dé 2.1.4(a), C' la déng tai po, nén suy ra 2 € C(pg). Mot mat, bang cach cho

k — oo & trong (2.2.7), ta thu dugc
fo(2°) = fo(a") € —K. 2.2.11)

Do d6, fo(2") = fo(2"), bdi vi 2° € S(py). Mat khéc, vi 2V € S(po), nén tur
Nhan xét 2.1.1 suy ra rang 2" 1 nghiém vo huéng héa bodi hg € K* ndo dé.

Vi thé, hg o fo(2°) = hg o fo(«°). Piéu nay kéo theo
2% € argmin{hg o fo(2) | z € C(po)}. (2.2.12)
Theo khang dinh (a),
argmin{f o fo(2) | z € C(po)} = {="}. (2.2.13)

Két hop (2.2.12) véi (2.2.13), ta thu dugc 2° = 2°. Diéu nay la vo 1y, boi vi
20 € R\ B,(29).

Néu {2*};>1, khong bi chan, thi ta ¢6 thé gia sir rang
k

125l

||zan — 00 Va
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Do by, — bg, ton tai o sao cho
bp(t)] < aVt € T Vk.

Mot mat, vi g; 1a 16i v6i moi ¢ € T', nén ta c6, véi k da 16n,

;Zk . 1 xk ; Zk _ 1 t{L‘k
o (a0 ™) < et + 0= e
< b0+ (1= ) = b

(2.2.14)
Cho k — oo & trong (2.2.14), ta thu dugc g;(2 + 2%) < by(t) véimoi t € T.

Diéu nay c6 nghia 1a 2 + 2° € C(py). Mat khdc, do f;, 1a K-16i, ta c6, vé6i k
dua 16n,

(e 0 ™) - e - 0

Mot cach tuong duong,

) fu(z") € =K.

n

1 K 1 ) k) e Y]
([ + 0 ) — o) € A - Ateh) -

Két hop diéu nay véi (2.2.7) dan dén

fr (II iHn (11— W):&) — fi(a") € K. (2.2.15)
Cho k — oo & trong (2.2.15), ta thu dugc fo(2 + 2°) — fo(2°) € —K. Vi vay
fo(2+2°) = fo(x?), bdi vi 2° € S(py). Bang cdch lap luan tuong tu nhu & trén
ta di dén 2 + 2° = 20, diéu nay khong thé. Ménh dé da dugc chitng minh. O
Chitng minh Pinh 1y 2.2.1. Gia sit khiing dinh ctia dinh 1y 13 sai. Khi d6 phai
ton tai ddy {z"}2°, C R"™ hoi ty dén 2°, hai day {py = (f, br)}2, C P
va {pr == (fx,bk)}3°, C P cing hoi tu dén pp, sao cho véi moi k > 1,

2k € S(pi) va

d(z*, S(pr)) > kd(pr, pr)- (2.2.16)
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Theo Ménh dé 2.2.2, tén tai 2% € S(pi) thoa man 2% — 20 khi k — +oo. Tur

(2.2.16) suy ra

_ 1
max |bg(t) — bp(t)| < d(pg, ) < —||z* — ZF||,, VE > 1.
teT k

Do d6, véi mbi k ma 2* # ¥, ta cé

maxer by (t) — by ()] <

1
—. 2217
o — 2], k (221D

Theo Ménh dé 2.2.1, v6i moi k dii 16n, ton tai Ay, h, € K* V6i ||Fg||m =
1kl = 1, u* € O(hy 0 fi)(2*), 0" € O(hy o fi)(z%), uy € —Ogpu(a®). 87 €

Ty, (2F), uk, € —8gg§(:7;k),t_f € Tp, (%) va ton tai \F AP > 0,47 = 1,2,...,n,

177

sao cho

u —Z)\Z uje, VA @ —Z)\Z i, (2.2.18)

& do {uf,f, ...,uf%} va {aif,f, ...,ﬂ%} 1a cdc co sd cua R"™. Bang cdch 18y mot
ddy con néu can, v6i mdi i € {1,...,n}, ta c6 thé gia sk rang cdc day {tF},
va {tF}; hoi tu twong tng dén ¢; va £; nao d6. Tir Ménh dé 2.1.1 suy ra ring
ti, t; € Ty, («°). Giéng nhu trong ching minh clia Ménh dé 2.2.1, ta c6 thé gia

strrang {\F};, va {\F}, hoi tu tuong Gng dén )\; va \; nao d6. Péng thai ta c6

thé gia slr rang klirgo hw, =h e K*,klijgo hy = h € K* véi
va, v6iméi i € {1,2,...,n}, cac day {u*}, {u"}4, {ufk}k, {aifk}k hoi tu tuong
tng dén u € d(ho fy)(a"),u € d(ho fy)(aY), uy, € —0gy,(2Y), 4z, € —0gy, (2°)
nao do.

Bang phép qua gidi han & trong (2.2.18), ta thu duoc

w= Aup, VA U= Y N, (2.2.19)
=1 =1
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Tir (2.2.19) va Bé dé 2.1.3 suy ra rang 2° 13 nghiém vo huéng héa boi ca A va
h. Gia thiét (ii) cting véi dinh ly Carathéodory (xem [27, Theorem 1, p. 184])
dam bio ring \; > 0, \; > 0 v6i moi i = 1, ...,n va dong thoi ca {uy,, ..., us, }
va {ug,, ..., ug, } 1a cdc co s6 R".
Mot mat, tir t¥ € T, («*) va 7% € S(pr) € C(pr) v6i moi i € {1,...,n} va
moi k£ suy ra
g (") = b (1), g (T*) < br(t)).

Do do, v6i su dé y dén (2.2.17),

) AL » ok _ ok g (T") — g (@) by(tk) — be(th) _1
Wk —2H, et =M T (leF =2k, T (leF =3[,k
(2.2.20)

Bing cdch 1ay mot ddy con néu can, ta cé thé gia sit ring {%} ., hoi
tu dén 2z € R™ véi ||z]], = 1. D€ cho k — oo & trong (2.2.20), ta thu duoc
ug,z < 0. K&t hop di€u nay véi (2.2.19) dan dén
(u,z) = Zn:/\iutiz <0.
i=1

Néu (u, z) = 0, thi uy,z = 0 véi moi ¢ = 1,2, ...,n, mau thuan véi z # 0 va
{ug,, -y up, } 1a mOt co s& ciia R™. Do do,

(u, z) < 0. 2.2.21)
Mit khdc, bang cdch 1ap luan tuong tu nhu trén ta thdy rang v6i moi i €
{1,...,n} vamoi k,

g (T°) = b (t7), g (2") < be(E)),

do d6, uz,z > 0. Diéu nay cung véi (2.2.19) kéo theo

(u,z) = inﬂﬂ.z > 0.
i=1
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Do {4z, ..., uz, } 1a mot co s& ciia R™ va z # 0, ta c6
(u,z) > 0. (2.2.22)
Vi vay, tu (2.2.21) va (2.2.22) suy ra
(u,z) - (u,z) <0,
mau thuan véi gia thiét (ii). Vay dinh ly da dugc chiing minh. O
Dinh 1y 2.2.1 m& rong [13, Theorem 3.1]. Cu thé hon, ta ¢c6 hé qua sau.

Heé qua 2.2.1. Xét bai todn (2.1.2), cho pg := (Ao, by) € Prva (pg,z°) € gphS.
Gid sit rang cdc diéu kién sau duoc thoa man:
(i) Piéu kién Slater diing cho C(py).
(ii) Khong ton tai Ty C T, (2°) véi |To| < n théa man
—hoAg € cone({B(t) |t € Tp})
véi moi hy € K* sao cho x° la nghiém vé hudéng héa bdi hy. Hon nita, néu z"
la nghiém vo hudéng héa béi cd h va h, thi véi méi z € R™ véi ||z||, = 1,
<hA(), Z> . <7_7JA0, Z> > 0.

Khi dé S la gid-Lipschitz tai (pg, 2°).
2.3 Mot so6 vi du

Tru6c hét, ta xét mot vi du minh hoa dé thdy Dinh 1y 2.2.1 ¢6 thé dp dung
cho nhitng bai todn cu thé.
Vidu 23.1. Lay T = {1,2}. Cho f; € CORi [R,R?] 1a ham vécto Ri—l@i,

bo € C[T,R] va ¢ : R — R, ¢t € T la cdc ham 16i dugc dinh nghia nhu sau.

fol@)=(z4+1L,z+1) Ve eR, b(t)=2 VteT,



bat py := (fo,b0) € P := COp: [R,R*] x C[T,R]. Ta thdy rang C(po) =
[—1,1]. Khdo sit diém 2° := —1 € S(py). RS rang ring & := 0 thda man
g1(Z) < by(t) v6i moi t € T. Do d6, gia thiét (i) cua Dinh ly 2.2.1 dugc
thoa man. Ching ta hdly kiém tra gia thiét (ii). V6i méi i = (\,7) € R% véi
|A|]o = 1, ta c6 A(ho fo)(z") = X+ # {0} va hon nita,

{(8(ho fo)(@"),2) <0 néuz=-1
(O(ho fo)(2°),2) >0 néuz=1.

Vi vay, néu 2° = —1 12 nghiém vo huéng héa bdi ca i va A, thi
(0(ho fo)(a"),2) - (D(ho fo) ("), 2) >0

v6i moi z € {—1, 1} va do d6, gia thiét (ii) cing dugc théa man. Bay gio, ap

dung Pinh Iy 2.2.1, ta két luan rang S 1a gia-Lipschitz tai (po, 2°).

Hai vi du ti€p theo chi ra rang céc gia thiét (i) va (ii) trong Dinh 1y 2.2.1 1a
thi€t yéu, c6 nghia la n€u ta bo di mot trong hai gia thi€t thi két luan cua Dinh

ly 2.2.1 s€ khong con gia tri.

Vi du 2.3.2. Liy T = [0,1]. Cho fy € COp: [R,R?] Ia ham vécto R2-16i,
bo, by, € C[T,R],k > 1vag;, : R — Rt € T la cic ham 16i dugc dinh nghia

nhu sau.

folz)=(x+1,x4+1) Ve eR, by(t)=t Vtel0,1],

k+1 1 A 1
Tt_E neute[k—H,l]

0 néu t € [0, =15,

Dat po := (fo,b0), P = (fo,bx) € P := COg: [R,R?] x C[T,R] v6i moi

gi(x) = —tx Vte€|0,1], bi(t) = {

k > 1. Ta thdy rang pr — po, C(po) = [—1,4), S(py) = {-1},
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C(pr) = [0, 4+00) va S(px) = {0} v6imoi k > 1. Xét diém 20 := —1 € S(py).

V6i méi i = (A, ) € R2 v6i ||h||2 = 1, tac6d d(ho fo)(z®) = A+ # {0}

va hon nira,
(O(ho fo)(x),2) <0 néuz=—1
(O(ho fo)(2°),2) >0 néuz=1.
Vi thé, néu 2 = —1 13 nghiém vo huéng héa bdi ca h va h, thi

(O(ho fo)(x°),2) - (O(ho fo)(z"),2) >0

véi moi z € {—1,1} va do d6, gia thiét (ii) dugc thoa man. Nhan thdy rang
diéu kién Slater khong ding cho pg (gia thiét (i) bi vi pham). Trén thuc t€, S

khong 1a gid-Lipschitz tai (pg, 2°).

Vi du 233. Ldy T = {1,2,3} va cho bo,b, € C[T\R], fo, fr €
COR,[RZR],k > 1,9, : R2 — R,t € T la cdc ham 16i dugc dinh nghia

nhu sau.

f()(ﬂ?) =r1+1 Vr= (xl,iL’g) c Rz, bo(t) =0 VteTl,

1 0 néutE 1,3
fr(z) = x1+1_ﬁi’32 Vo = (z1,72) €R®, bi(t) = { néu t 2{2, }

—x1+ax2+1 néut=1
gi(z) =< —x1 +1 néut=2 Vo= (1) € R
—x1—29+1 néut=3

Dat Po = (fo,bo),pk = (fk,bk) € P = COR+[R2,R] X C[T,R] vOl m01

=

k > 1. Khi d6 p, — po. Bang cdch tinh todn truc ti€p ta thu duoc
C(po) = {(w1,22) € R* | 1 <y < +00, —21 + 1 < w9 < 27 — 1},

S(po) = {(1,0)}. Pat 2' := (1,0) € S(po). RS rang rang 7 := (2,0) € R?

thoa man ¢;(Z) < by(t) v6i moi t € T. Do d6, gia thiét (i) cta Pinh 1y 2.2.1
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dugc thdéa man. Tuy nhién, gia thié€t (ii) bi vi pham. That vay, véi bat ky
heR; :=[0,+00) vah =1,tacd

O(ho fo)(x°) = (1,0) € cone({—g;(z") = (1,0) |t =2 € Tpo(:co)}).

Ta thay rang S khong 1a gia-Lipschitz tai (pg, 2°). That vay, chon p := (fo, br.),

ta c6 pr, — po khi k — o0o. Bang cach tinh toan truc ti€p ta thu duoc

1
C(pr) = C(pr) = {(z1,22) ER?* | 1+~ < 21 < 400, —21+1 < 19 < 271},

k
S(ﬁk):{(1—1—%,332)\—%§x2§%},8(pk):{(1—1—%,%)} VE > 1.
Ngoai ra,

1 5 l 7 I , >
d(pk,pk):Z§1kL§ﬁZ§: 5 9day lo =) <o

z
> = > kd(pr, i) Yk > lo.

Vi vay, S khong la gid-Lipschitz tai (pg, 2°).

Két luan cua Chuong 2
Cac két qua chinh clia chuong nay bao gom:

- C4c diéu kién du dé cho 4nh xa nghiém hitu hiéu ctia bai todn t6i wu vécto

nua vo han 16i 1a gia-Lipschitz trong Dinh 1y 2.2.1.

- Cac vi du 2.3.1, 2.3.2 va 2.3.3 (minh hoa va phan tich két qua chinh).
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Chuong 3

Pao ham trén-do-thi Clarke suy rong
cua ham gia tri toi vu trong toi uu vécto

Trong chuong nay ching toi st dung dao ham trén-do-thi Clarke suy rong

dugc giGi thiéu bdi Chen [8] dé phan tich do nhay nghiém.

Muc 3.1 dugc danh dé€ gi6i thiéu mot s6 khdi niém co ban va trinh bay mot
vai két qua b6 trg. Muc 3.2 dua ra mot s6 cong thic dé tinh dao ham trén-do-thi
Clarke suy rong cua ham gia tri t6i wu trong bai toan toi uu vécto khong co
rang budc. Muc 3.3 thiét 1ap cac cong thic nhu & trong Muc 3.2, nhung cho

bai toan toi uu vécto c6 rang budc.

Cac két qua chinh trinh bay & day dugc 14y tir bai bao [16].

3.1 Cac khai niém co ban va két qua bé tro

Trong chuong nay, trir khi quy udc khac di, ta van st dung cac khai niém va
ky hiéu da dua ra trong cidc chuong trugc. Cho f : P x X — Y la ham vécto
va C': P = X 1a 4nh xa da tri. O day P, X va Y duoc gia st 12 cdc khong
gian Euclide hitu han chiéu duoc trang bi v6i chuén || - ||. Cho K C Y 1a nén

161 d6ng nhon. N6n K cam sinh mot quan hé thi tu bo phan <x & trén Y nhu
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sau:
y=gy oy -—yeK VYyy €Y.
Xét bai toan toi uu vécto
ming {f(p, x)|x e C’(p)} (3.1.1)
phu thuoc vao tham s6 p € P.

Pinh nghia 3.1.1. Ta néi y € A 1a diém hitu hiéu cta tap A C Y d6i véi nén
K néu (y — K) N A = {y}. Tap tét ca céc diém hitu hiéu ctia A doi v6i nén

K duoc ky hiéu boi E(A|K). Quy ude, E(0|K) := 0.
Cho F': P = Y la anh xa da tri dugc xac dinh boi

F(p):=(foC)p) = f(p,.C(p)) ={f(p,x)| v € C(p)}. (3.1.2)

F(p) = E(F(p)|K), peP (3.1.3)
va goi F : P = Y 1a ham gid tri t6i uu cta bai todn (3.1.1). Khi d6, véi mbi
p € P, tap nghiém hitu hiéu S(p) cua bai toan (3.1.1) dugc xac dinh boi

S(p) ={z € Cp) | f(p,x) € F(p)}.

Dinh nghia 3.1.2. Cho G : P = Y la anh xa da tri.
(i) Ta néi rang G 1a Lipschitz trén dia phuong (locally upper Lipschitzian) tai

p € Pnéutdn tai U € N (p) va so thuc M > 0 sao cho
G(p) C G(p) + M|lp—p||By VpeU.
(i1) G duoc goi la [6i néu

aG(p)+ (1 —a)Gp) C Glap+ (1 —a)p’) Vp,p' € P, Va € ]0,1].
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(iii) G duoc goi la [oi theo nén K (hay K-1oi) néu
aG(p) + (1 —a)G(p) C Glap+ (1 —a)p )+ K Vp,p' € P, Vael0,1].
Nhan xét 3.1.1. Ta biét ring (chang han xem [50]) G 12 16i khi va chi khi

gphG 1a mot tap 16i trong P x Y. Theo [28, Lemma 14.8], G 1a K-16i khi va

chi khi epiG 1a mot tap 16i trong P x Y. O day
epiG :={(p,y) € PxY | p € domG, y € G(p) + K}
ky hiéu cho trén-do-thi cua anh xa da tri G.
Dé cho gon trong cdc phat biéu vé sau, ta ky hiéu cdc gia thiét nhu sau:

(A) Anh xa tap rang buoc C ¢ trong (3.1.1) la 16i va ham muc tiéu f &

trong (3.1.1) la K-oi;

(B) Anh xa da tri F ¢ trong (3.1.2) la K-16i.

Ta c6 (xem [50, Proposition 2.1]), (A) kéo theo (B).
Dinh nghia 3.1.3. (Xem [2]) Cho 2 C Y vay € clf.
(i) Non tiép tuyén Bouligand (hay nén contingent) cua € tai g 1a dugc xac dinh
bdi cong thic

T5(Q;9) :={veY |3t} C (0,+00),t, — 0,3Hv,} CY,v, — v
VoI 4 tyv, € Q Vn € N}

(i1) Non tiép tuyén Clarke (hay nén tiép tuyén lam tron) cta € tai y dugc xac
dinh béi cong thic

T ) ={v e Y | g} C Qyu — 4, ¥{ta} C (0, +00),t, — 0,

Hop,} C Y, v, >0 V6l G, +tyv, € QY Vn € N}
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Nhan xét 3.1.2. Ta di biét ring cdc nén tiép tuyén & trén 1a déng va T (Q; )
12 16i. Hon nita, T¢(Q;7) C T2(Q;g) va TC(Q;9) = TB(Q; ) khi Q 1a tap

16i (xem [2]).

Né6n d6i cuc am clia nén tiép tuyén Clarke T¢(€);7), duoc ky hiéu béi

NC(7; ), duoc goi 1a nén phdp tuyén Clarke ctia Q C Y tai 7,
N Q) :=T(y) = {veY |{vy) <0 Vye Ty}

Khi 2 1a tap 16i, N (g; Q) trung vé6i nén phdp tuyén (theo nghia clia giai tich

161) cuia Q tai diém d6 va duoc xdc dinh bdi cong thic
Ny Q) ={veY |[{vy—y) <0 Vye}
Non Iui xa cua tap 10i khac rong €2 C Y dugc dinh nghia la tap
0"Q:={yeY |Q+ycCQ}
Cho truéc mot tap QC P x Y, ta dinh nghia phép chiéu tai u € P boi
IL,Q:={yeY | (uy)cQ}
Pinh nghia 3.1.4. (Xem [8]) Cho G : P == Y ladnh xadatriva (p,y) € gphG.

Anh xa da tri DYG(p, ) : P = Y duoc goi 1 dao ham trén-do-thi Clarke suy

rong (generalized Clarke epiderivative) cua G tai (p, y) néu

DYG(p,y)(u) = E(ILT(epiG; (p,9))|K) Vu € P. (3.1.4)

Nhan xét 3.1.3. (Xem [8]) Tir dinh nghia ta thay rang IT,7¢ (epiG; (p, 7)) 1a

tap 16i déng va

I1, T (epiG; (p, §)) = L, T (epiG; (p, 7)) + K. (3.1.5)
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Néu noén ti€p tuyén Clarke ctua epiG tai (p,y) & trong (3.1.4) dugc thay
boi nén tiép tuyén Bouligand cla epiGG tai diém twong dng, thi ta thu dugc
khai niém dao ham trén-do-thi tiép lién suy rong (generalized contingent
epiderivative) cia G tai (p,y). Khai niém nay dugc gidi thiéu mot cach doc

lap badi Bednarczuk va Song [3] va bdi Chen va Jahn [10].

Tu [29, Corollary 1], [29, Theorem 6] va [10, Remark 1] suy ra rang néu

G := g : P — R 1a ham 16i (lién tuc) tai p € P, thi dao ham trén-do-thi Clarke
suy rong, dao ham trén-do-thi ti€p lién suy rong va dao ham theo hudng (theo
nghia c6 dién) trung nhau. Nhu vy c6 thé xem dao ham trén-d6-thi Clarke suy
rong va dao ham trén-do-thi ti€p lién suy rong la su md rong mot cach tu nhién
dao ham theo hudng (theo nghia c¢6 dién) cta anh xa don tri sang trudng hop
da tri. Ngudi doc quan tam c6 thé tim hi€u sau thém, & trong [3,8, 10], nhiing
tinh chat va mot s6 ap dung ctia hai dao ham nay vao viéc thiét lap cac diéu
kién can/du t6i uu cho bai toan toi vu da tri.
Pinh nghia 3.1.5. (Xem [3]) Anh xadatri G : P =Y duoc goi 1a compdc
theo hudng (directionally compact) tai (p,y) € gphG néu véi mdi day tuy y
{t,} < (0,+00),t, — 0, {h,} C P,h, — h € P, {y,} C Y thoa man
U+ thyn € G(p + tphy,) v6i moi n kéo theo {y,,} chita mot day con hoi tu.

Mot s6 diéu kién di ddm bao tinh compéc theo huéng ciia G tai mot di€ém
trén do thi cta n6 da dugc dua ra & trong [3]. Sau day, ching ta dac trung tinh

chdt compac theo huéng clia mot dnh xa da tri.

Ménh dé 3.1.1. Cho dnh xada tri G : P = Y va (p,y) € gphG. Khi dé, G

la compdc theo hudng tai (p, i) khi va chi khi G la Lipschitz trén dia phuong
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tai p voi G(p) = {y}.
Chitng minh. Truéc hét ta chiing minh diéu kién can. Gia st rang G 1a
compdc theo hudng tai (p, 7). Néu G khong 1a Lipschitz trén dia phuong tai p

v6i G(p) = {y}, thi ton tai cac day {p,} C P va {y,} C Y sao cho

Pn — D, Yn € G(pn)a Yn ¢ g+n||pn _Z_)HBY vn.

Ldy ty y ¢, € (0, min {1, [~ y”}) néu p, = p va ldy t, = ||p, — p|| néu

Pn # P. Dt h, = 0néu p, = p va hy, = £2=5; néu p, # p. Khi d6, ||4-~ || >

pl\

n — oo, t, — 0. Dé y rang do {h,,} C P va P 1a hitu han chiéu nén {h,} ¢

yk

n

mot day con hdi tu {h,, }. Tacd y+1,, = Yn, € G(pn,) = G(p+tn hn,).

Suy ra G khong 1a compac theo hudng tai (p, 7). Mau thuén.

Bay gio ta ching minh diéu kién du. Xét cic day tuy y {t,} C
(0, +00),t, — 0, {hp} C P,h, — h € P, {y,} C Y théa man g + t,y, €
G(p + tphy,) v6i moi n. V1Y 12 hitu han chiéu, nén dé két thic chiing minh ta
chi can chi ra rang {y,} bi chan. Do G la Lipschitz trén dia phuong tai p voi

G(p) = {y}, ton tai U € N (p) va M > 0 sao cho
G(p) C{y} + Mllp—pl|By VYpeU.

Vit, — 0vah, — h, nén ton tai ng va My > 0 sao cho ||h,|| < M
va G(p + tyhy,) C {g} + Mt,||h,||By v6i moi n > ng. Diéu nay dan dén
|[yn|| < M Mo v6i moi n > ny. O
Pinh nghia 3.1.6. (Xem [46]) (i) Ta néi rang tinh chdt tréi ding cho Q C Y
néu

QCEQK)+K
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(ii) Ta néi rang tinh chdt troi ding cho G : P = Y & xung quanh p € P néu
ton tai U € N (p) sao cho
Gp) CE(G(p)|K)+ K VpeUl.
Bo dé 3.1.1. (Xem [46, Theorem 3.2.12]) Gia sit 2 C Y Ia tap 16i déng khic
réng. Khi do6, tinh chat troi ding cho 2 khi va chi khi 07Q N (—K) = {0}.
3.2 Truong hop bai toan toi wu vécto khong cé rang buoc

Muc nay dua ra mot s6 cong thic dé tinh dao ham trén-do-thi Clarke suy
rong cua ham gia tri téi vu F, dugc dinh nghia trong (3.1.3), cho bai toan toi
uu vécto khong c6 rang budc. 0 day, bai toan toi uu vécto khong c6 rang budc
duoc hiéu theo nghia: 4nh xa da tri I’ & trong cong thiic (3.1.3) 1a tiy y (khong
can thiét phai c¢6 dang (3.1.2)). Vi cédc cong thic nay dugc bi€u dién qua nén
ti€p tuyén Clarke ctia do thi cia 4nh xa da tri £, nén trudc hét ta can tinh hoac

udc lugng dao ham trén-do-thi Clarke suy rong cta F.

Meénh deé 3.2.1. Cho gid thiét (B) duoc théa man va cho (p,y) € gphF. Ta cé
DYF(p,5)(u) C E(IL,TC(gphF; (5,7))|K) Vu € P, (3.2.1)
va bao ham thiic nguoc lai ciing diing néu

epiDCF(p,y) = T (epiF; (p, ). (3.2.2)

Chitng minh. Trudc hét ta ching minh

DF(p,y)(u) C I,TC (gphF; (5,§)) Vu € P. (3.2.3)
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Véimdiu € Pvay € DYF(p,7)(u), tacan chiraringy € I1,7° (gphF; (p, 7)),
hay 13, (u,y) € TC(gphF;(p,§)). Liy thy ¥ cic ddy {(dn,§n)} C gphF,
(@n, Jn) — (B.7) va {tn} C (0,+00),t, — 0. Do (u,y) € T(epiF’; (p, 7))
va gphF' C epiF) ton tai day {(u,,y,)} C P x Y théa man (u,,y,) — (u,y)

va Y + tayn € F(U, +tyu,) + K v6i moi n. Do d6, ton tai {k,} C K sao cho
Yn + toyn — kn, € F(’fbn + tnun) Vn.
Mot cach tuong duong,

k.,
Yn + ln (yn - t_> € F(tn + thun) Vn. (3.2.4)

Do k, € K va Y la khong gian hitu han chiéu, ton tai o, > 0 va b, € K véi

k

||b,]| = 1 sao cho k, = a,by, v6i moi n. Khi d6, 5 = b, 22 va lim % = 0 néu
n n—oo tn
vachinéu lim ¢ = 0. Ta khang dinh ring hm ‘;‘" = 0vadodo, lim t” =

n—oo n—oo

That vay, néu khang dinh 12 sai, thi bang cich 14y mot ddy con néu cén, ta cé

the gia sir rang lim b, = b v6i ||b]| = 1 va ton tai € > 0 sao cho §= > € v6i
n—oo n

moi n. Pat &, := Lk, € K. Khi d6, k, =i k. va

Un + taln — kn € F(Uyn + tyu,) + K Vn. (3.2.5)

Tur 3= = €by, v6i moi n suy ra lim %= = ¢b. Do dé,

n—:oo tn

kn
e (1 2) -

Viét lai (3.2.5) nhu sau:

_ = ]_C _ =
g+tn<y”t y+yn—t—”>eF<p+tn(u"t p+un)>+K Vn.

Do (1, §n) — (P, ), ta ¢6 thé chon mot day con {i,} cta {,} va mot day
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con {u,} cua {u,} sao cho

Ta nhan duogc

_/__ ];‘n _ =
y+tn(y”t y+yn—t—>€F(p+tn<u” p+un)>+K vn.

Do d6, (u,y — eb) € TP(epiF; (p,y)). Vi epiF 1a 16i, nén ta c6 (u,y — eb) €

TC(epiF; (p,7)). Vi vay,
y — eb € IL, T (epiF'; (7, 7). (3.2.6)
Do y — eb <k y vay — €b # y, (3.2.6) mau thuan vé6i
y € E(IL,TC (epiF; (p,y))|K).

Do d6, khing dinh & trén 1a ding, c6 nghia 1a lim %2 = 0. D& y dén (3.2.4),

n—oo tn

ta ¢6 (u,y) € T (gphF; (p,7)). Vi vay, (3.2.3) nghiém diing.
Bay gio ta chi ra rang, véi méi u € P,
11,7 (gphF; (p, 7)) + K C TL,T (epiF; (5, 7))- (3.2.7)
Lay tuy ¥ y € IL,T¢ (gphF; (p, 7)) va k € K. Tit bao ham thiic
T(gphF; (p,7)) C T”(gphF; (p,7))

suy ra y € IL,T5(gphF; (p,3)). Do dé, tén tai cdc day {(un,y,)} C P x Y,

(tn, Yn) — (u,y) va{t,} C (0,400),t, — 0 sao cho
U+ toyyn € F(p+ tyu,) Vn.
bit 4, := y, + k v6i moi n. Khi d6, (u,, y,) — (u,y + k) va

U+ taln =19+ thyn +tuk € F(p+ thu,) + K Vn.
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Diéu nay cung vdi tinh 10i cua tap epiF' kéo theo
(u,y + k) € TP(epiF; (p,)) = T°(epiF'; (p,7)).
Suy ra y + k € IL, T (epiF’; (p, 7)) va do dé, (3.2.7) duoc thiét lap. Két hop
(3.2.3) v6i (3.2.7) dua dén
DYF(p.§)(u) C ILT(gphF; (5,7)) C ILT (epiF; (5, 7).
Vay (3.2.1) nghiém ding.
Néu epiDY F(p, ) = TC (epiF; (p, 7)), thi tir (3.2.7) suy ra
I1,7° (gph F; (5, 7))+ K C IL,TC (epiF; (p,7)) = D F(p,5)(uw)+K Yu € P.
Két hop diéu nay vé6i (3.2.1) din dén
E(IL,T¢(gphF; (p.9))|K) + K C D°F(p,y)(u) + K

C E(IL, T (gphF; (p,9))|K) + K Vu € P.

Do do,
E(ILT(gphF; (p,9))| K) € DF(p,5)(u) Yu€ P,
Ching minh két thic. O

Dé hiéu ro théem diéu kién (3.2.2), sau day ta dua ra mot diéu kién du cho
dang thitc nay nghiém ding.
Ménh dé 3.2.2. Cho (p,§) € gphF. Néu DCF(p,5)(0) # 0, thi (3.2.2) nghiém
dung.

Chimg minh. Lay tiy ¥ u € P sao cho I1,7(epiF; (p, 7)) # 0. Vi

1,7 (epiF; (p,9)) = {y € Y | (u,y) € TC(epiF; (p, 7))}



62

la mot tap 16i dong, nén theo dinh nghia nén Iui xa ta ¢
0" LT (epiF; (p,7)) = {y € Y | (0,y) € T(epiF’; (5, 7))}
= [T (epiF; (, ).
Nhan thay rang
0 € DYF(p,5)(0). (3.2.8)

That vay, gia st nguogc lai, 0 ¢ DCF(p,%)(0). Khi d6, tén tai k € K \ {0} sao

cho —k € IIyTC (epiF’; (p,7)). Do LT (epiF; (p,%)) 12 mot nén 16i déng, ta

s

CcO
y —k € T (epiF; (p,7)) Yy € LT (epif; (p, 7).
Suy ra
y ¢ E(ITC (epiF; (5, 9))|K) Vy € IoTC (epiF; (p, 7))

Do d6, DYF(p,7)(0) = (), mau thudn véi gia thiét. Vi vay, (3.2.8) nghiém

dang. Tur d6 suy ra
(—K) NILT (epiF; (p, 7)) = {0}
Mot cach tuong duong,
(—K) NO*IL T (epiF; (p, 7)) = {0}.
Theo Bé dé 3.1.1, tinh chat troi ding cho IL, 7 (epiF’; (p, 7)), c6 nghia 1a
I1,7 (epiF; (p, §)) C DCF(p,9)(u) + K. (3.2.9)
Tu (3.1.5) suy ra

DYF(p,y)(u) + K C ILTC(epiF; (p,y)) + K = 11, T (epiF; (p’(%)%' 0
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Két hop (3.2.9) véi (3.2.10) dua dén I1,7C (epiF; (5, 7)) = DCF(p, §)(u) + K.

Vi vay, (3.2.2) nghiém duing. O

Bay gio, ta phét biéu va chiing minh két qua chinh ctia muc nay.
Dinh ly 3.2.1. Cho gid thiét (B) dugc thoa man va cho (p,y) € gphF. Gid sut
rang tinh chdt troi diing cho F ¢ xung quanh p. Ta c6

DF(p.5)(u) C B(I,T°(sphF (5.5)|K) Vu € P.
Bao ham thiic nguoc lai ciing diing néu (3.2.2) duoc thoa man.
Chitng minh. Do F(p) C F(p) v6i moi p € P va do tinh chat troi ddng cho
F & xung quanh p € P, ton tai U € N (p) sao cho
Fp)+ K=F@p)+K VYpeUl.
Vi vay,
T (epiF; (p, 7)) = T (epiF’; (p, 7).
Diéu nay kéo theo, v6i moi u € P,
ILT (epiF; (7, 7)) = I,TC (epiF; (7,7))-

Do d6, D F(p,9)(u) = DYF(p,7)(u). Dé két thic ching minh, chi can 4p
dung Ménh dé 3.2.1. O

Nhu mot hé qua truc ti€p cua Dinh 1y 3.2.1 va Ménh dé€ 3.2.2, ta c6 két qua

sau day.

Hé qua 3.2.1. Cho gid thiét (B) duoc thoa man va cho (p,y) € gphF. Gid su

rdng tinh chdt tréi diing cho F & xung quanh p. Néu DY F(p, 5)(0) # 0, thi

DYF(p,y)(u) = E(I1, T (gphF; (p, 9))|K) Vu € P,
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3.3 Truong hop bai toan toi uu vécto ¢6 rang buoc

Muc nay dugc danh dé trinh bay mot s6 cong thitc tinh dao ham trén-dé-thi
Clarke suy rong ctia ham gia tri toi vu F, dugc dinh nghia 6 trong (3.1.3), cho
bai todn tdi wu vécto c6 rang budc. Cu thé hon, ta xét bai todn (3.1.1) v6i 4nh
xa tap rang buoc C' : P = X. Vi cdc cong thic nay duogc biéu dién qua ham
muc tiéu f, anh xa tap rang budc C' va anh xa da tri F', duoc dinh nghia & trong
(3.1.2), nén trudc hét ta can thiét 1ap mot s6 két qua bd tro mo tad mai lien hé

gitta f, C' va F. Ta dinh nghia 4nh xa C : P x Y = X nhu sau:

~

Cp,y) ={r€Cp)|ly— flp,x) € K}. (3.3.1)

Ménh dé 3.3.1. Cho p € P va @ € C(p). Gid sit rang f la kha vi Fréchet tai

(p, @) vdi dao ham V f(p, T). Néu gid thiét (B) duoc thoa man, thi

{Vf(p.2)(p.2) | (p,2) € T(gphC; (5, 7))} + K C I,T (epiF; (1363@)3) )

véi moi p € P, 0 doy = f(p,). Hon nita, néu gid thiét (B) duoc thay boi
gid thiét (A) va dnh xa C & trong (3.3.1) la compdc theo hudng tai ((p,9), ),

thi bao ham thitc nguoc lai cua (3.3.2) nghiém diing, c6 nghia la

{Vf(p.2)(p,2) | (p,x) € T%(gphC; (5, 7))} + K = IL,TC (epiF; (ﬁE 3§)3) )

voi moi p € P.

Chitng minh. Trudc hét ta chi ra rang

{Vf(,7)(p,x) | (p,x) € T (gphC; (p, 7))} C TP (gphF; (, 7))
(33.4)
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v6imoi p € P.Léy (p,z) € T%(gphC; (p, z)). Suyra (p, z) € T (gphC; (p, T)).
Khi d6, ton tai cac day {t,} C (0,+o00) va {(pn,zn)} C P x X sao cho

tn — 0, (Pn, zn) — (p,x) va T + tyx, € C(p+ typ,) v6i moi n. Ta c6
f(ﬁ + topn, T + tnxn) S F(ﬁ + tnpn) Vn.

Mot cach tuong duong,

f(ﬁ + taPn, T+ tnxn) - f(ﬁ: j)
tn

y—+t, € F(p+tupn) Vn.

Vi f la kha vi Fréchet tai (p, T), nén ta c6

lim f(p + thPn, T + tnxn) - f(p7 I)

n—00 tn

=V f(p,7)(p ).

Do d6, (p, V£ (p,Z)(p,z)) € TP(gphF; (p,3)). Vi vay, (3.3.4) dugc thiét lap.
Tiép theo ta ching minh (3.3.2). Lay tuy y (p,z) € T(gphC; (p, 7)) va
k€ K.Do (3.3.4), (p,Vf(p,z)(p,z)) € TB(gphF; (p,7)). Vi thé, ton tai cic
day {t,} C (0,400) va {(pn,yn)} C P X Y thoéa man ¢, — 0, (pp,y,) —

(p, VF(p,2)(p,x)) va
Y+ thyn € F(ﬁ + tnpn) vn.

Vé6i mbi n = 1,2, ..., dat g, := y, + k. Khi d6 lim g, = Vf(p,%)(p,x) + k

n—oo

N

va
U+ toln =G+ tpyn + tuk € F(D+ tapn) + K Vn.
Do d6, (p, Vf(p,Z)(p,x) + k) € TB(epiF; (p,y)). Vi epiF 1a 16i, nén ta c
(p, Vf(p,z)(p,x) + k) € TC(epiF; (p,)). Vi vay, (3.3.2) nghiém diing.
Bay gio, ta ching minh (3.3.3). Vé6i méi p € P, lay thy y y €

IL,TC (epiF’; (p,¥)), c6 nghia 1a (p,y) € TC(epiF; (p,y)). Suy ra (p,y) €
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TB(epiF'; (p,4)). Khi d6, ton tai cac day {t,} C (0,+o0) va {(pn,yn)} C

P x Y thoa man t, — 0, (pn, yn) — (p,y) va
U+ toyn € F(p+tupn) + K Vn.
Do dé, ton tai {z,,} C C(p+ t,py) va {k,} C K sao cho
G4 toyn = F(P+ tapn, ) + kn  Vn. (3.3.5)

bat z,, := x"—;j Tacéz, =2+ 1t,2, € 5(13 + twPn, ¥ + tnyn) v6i moi n. Do
C' 1a compic theo hudng tai ((p, §), Z), khong mat tinh tdng quat, ta c6 thé gia
st rang {2,} hoi tu dén & € X. Vi vay, (p,2) € TP(gphC; (p,z)). Do C la
16i, ta ¢6 (p, ) € T (gphC; (p, 7)). Tir (3.3.5) suy ra

D tn ny_ tnAn - _7 T kn
g — TP P, @ F ) = J(0.2) _ Kn gy,

ty n

Vi K déng, néntacéy—Vf(p,z)(p,2) € K.Dodb,y € Vf(p,z)(p, )+ K

va (3.3.3) dugc thiét lap. O

Nhan xét 3.3.1. Quan sit chiing minh cia Ménh d€ 3.3.1, ta thdy rang tinh
compac theo hudng cua C' tai (p, ) kéo theo tinh chét tuong Gng cua C tai
((p,y), ). Do d6, két luan ctia Ménh d¢ 3.3.1 van con hiéu luc néu gia thiét
C 1a compac theo huéng tai ((p,7), ) duoc thay boi diéu kién C' ¢6 tinh chat
tuong ung tai (p, 7).

Tu Ménh @€ 3.1.1, Ménh dé€ 3.3.1 va Nhan xét 3.3.1 ta c6 hé qua sau day.
Hé qua 3.3.1. Cho gid thiét (A) dugc théa man va cho p € P, & € C(p). Gid
st rang f la kha vi Fréchet tai (p, T). Néu mot trong cdc doi hdi sau ddy dugc
thuc hién, thi (3.3.3) nghiém diing.

(i) C la Lipschitz trén dia phuong tai p véi C(p) = {z}.
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(i) C & trong (3.3.1) la Lipschitz trén dia phuong tai (p,y) véi C(p,§) =
{z}, ddoy:= f(p, 7).

K&t qua tiép theo cho ta thém mot diéu kién da dé c6 dang thic (3.3.3). Diéu
kién nay dua trén tinh gia-Lipschitz tai mot diém trén dé thi cia 4nh xa C. Mot
so tiéu chudn cho tinh giad-Lipschitz clia C da dugc Song va Wan [47] dua ra.
Tinh gia-Lipschitz ctia mot s6 4nh xa téng quit hon C da dugc Rockafellar [45]
khao sat.

Ménh de 3.3.2. Cho gid thiét (A) dugc thoa mdn va cho p € P, & € C(p).
bat iy = f(p,x). Gid su rang [ la khd vi Fréchet tai (p,T). Néu C ¢ trong
(3.3.1) la gid-Lipschitz tai ((p, ), ), thi (3.3.3) nghiém diing.

Chitng minh. Theo Ménh dé 3.3.1, dé két thiic chiing minh ta chi c4n chi ra

rang

I1,7 (epiF’; (p,§)) C {Vf(p,2)(p,x) | (p,x) € T (gphC; (p, 7))} (+3f3< .

P

v6i moi p € P. V6i mdi p € P, lay tay y y € IL,T(epiF; (p,y)), cb
nghia 12 (p,y) € T(epiF; (p,y)). Suy ra (p,y) € TP(epiF;(p,y)). Khi
do, ton tai cac day {t,} C (0,400) va {(pn,yn)} C P x Y théa man

ty, — O; (pnayn) - (p7 y) va
y+tyyn € F(p+tupn) + K Vn.
Do C la gia-Lipschitz tai (7, ), Z), ton tai Uy € N'(p), Us € N'(§),V € N(z)

va M > 0 sao cho

~ ~ 1
Cpr.y) NV CCp2,42) + M(llps = pal I + [ly2 — v2l[*)? Bx,

Vp1,p2 € U, Vyi,y2 € Uns. (3.3.7)



68

Chon 6 > 0 théa man p+ dBp C Uy, y + 0By C Uy. T (3.3.7) suy ra

#eC(p,y) NV C Clp+ 1,5+ ty') + Mi(|lp'| + |Iy/II*) B,
Vt€(0,0), Vp' e Pt <o, VY eV ||ty <o (3.3.8)
Do t, — 0 va (p,,yn) — (p,y), khong mat tinh téng quét, ta c6 thé gia st

rang ton tai M; > 0 sao cho (||p,||* + ||yn|\2)% < My vat, € (0,0), ||tapn]] <

8, |[tnyn|| < 6 v6i moin. Vi thé, do (3.3.8), tén tai {zy} C C(p+tnpn, J+tnyn)

sao cho [|7—w,|| < M Mt, véi moi n. Dat &, := *=~*. Khi d6

Tn|| < MM,

vG1 moi n, va
Tn =T + tndn € C(D+ tapn, J + tayn) Vn. (3.3.9)

Do X Ia hitu han chiéu, bing cach 1ay mot ddy con néu cén, ta c6 thé gia su

rang {7, } hoi tu dén & € X. Diéu nay cung véi cdc bao ham thiic
T+ thy, € C(ﬁ + thn, Yy + tnyn) - C(ﬁ + tnpn) n

kéo theo (p, ) € T?(gphC; (p,Z)). Suy ra (p, &) € T¢(gphC; (p,Z)), bdi vi

C 1a16i. Do (3.3.9), ta ¢6
Y+ tnyn - f(ﬁ + thpn, xn) e K Vn.

Mot cach tuong duong,

f(}3 + tnpny T+ tnin) - f(pa i')
tn

Yn —

Vi K dong, nénsuyray—V f(p,z)(p,z) € K.Dodé,y € Vf(p,z)(p,z)+ K

va (3.3.6) dugc thiét lap. O

Két qua chinh dau tién trong muc nay dugc phat biéu nhu sau.
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Pinh 1y 3.3.1. Cho p € P va cho & € C(p) sao cho y := f(p,x) € F(p). Gid
sif rang tinh chdt troi diing cho F & xung quanh p va f la khd vi Fréchet tai

(p, ) voi dao ham V f(p, &). Néu (3.3.3) nghiém diing, thi

DYF(p.y)(p) = E{VF(p,2)(p,z) | (p.x) € T°(gphC; (p, 7))} K) Vp e P.

Chitng minh. Do F(u) C F(u) v6i moi u € P, va do tinh chét troi diung cho
F & xung quanh p, ton tai U € N (p) sao cho
Flu)+ K =F(u)+ K Yuel.
Do d6, T(epiF; (p, §)) = T (epiF; (p, 7)). Suy ra
1,7 (epiF; (p,9)) = I,T (epiF; (p,§)) Vp € P.

Két hop dicu nay véi (3.3.3), ta nhan dugc két qua mong mudn. O

Tiép theo ta s€ thiét 1ap su dp dung cta Dinh 1y 3.3.1 vao bai toan t6i uu
vécto nita vo han. Xét bai toan (3.1.1) v6i anh xa tap rang buoc C': P = X
dugc dinh nghia bai

C(p) ={x € X |g(p,z) <0 VteT}, (3.3.10)

& dé T latap chisobatky vavsimdit €T, g : Px X — R :=RU {£o0}
l1a ham 16i chinh thuong ntra lién tuc dudi.

Ky hieu bsi R\ 1a ho tt ca cdc ham A : T — R ldy gid tri A, duong
chi tai hitu han diém cta 7', va bang 0 tai cdc diém khdc. Trong mdi lién
hé véi (3.3.10), ta st dung tap cac nhdn tu rang budc hoat (active constraint

multipliers) dugc dinh nghia boi

A(p,z) = {Ae R | Ngi(p, ) =0 VteT}
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Cho ham s6 ¢ : X — R. Trén-d6-thi ctia ham ¢ duoc dinh nghia 13 tap

epip := {(z, 1) € X xR | p > p(x)}.
Ham lién hop ¢* : X — R cta ham ¢ dugc dinh nghia bdi

©*(v) = sup {(v,z) —p(z) |z € X} Yo e X.

Pinh nghia 3.3.1. (Xem [19]) Ta néi rang diéu kién Farkas-Minkowski (FM)

ding cho hé rang buoc (3.3.10) néu tap

cone <U epigf) dong 6 trong P x X x R. (3.3.11)
teT
Nhan xét 3.3.2. (Xem [19, Corollary 3.6]) Cho (p, z) € gphC'. Néu dicu kién
(FM) ding cho hé (3.3.10), thi ta c6
N((2ephC) = |J [ Moap. 7))
AeA(pz) teT
0 day ky hiéu 0 duoc diung dé chi dudi vi phan theo nghia giai tich 16i (xem

lai dinh nghia & trong Muc 2.1 ciia Chuong 2).

Dé hiéu 16 hon diéu kién chinh quy & trén, ta nhic lai (xem [19]) diéu kién

Slater. Ta néi rang diéu kién Slater (S) ding cho hé (3.3.10) néu nhu:
(a) Tap chi s6 T 1a mot tap con compac cua mot khong gian hitu han chiéu;
(b) Ho céac rang budc ¢:(p,z) la lién tuc theo cac bién (¢,p,z) & trén
T x Px X,

(c) Ton tai (pg, xg) € P x X sao cho g:(pg, o) < 0 véimoit € T.

Theo [19, Theorem 4.5], n€u gphC' bi chan, thi diéu kién (S) ding cho

hé (3.3.10) kéo theo di€u kién (FM) ding cho hé twong ng. Hon nita, [19,
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Example 4.6] chi ra ring ton tai mot hé rang budc ma diéu kién (FM) ding
cho nd, trong khi d6 diéu kién (S) bi vi pham.

Du6i day, ching ta s& thiét 1ap cac cong thitc dé tinh dao ham trén-do-thi
Clarke suy rong cua ham gia tri tdi vu F trong bai todn t6i uu vécto ntra vo han.
Nhung trudc hét ta cAn dua ra mot tiéu chudn dé tinh nén ti€p tuyén Clarke cua
d6 thi 4nh xa tap rang budc C' tai mot di€ém cho trudc.

Ménh dé 3.3.3. Cho (p,z) € gphC. Gid su diéu kién (FM) diing cho hé
(3.3.10). Khi do,

T (gphC; (p, 7)) =
{(p,2) € Px X |> Ngi(p.7)(p.x) <0 VA€ A(p,7)}. (3.3.12)
teT
Chitng minh. Theo gia thiét, tap hop
gph C = {(p,z) € P x X | gs(p,x) <0 VteT}

12 16i. Do d0, tir Nhan xét 3.3.2 suy ra rang

NC((p,z);gphC) = N((p,z);gph C) = | J [Zktagtp, ]

AeA(p,z) teT
(3.3.13)

Vi T%(gph C; (p, 7)) la tap déng, nén ta c6
T°(gph C; (5, 7)) = (T(gph C; (p, 7))")" = N°((p, 7);gph C) .
Két hop diéu nay véi (3.3.13) dua dén (3.3.12). Ching minh két thdc. O

Dinh 1y 3.3.2. Cho p € P va cho © € C(p) sao cho iy := f(p,x) € F(p). Gia

sit rang tinh chdt troi ding cho F & xung quanh p, ham muc tiéu f la khd vi
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Fréchet tai (p, %), va diéu kién (FM) diing cho hé (3.3.10). Néu

(V@) ()| (p,2) €P x X, Y M0gi(p, 2)(p, x) < 0,YA € A(p, )}

teT
+ K =T,T%(epiF; (p,4)) Vp€ P,  (3.3.14)

thi, véi moi p € P,
DCF(p,5)(p) = E({Vf(5.7)(p,2) | (p,2) € P x X,
N M0g(p.7)(p.x) <0 YA€ A(p, z)}\K).
teT
Chitng minh. Suy truc tiép tir Dinh 1y 3.3.1 va Ménh d¢ 3.3.3. O

Cuodi cung & trong muc nay ta hay xét mot vi du minh hoa su ap dung cac

két qua chinh ctia chuong nay vao mot bai todn cu thé,

Vidu 331 LiyT = [0,1],P = RX = Y = RLK = R%. Cho
f:RxR2 — R?I1aham vécto vi ¢, : R x R2 — R,¢ € T la céc ham

s0 dugc xac dinh nhu sau.
f(p,x) = (p,0) + (21, 22) Vo= (z1,72) €ER* VpeR,

gi(p,x) =tp —tey — (1 —t)zy Vo = (21,29) €ER* VpeER.

Xét bai todn (3.1.1) véi dnh xa tap rang buoc C' & trong (3.3.10). Bang cach

tinh toan truc tiép ta thu duoc

C(p) = {(21,22) € R* | x1 > p,x9 > 0},

F(p)={y = (y1,12) €ER? | y1 > 2p,y0 > 0} Vpe P.

Vi vay, ta thay rang tinh chat troi dung cho F' tai moi diém p € P. Dac biét
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hon, v6i  := 0,
C(p) = {(z1,32) € R?*| a1 > 0,22 > 0},
F(p) = {(y1,42) € R* | y1 > 0,95 > 0}.

Do d6, z := (0,0) € C(p) vay := f(p,z) = (0,0) € F(p). V6i mbi t € T,
x = (11,22) € R%,p € R, tacéd

. B : né’u (p’ .CU) — (t, —t,t - ].)
g (p,x) = {+oo, néu (p,z) # (t, —t,t — 1),

epig; = {t} x {—t} x {t =1} x R,.
Suy ra cone(UteT epigf) = R, x R? x R, déng & trong R*. Theo Ménh
de 3.3.3,

Tc(gphC; (]3,3_:)) = {(p,:r;) ERXxR*|tp—te; — (1 —t)ay <0 Vte T}.
Do do,

{Vf(p.7)(p.x)| (p.x) € T®(gphC; (p, 7))} + R}

={(y1,32) €R* | y1 > 2p,y» > 0} Vp€ P.

Ta cé
T (epiF; (5,5)) = {(p,y) €ER X R* | y1 > 2p, 4o > 0} Vpe€ P.
Vi vay, (3.3.14) nghiém ding. Ap dung Dinh ly 3.3.2, ta thu dugc

DF(p,y)(p) = {(2p,0)} VpeR.

Két luan cua Chuong 3

Cac két qua chinh clia chuong nay bao gom:
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- Mot s6 cong thitc dé tinh dao ham trén-dé-thi Clarke suy rong cia ham gid
tri t6i vu F trong bai toan toi wu vécto khong cé rang budc (Pinh 1y 3.2.1 va

Hé qua 3.2.1).

- Cong thic tinh dao ham trén-do-thi Clarke suy rong ctia ham gia tri t6i uu
JF trong bai todn t6i wu vécto c6 rang budc tong quat (Dinh 1y 3.3.1).

- Cong thic tinh dao ham trén-do-thi Clarke suy rong ctia ham gia tri t6i uu

F trong bai toan toi wu vécto nira vo han (Dinh 1y 3.3.2).
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Chuong 4

Poi dao ham Fréchet cua ham gia tri toi
uu trong toi wu vécto

Chuong nay nghién cttu do nhay nghiém béang cach st dung doi dao ham

Fréchet.

Muc 4.1 dugc danh dé€ gi6i thiéu mot s6 khdi niém co ban va trinh bay mot
vai két qua bé trg. Muc 4.2 thiét lap mot s6 cong thitc dé tinh d6i dao ham
Fréchet cia ham gid tri toi vu trong bai toan toi uu vécto ¢6 rang budc dugc
xac dinh bdi mot 4nh xa da tri. Muc 4.3 trién khai cdc cong thic nhu & trong
Muc 4.2 vao mot sO 16p cac bai toan t6i wu vécto ¢6 rang budc toan tir, rang

budc duoc mo ta bdi mot s6 hitu han hoac vo han cac ham s6 thuc.

Cac két qua chinh trinh bay & day da duoc cong bo trong [15].

4.1 Cac khai niém co ban va két qua bo tro

Trong chuong nay, trir khi quy udc khac di, ta van sir dung cac khai niém va
ky hiéu di dua ra trong cic chuong truéc. Chang han, ta tiép tuc xét bai todn
toi vu vécto phu thudc tham so6 (3.1.1), anh xa da tri £’ & trong (3.1.2) va ham

gia tri t6i uvu F & trong (3.1.3), nhung xuyén suot chuong nay P, X va Y dugc
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gia str 12 cdc khong gian Banach thuc véi chuén || - ||.

Cap d6i ngdu gitta X va doi ngau topd ctia né X* dugc ky hiéu boi (-, -).
Ky hiéu A* duoc dung dé chi toan tir lién hop cua todn tir tuyén tinh lién tuc
A. Hinh cau mé& tam = € X ban kinh p trong X duoc ky hiéu boi B,(x). Nén

d6i ngau khong am cua nén K dugce dinh nghia la tap
K ={y " eY"|(y', k) >0 Vke K}. 4.1.1)

Khong gian Banach X dugc goi la khong gian Asplund néu moi ham 16i lién
tuc xdc dinh trén mot tap con 16i md khac rong U C X 1a kha vi Fréchet trén
mot tap con trdl mat ctia U. Ta da biét rang 16p cdc khong gian Asplund 1a da
rong bao gom tat ca cac khong gian Banach phan xa, cac khong gian c6 doi

ngau topo kha li (xem [36,37,42]).

Ham vécto f: P — Y duogc goi la khd vi chdt tai p € P néu ton tai mot

toan tlr tuyén tinh lién tuc V f(p): P — Y sao cho

i 1 P) = f(w) = (VF(p).p —w)

pu=—p lp —

= 0.

Ham vécto [: 0 C X — Y duoc goi la Lipschitz dia phuong (tuong ung,

Lipschitz trén dia phuong) tai T € ) néu ton tai n > 0 va £ > 0 sao cho
i) = 1] < e —ull Vw0 € Bya)n o
(twong tng, ||I(z) — U(Z)|| < ||z —z|| V2 € B, (Z)NN).
Ta néi rang dnh xa da tri L: X = Y ¢6 ldat cat Lipschitz trén dia phuong

tai (Z,y) € gph L néu ton tai ham vécto [: dom L — Y 1a Lipschitz trén dia

phuong tai T sao cho [(Z) = y va l(z) € L(z) v6i moi x € dom L trong mot
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lan can nao d6 ctia z (xem [38]). P6i v6i anh xa da tri G: X = X*, ky hiéu

Limsup G(z) := {x* e X"

T—T

dz, — T, Hx;w—*>x*, z, € F(xy,) VnEN}

duoc dung dé chi gidi han trén theo ddy theo nghia Painlevé-Kuratowski trong
topo sinh boi chuin ctia X va topo yéu* (duoc ky hiéu boi chit w*) ciia X*. Ky
hi¢u x ﬂ>:z‘;df)’iV(’fitépo C Xconghialax — zvoiz € Q. Ky hiéue | g
dugc dung dé chi e — gq v6i € > &.

Dinh nghia 4.1.1. (Xem [36]) Cho 2 C X.

(i) V6i moi € > 0, dat

N.(z;Q) = {:U* e X" limsupw < 5}. (4.1.2)
Q

= ]

r—

Céc phan tu cta tap hop & v€ trai cong thic nay dugc goi la cac e-phdp tuyén
chia Q tai 7 € . Khi e = 0, tap hop N(z:Q) := No(z; ) & trong (4.1.2) 1a
mot nén va duge goi 1a nén phdp tuyén Fréchet cua () tai . Néu z ¢ (), thi ta
dat N.(z;Q) := 0 v6i moi e > 0.

(i1) Non phdp tuyén Mordukhovich cta € tai & € 2 dugc dinh nghia la tap

N(z;9Q) := Limsup N.(z; Q). (4.1.3)
:z:&ﬁs
€l0

Ta dat N(z;Q2) := ) néu = ¢ Q.
Nhan xét 4.1.1. Hién nhién ta c6 N (z; Q) C N(z;9Q).

Néu X la khong gian Asplund va néu ) la tap déng dia phuong & xung
quanh Z (tdc 1a ton tai hinh cau déng tam Z vé6i ban kinh duong c6 giao vdi €2

la mot tap dong trong X), thi

N(z; Q) := Limsup N (z; Q).
Q

T
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Pinh nghia 4.1.2. (Xem [36]) Cho haim s6 ¢ : X — R vacho 7 € X.
(1) Duoi vi phdn Mordukhovich (hay duoi vi phdn qua gioi han) va duoi vi phdn

Fréchet cta ¢ tai T v6i |p(Z)| < oo tuong tng dugc cho bdi cac cong thiic

Op(z) = {a" € X" [ (2", 1) € N((Z, o(7)); epi) },
0p(T) == {a” € X* | (2%, —1) € N((Z,9(2)); epiep)}.
Néu |(Z)| = oo, thi ta dat dp () = dp(z) = 0.
(i1) Duoi vi phdn Fréchet trén cla o tai T dugc dinh nghia la tap

0 () = —d(—p)(Z). (4.1.4)

Nhan xét 4.1.2. (Xem [36, Theorem 1.93]) Néu ¢ 1a ham 161, thi duéi vi phan
Mordukhovich cua ¢ tai T v6i |p(Z)| < oo trung v6i dudi vi phan theo nghia
giai tich 16i, c6 nghia 1a

Op(z) ={x" e X* | (", x — ) < p(x) —¢p(x) Vre X},

Theo dinh nghia trén va Nhan xét 4.1.1, ta luon ¢6 dp(z) C dp(z). Néu
bao ham thitc nguoc lai duoc nghiém didng, thi ta néi rang ¢ 1a chinh quy dudi
(lower regular) tai z, c6 nghia la

0p(T) = 0p(T). (4.1.5)
Tap hop cac ham chinh quy dudi 1a da rong, bao gém tét ca cac ham 16i, cac
ham kha vi chat (xem [36, Theorem 1.93] va [36, Proposition 1.94]).

Theo [36, Proposition 1.87], Oy () # () va 0+ () # 0 khi va chi khi ¢ 1a

kha vi Fréchet tai Z, trong trudng hop niy dp(z) = 07 p(z) = {Ve(z)}.

Pinh nghia 4.1.3. (Xem [36]) Cho G: P == Y la anh xa da tri va cho



79

(p,y) € gph G. Doi dao ham Fréchet (Fréchet coderivative) cua G tai (p,y)

dugc cho bai cong thiic

D*G(p,y)(y*) == {p" € P*| (p", —y*) € N((5,5);2ph @)} Vo' e(}(;@

Néu G(z) = {g(z)} 1a 4nh xa don tri, thi ta viét Dg(p) thay cho Dg(p, g(p)).
Nhan xét 4.1.3. (Xem [36, Theorem 1.38]) Néu g : P — Y la kha vi Fréchet
tai p, thi ta co
D*g(p)(y") ={Vg(p)'y'} Vy €Y.
V6i mdi ham vécto tly y g : P — Y ta c6 thé lién két g v6i mot phan tir

y* € Y* dé dugc mot ham vo huéng hoa:

(", 9)(p) = (y". 9(p)) VpE P
Quan hé gitta d6i dao ham Fréchet cua mot ham vécto Lipschitz dia phuong
va dudi vi phan Fréchet cua ham vo hudéng héa da dugc thiét 1ap nhu sau

(xem [38, Proposition 3.5]): Néu g la Lipschitz dia phuong tai p € P, thi ta c6

A~

D g(p)(y*) = O(y", 9)(p) Vy" €Y™. (4.1.7)
Treén thuc t€, dang thitc & trong (4.1.7) van con gid tri khi (thay thé g 1a Lipschitz
dia phuong tai p) ta chi can gia si rang ¢ 1a Lipschitz trén dia phuong tai diém
do.

Tiép theo ta s& trinh bay hai két qua b trg. Két qua ddu tién dua ra mot
su dac trung cac dudi gradient Fréchet cua mot ham s6 qua cac ham s6 x4p xi
du6i, kha vi Fréchet tai diém duoc xét.

Bo dé 4.1.1. (Xem [36, Theorem 1.88 (i)]) Cho ¢ : X — R va z € X théa

man | o(%)| < co. Khi dé x* € Dp(Z) néu va chi néu ton tai U € N'(z) va mot
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ham s : U — R la khad vi Fréchet tai T voi dao ham ¥V s(Z) sao cho

s(T) = o(Z), Vs(Z) = 2", s(z) < p(z) Vrel.

Két qua ti€p theo dugc biét nhu 1a mot cong thite tinh ndn phéap tuyén Fréchet
clia anh ngugc cta cac tap hop dudi anh xa kha vi véi dao ham tran.
Bo dé 4.1.2. (Xem [36, Corollary 1.15]) Cho g : P — Y,© C Y,p € P va

v := g(p) € O©. Gid sit rang g la khd vi Fréchet tai p. Khi dé ta cé

A~

N(5;971(©)) D Vg(p)*N(7: ©).

Bao ham thiic nguoc lai o trén nghiém diung khi ¥ g(p) la toan dnh va hodc 'Y

la khong gian hitu han chiéu, hodc g la khd vi chdt tai p.
4.2 Truong hop bai toan toi vu vécto c6 rang buoc téng quat

Muc nay thiét 1ap mot s6 cong thic dé tinh doi dao ham Fréchet cua ham
gia tri toi wru F dugc xac dinh boi (3.1.3) trong bai toan toi uu vécto ¢ rang
buoc tong quat (3.1.1) véi P, X va Y la céc khong gian Banach.

Trudc hét, ta can tinh hodc uGc luong d6i dao ham Fréchet ciia tong mot 4nh
xa da tri v61 mot non.

Ménh deé 4.2.1. Cho G : P = Y la dnh xa da tri, cho (P, ) € gphG va xét

K* dugc cho boi (4.1.1). Khi do,

A~

D*(G+ K)(p,9)(y") € D*G(p,9)(y*) Yy €Y, 4.2.1)

va bao ham thitc nguoc lai nghiém diing néu y* € K* va c¢6 H cé ldat cat

Lipschitz trén dia phuong tai (p,y,y), 0 ddy H : P xY =3Y la dnh xa da tri
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dugc xdc dinh boi H(p,y) = G(p) N (y — K).

Chitng minh. Tt 0 € K suy ra gphG C gph(G + K). Do d6, theo dinh nghia

cua nén phap tuyén Fréchet ta c6

N((p,7): gph(G + K)) € N((5,7); gphG).

Vi vay, tir dinh nghia cua d6i dao ham Fréchet & trong (4.1.6) kéo theo (4.2.1).
Dé chimg minh bao ham thic nguoc lai, ta chon y* € K* va ldy ty y
p* € D*G(p,j)(y*). Gi stt ring p* ¢ D*(G + K)(p,)(y*). Theo céc cong
thic tinh doi dao ham Fréchet & trong (4.1.6) va nén phap tuyén Fréchet &
trong (4.1.2) v6i e = 0, ton tai day (p,, y,) — (p,7) v6i y, € G(p,) + K sao
cho

lim sup <(p*7 _y*)7 (pn7 yn) T (ﬁ) g)>

0. 4.2.2
A T gy | R (+:2:2)

Do H c¢6 lat cat Lipschitz trén dia phuong tai (p, 7, §) va domH = gph(G+K),
tontai ¢ > 0vaUxV € N(p,7) sao cho v6i mbi (p,y) € (UxV)Ngph(G+K)

ta tim duoc y' € H(p,y) thda man

Y =7l < l(p,y) — (B, 9)|]-

Vi (pn,yn) — (P, ), nén ton tai ny € N sao cho (p,,y,) € U x V véi moi
n > ng. Do d6, v6i méi n > ng, ton tai y,, € H(pn, yn) = G(pn)N(yn— K) sao
cho ||yl =l < | (pn, yn)— (D, 9)]||- Suy ra, véi mdi n > ng, ton tai y), € G(py)
va k, € K thoéa man y, = y, — k,. Di€u nay c6 nghia la ta tim dugc day

(s ) 225 (5, 9) sa0 cho ||(pn, ) — ()] < (€ + ]| y) — (2, 7)]|

vGi moi n > ng. Hon nira, tir su chon lua cua y* € K* va dinh nghia cua nén
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d6i ngau khong am & trong (4.1.1), suy ra
(y*, k) >0 Vke K.

Do d6, v6i moi n > ng, ta c6

*

(" =y, (Lo yn) — 0, 9)) =((P", —y"), (0 — Dy Yn — kn — )
=((0", =), Pn — Dy Yn — 9)) + (¥, k)
(P, =y"), (Pn — D yn — 9))-

Vi the, tir (4.2.2) suy ra

(", =y), (n, vp) — (B, 7))

lim sup —
n—00 |’(pn7y7/1) - (pa y)”
> limsup ((p*, —y"), (/pn — DY — y))
n—00 H(pmyn) - (py y)H

> 0.

> Timsup (p*, —y*), (pn — P, yriiy)>
n—oo (L + D[(Pn,yn) — (0, 9)]
Do do,
()25 (5,9) L C

Diéu nay ¢6 nghia 1a p* ¢ D*G(p, §)(y*), mau thudn. Ching minh két thic. O

> 0.

Nhan xét 4.2.1. Bao ham thtc (4.2.1) c6 thé 1a chdt (nghia 1a khong phai dang
thitc) néu gia thiét vé su ton tai 14t cat Lipschitz trén dia phuong ctia H tai diém

dugc khao sat bi loai bo.
Vidu4.2.1.Cho P=Y =Rva K =R, := [0, +00). Lay

~ [{0,2} néup>0
Glp) = {(Z) néu p < 0.

Xét (p,y) = (0,2) € gphG va y* = 2 € K*. Ta thdy rang H khong c6 lat cat

La-d) -

Lipschitz trén dia phuong tai (0, 2, 2). That vay, v6i day (p,, yn) = (
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(0,2), H(pp,yn) = {0} v6i moi n € N. Do dd, khong ton tai £ > 0 sao cho
10 =7 < )|(pn,yn) — (D, 7)|| v6i moi n da 16n. Bang céch tinh todn truc tiép,

ta thu duoc
D*(G + K)(0,2)(2) =0, D*G(0,2)(2) = (—o0,0].

Di€u nay c6 nghia la bao ham thitc (4.2.1) Ia chat.

Tiép theo ta thiét 1ap quy tac tinh cho doi dao ham Fréchet ctia ham hop cua

mot ham vécto véi mot anh xa da tri.

Ménh dé 4.2.2. Cho g : P x X — Y la ham vécto, G : P = X la anh xa da
trivachop € P,y € (go G)(p). Vai y* € Y*, gid sit rang véi moi & € G(p)
théa man (p,z) € g~ *(y), ham g la Lipschitz trén dia phuong tai (p, ) va

-~

oy, 9)(p,z) # 0. Ta cé

Dgedmpw)c () |[p+DGermaeE)| @23

~

(p*,2*)€0* (y*,9) (P,T)
Néu g la kha vi Fréchet tai (p, T) vdi dao ham NV g(p, =) := (V,9(p,T), V49(D, T))
va G ¢6 ldt cdt Lipschitz trén dia phitong tai (P, ¥, T), thi bao ham thiic ngugc

lai cua (4.2.3) nghiém diing va do do,
D*(go G)(B.9)(y") = Vyp9(p. 2)*y" + D*G(5,7) (Vag(p.2)"y"), (4.2.4)

Gdiy G : P xY = X la dnh xa da tri dugc xdc dinh béi é(p, y) = {z €
G(p) |y =g(p,2)}.
Chitng minh. Lay tuy y u* € lA)*(g o G)(p,y)(y*). Theo cac cong thic tinh

doi dao ham Fréchet va nén phap tuyén Fréchet tuong tng & trong (4.1.6) va
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(4.1.2) v61 e =0, ta co

lim sup (', —y*), (p,y) — (D, 7))

eph(goG) l(p,y) — (@, 9)l
(py)———(p,y)

<0.

biéu nay c6 nghia l1a v6i moéi € > 0 ton tai 7; > 0 va 1y > 0 sao cho

(u,p =p) <(y"y — )+ e(llp = pll + [ly = 9lD) (4.2.5)

véi moi p € By, (p),y € By,(y) théamin y € (g0 G)(p) = {g(p,z) | = €
G(p)}. Ldy (p*,2*) € 9" (y*, 9)(p, ). Dé § dén (4.1.4) va 4p dung B3 dé 4.1.1
cho (—p*, —z*) € d(—(y*,¢))(p,Z) tatim dugc ham s : U C P x X — R Ia

kha vi Fréchet tai (p, z) va théa man

s(0, %) = (y", 9) (P, 7), (p", 2") = Vs(p, 1) := (Vps(p, 7), Vas(p, 7)),

s(p,x) > (y*,9)(p,x) Y(p,x) €U, (4.2.6)

& day U la lan can nao do6 cua (p,z). Do ¢ la Lipschitz trén dia phuong tai

(p, T), ton tai lan can Uy cua (p,z) va l; > 0 sao cho

lg(p, ) = g(p, 2)|| < W(llp = pll + [|z = zl[) V(p,z) € UL
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Két hop diéu nay véi (4.2.5) va (4.2.6) dua dén

(u*sp —p) <(,9(p, %)) = (¥, 9(p, 7)) + €(llp — Il + llg(p, 2) — 9(p, 2)])
<s(p,x) — s(p,z) + e(|lp — Bl + [lg(p, ®) — 9(p, 2)|])
=(Vps(p, T),p — P) + (Vas(p, ), x — T) + o(|lp — | + ||z — Z])
+e(llp = pll + llg(p, ) — 9(p. 2)|])
<(Vps(p,T),p — P) + (Vas(p, ), x — T) + o(|lp — | + ||z — Z])
+e(L+ ) (Ilp —pll + ||z — 2[)
=" p—p) + (=% 2 =) + o(|lp — Pl + ||z — z{])

+e(L+0)(llp = ol + [|z — 2|]) (4.2.7)

v6i moi p € By, (p), x € Ba,(Z) N G(p) d6i v6i oy > 0, g > 0 nao d6, & d6

lim o(|lp — pl| + ||z — Z||)

! A
(pa)—pz)  ||p— Dl + ||z — Z||

Vi € > 0 da dugc chon mot cach tuy ¥, nén tur (4.2.7) suy ra

o (=2 =) () = (5,7)

(p@)%(ﬁ,a_:) ”(p) I) - (]5, ii’)H

<0.

Do dé, tir (4.1.2) v6i £ = 0 va tir (4.1.6) kéo theo u* — p* € D*G(p, )(z*), ¢6

nghia 13 u* € p* + D*G(p, Z)(z*). Vi vay, (4.2.3) nghiém ding.

Bay gio, dé ching minh (4.2.4), ta chi cin chiing minh bao ham thitc
nguoc lai cua (4.2.3) duéi cdc gia thiét da thém vao. Chon tuy y u* ¢

D*(g o G)(p, ) (y*). Ching minh s& két thic néu ta chi ra dugc ring
0 ¢ Vg, 7)Y + DGE (Vg3 Y). 428)

Tu (4.1.6) suy ra (u*, —y*) ¢ N((p, y); gph(g o G)) mdi khi u* ¢ D*(g o
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G)(p,y)(y*). Do d6, theo (4.1.2) v6i e = 0 ta c6

lim sup ((u*,—y*), (0, y) — (D, 7))

gph(goG) H(pa y) o (pvg)H
(py)—— @)

> 0. (4.2.9)

Tu (4.2.9) suy ra ton tai {(p,,yn)} C gph(g o G) va a > 0 thdéa man

(PnsYn) — (P, y) khi n — oo va

(" pn = D) 2 (W yn — §) + l[pn =PIl + [lyn — ) (4.2.10)

v6i moi n dt 16n. Vi G c6 14t cét Lipschitz trén dia phuong tai (p, ¥, =), nén ton
tai [ : domG — X la Lipschitz trén dia phuong tai (p, y) sao cho I(p,y) = &
val(p,y) € é(p, y) v6i moi (p,y) € dom G du gan (p, 7). Do do, ton tai ¢ > 0

sao cho

[ln =[] < £(|lpn = DIl + [lyn — 3l1) (4.2.11)

v6i moi n du 16n, & d6 x, := l(pn, yn) € é(pn, Yn). VOi moOi n nhu & trén, vi
Ty € é(pn, Yn) cho nén x,, € G(pn), yn = g(pn, x,) va do do, tix (4.2.10) suy

ra

(u*,pn =) 2", 9(Pn; wn) — 9(D, 2)) + allpn — P + |lg(Pn, 2n) — 9(p, T)|])
=y, Vg(p, 2)(pn — b, 2 — ) + o(||pn — | + |20 — Z||)
+a(llpn — Il + 19(pn, 2n) — 9(p, 7))
=(Vg(p,2)"y", (pn — P 0 — 7)) + o(||pn — B|| + |20 — 7]

+a(llpn = pll + llg(Pn, 2n) = 9(p, T)])-
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Di€u nay va (4.2.11) suy ra

(W, pn — D) >(V9(D,Z)"y", (pn — D, 2n — T)) + o(||pn — D|| + |20 — Z|])
+ Slpa — DIl + ool — ]
9 Pn — P i T X
+a(|lpn — pl| + [|lzn — Z]|)
v6i & := min{a/2,«/(2¢)} > 0. Do do,

(u* — V9P, Z)*y*,p — b) — (Vo9(p, 2)*y*, o — T)
lp —pl| + ||z — Z||

lim sup > Q,

(r.r) 25 (p.2)
diéu nay c6 nghia 12 (u* — V,9(p, ©)*y*, —Va.9(p, ©)*y*) ¢ N((p, Z); gphG).
Theo (4.1.6), u* — V,g(p,Z)*y* ¢ D*G(p,T)(Veg(p,Z)*y*). Vi vay, (4.2.8)
nghiém dung. O

Nhan xét 4.2.2. Dau "=" & trong (4.2.4) c6 thé khong xay ra néu gia thi€t vé

su ton tai lat cat Lipschitz trén dia phuong cua G bi loai bd.
Vidud.22.Cho P = X =Y =R. Lay g(p,z) := 2° va

Glp) = {é—\/f% JB} néup >0

néu p < 0.

Ta co

gphG = {(p,z) € R? | 2* = p},

gph(g 0 G) = {(p,y) €R? | p > 0,y = p}.
Xétp=2 =79 =0vay = 0. Déyring G khong c6 lat cit Lipschitz dia
phuong nao tai (0,0, 0). Bang cdch tinh todn tryc tiép, ta thu dugc

D*G(0,0)(0) =R, D*(g0o G)(0,0)(0) = (—o0,0].
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Di€u nay c6 nghia la khong c6 dau "=" & trong (4.2.4).

Ménh dé 4.2.2 phat trién mot két qua da biét trong [40]. Cu thé hon, ta c6

hé qua sau.

Hé qua 4.2.1. (Xem [40, Proposition 4.6]) Cho g : P x X — Y la ham
vécto, G : P = X la dnh xa da tri voi gphG la tdp déng, va cho p € P,
y € (g0 G)(D). Gid sit rdng véi méi T € G(p) thda man (p,z) € g1 (y), ham

g la Lipschitz dia phuong tai (p, T) va khd vi Fréchet tai diém nay. Khi dé,

D*(go G)(p,7)(y") C Vy9(p,2)*y" + D*G(p,2)(Vag(p, 2)y") Vy" €Y.

Hon nita, néu G = h la dnh xa don tri va Lipschitz dia phuong tai p, thi ta cé
D(g o) (0.9)(y") = Vg (0.2)y" +0(Vag(.2)"y" ) (5) Vy" € V™.

Bay gi0, ta s& phat biéu va ching minh két qua chinh cia muc nay. Nhu
O cac muc trudc cua chuong nay, ham gia tri to6i uwu F cua bai toan toi uu
vécto (3.1.1) duoc dinh nghia & trong (3.1.3) va anh xa da tri ' dugc xac
dinh boi (3.1.2) v6i P, X va Y la cic khong gian Banach. Ta dinh nghia

céce’mhxe_lH:PxY:;Yvéé:PxY:;Xléinlu’qtnhusau:

H(p,y) = F(p) N (y — K), Cp,y) = {z € C(p) | y = f(p,2)}.

Pinh 1y 4.2.1. Chop € P,z € C(p) sao cho y := f(p,x) € F(p). Voi
y* € K* duogc cho bdi (4.1.1), gid sit rang 5+<y*,f>(]3, T) # 0 va ham f la
Lipschitz trén dia phuong tai (p,T). Gid thiét thém rdang tinh chdt troi ding

cho F ¢ xung quanh p va H cé lat cdt Lipschitz trén dia phuong tai (p, 7, 7).
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Khi do,

D*F(p,9)(y") C N [p* L DCE D) Y]. @212
(p*,2*) €™ (y*. /) (P, )

Néu ta gid sit thém rang [ la khd vi Fréchet tai (p, T) vdi dao ham ¥V f (p,T) :=
(Vpf(p,2),Vyf(p,)) va C ¢6 ldt cdt Lipschitz trén dia phiong tai (p, 4, T),

thi bao ham thitc nguoc lai cua (4.2.12) nghiém diing, co nghia la ta cé

D*F(p,9)(y") = Vypf (5, 7)'y" + D*C(p, 7) (Vo f(5,7)"y").  (4.2.13)

Chitng minh. Trudc hét ta ching minh (4.2.12). Do F(p) C F(p) v6i moi
p € P va do tinh chét troi ding cho F' & xung quanh p € P, ton tai U € N (p)
sao cho

Fp)+ K=F(p)+ K Vpel.
Khi do,
DXF + K)(p,9)(y") = D*(F + K)(p,9)(y") Yy €Y.
Dicu nay cung v6i Ménh dé 4.2.1 kéo theo

D*F(B,9)(y*) = D(F + K)(p,9)(y") = D*(F + K)(5,9) ("), y* € K*.
(4.2.14)

Xét anh xa H : P x Y = Y duoc cho bdi H(p,y) := F(p) N (y — K).
Dé thdy rang H(p,y) C H(p,y) véi moi (p,y) € P x Y va domH =
gph(F + K),domH = gph(F + K). Vi vay, H ¢6 lat cat Lipschitz trén
dia phuong tai (p, 7, ) mdi khi H c6 14t cat Lipschitz trén dia phuong tai di€ém

d6. Bang céach ap dung Ménh dé 4.2.1 mot 1an nita, ta thu duoc

D*(F + K)(5,9)(y*) = D*F(5,9)(y"), y* € K*. (4.2.15)



90

Dé y dén cong thiic hop cta d4nh xa F' & trong (3.1.2) va 4p dung Ménh dé 4.2.2
cho né, ta nhan dugc
DFepwYc () [preDeeaen]. @216
(p*2*) €0 (y*./) (D7)
Tir cdc moi quan hé & trong (4.2.14)-(4.2.16) suy ra (4.2.12) nghiém ding.
Nhan xét rang, theo Ménh dé 4.2.2, bao ham thitc nguoc lai & trong (4.2.16)
nghiém ding dudi cdc gia thiét them vao cua dinh ly. Vi vay, dé thu dugc
(4.2.13) ta chi can st dung lai mot 1an nita cac tinh chat & trong (4.2.14)-

(4.2.16). 0

Nhan xét 4.2.3. Bang nhitng vi du thich hop, ta cé thé chi ra ring gia thiét
y* € K* va gia thiét C ¢6 14t cat Lipschitz trén dia phuong tai diém duogc xét
o trong Dinh 1y 4.2.1 1a thiét yéu. Vi du sau day s& minh hoa tdm quan trong
cua tinh chat troi ctia 4nh xa F, d6 12 bao ham thic (4.2.12) c6 thé khong con
diing nita néu gia thiét vé su ton tai cla tinh chat troi ctia /' & xung quanh diém
dang khao sat da bi loai bo.

Vidu423.ChoP=X=Y =RvaK =R, :=[0,400). Lay f(p,x) ===

N

va

_ J[0,400) néup=0
C(”‘{mmax>n@p¢u

Ta thay rang
gphC = {(p,z) € R* | = > |p[} U {(0,0)},
F(p)=C(p) VpeP.

Xétp:=x:=0vay":=1¢€ K* dugc cho boi (4.1.1). Ta co

_ J{0} néup=0
f(p)_{@ néu p # 0.
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Vivay, y := f(p,z) = 0 € F(p) va tinh chét troi khong ding cho F' & xung

quanh p = 0. Trong khi do, vi

{0} néu (p.y) € {0}
Hipy) = { néu (p.y) ¢ {0} x R..

nén H c6 lat cat Lipschitz trén dia phuong tai (p, 7, 7). Bang céch tinh todn

truc tiép, ta thu duoc

D*F(0,0)(1) = (=00, +00), V,f(0,0)*(1) + D*C(0,0)(1) = [-1,1].
Di€u nay c6 nghia la bao ham thic (4.2.12) khong nghiém ding.
4.3 Truong hop bai toan téi uu vécto c6 rang buoc thong thuong

Muc nay dugc danh d€ trién khai cic cong thic tinh d6i dao ham Fréchet
ctia ham gia tri toi vu F nhu & trong Dinh 1y 4.2.1 vao mot s6 16p cac bai toan
toi uu vécto co rang budc toan ti, va rang budc dugc mo ta boi hitu han va vo

han cac ham so thuec.

Trude hét ta xét bai toan (3.1.1) véi anh xa tap rang buoc C' : P = X duoc

cho & dang
C(p) :={z € X | h(p,z) € B}, 4.3.1)

6 dé h: P x X — W la ham vécto gitta cac khong gian Banach (luu y ring
P, X va'Y van duoc gia st 1a cdc khong gian Banach) va () £ © C W. Cac
rang buoc ki€u (4.3.1) dugc biét nhu 1a rang buéc todn tir. Ching bao gém
rang budc hinh hoc, rang budéc ham va mot s6 loai rang budc khac khi da chi

ra mot cach cu thé h va © (xem [36,37]).

Két qua diu tién trong muc ndy dua ra cac cong thic dé tinh doi dao ham
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Fréchet cia F duoc xac dinh boi (3.1.3) véi dnh xa tap rang budoc C' & trong

(4.3.1).

Pinh 1y 4.3.1. Cho p € P,z € C(p) sao cho y := f(p,z) € F(p). Vi
y* € K* duogc cho bdi (4.1.1), gid sit rang 5+(y*,f>(13, z) # 0 va ham f la
Lipschitz trén dia phuong tai (p, ). Gid thiét thém rang tinh chdt troi diing
cho F duoc xdc dinh bdi (3.1.2) & xung quanh p va H cé ldt cdat Lipschitz trén

dia phuong tai (p, i, y). Ta c¢é cdc khdang dinh sau:

(i) Gid si rang h o trong (4.3.1) la khd vi chdt tai (p,T) vdi dao ham
Vh(p, ) la toan dnh. Khi dé,
D*F(p.9)(y") C N +w] =) € Vh(p,2) N(w;©)},

(p*,a*) €T (y* . f) (p.Z)

(4.3.2)

d day w := h(p, ).
(ii) Gid sit thém vao (i) rang f la khd vi Fréchet tai (p,T) véi dao ham
Vip,z):=(Vuf(p,Z),Vof(D,T)) va C ¢6 ldt cdt Lipschitz trén dia phitong
tai (p,y, ). Khi dé bao ham thitc nguoc lai cua (4.3.2) nghiém diing, co nghia

la ta co

D*F(p,9)(y") =

(9,6.00" +

(u", =V f (5, 2)"y") € Vh(p,2)' N(1:;0) . (43.3)

Chitng minh. Nhan xét rang d6 thi ctia 4nh xa tap rang budc C' & trong (4.3.1)

c6 bi€u dién anh nguogc

gphC = h™1(0) := {(p,x) € P x X| h(p,z) € O}. (4.3.4)
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Vi h 1a kha vi chat tai (p,z) va dao ham Vh(p,Z) 1a toan dnh, nén tir BO
dé 4.1.2 va (4.3.4) ta cé
N((p,#);gph C) = N((p,2); h"1(8)) = Vh(p,#)"N(; ©).
Diéu nay cung véi (4.1.6) dua dén
lA)*C’(ﬁ, T)(z*) = {u* € P*| (u*, —2*) € VA(p, :E)*N(w, 0)}. (4.3.5)
Thay (4.3.5) vao (4.2.12) va (4.2.13) & trong Dinh 1y 4.2.1, ta thu dugc (4.3.2)
va (4.3.3) mot cach tuong tng. Chiing minh két thic. O
Bay gio, ta xét bai toan (3.1.1) véi cdc rang budc dang thitc va bat dang thic
C(p) == {x € X |gilpx)<0,i=1,..,m,
gi(p,x) =0, z':m—i—l,...,m—l—r}, (4.3.6)

6d6 g;, i = 1,...,m + r la cdc ham s6 thuc & trén P x X. Cac rang budc
kiéu nay c6 thé dugc xem nhu mot trudng hop dic biét clia rang budc todn tir

(4.3.1) v6i h : P x X — R™" duoc x4c dinh boi
h(p, ) == (91(p, ©), ., G+ (P, ) (4.3.7)
va © C R™" duoc cho boi
CRE {(oq, oy Qi) ER™T | ; <0, 1 =1,...,m,
a, =0, t1=m+1,....m+ r}. (4.3.8)

Tuy nhién, cic rang buoc kiéu (4.3.6) 1a mot 16p thong thudng va quen thuoc
trong quy hoach phi tuyén va t6i vu vécto. Dinh ly ti€p theo dua ra cac cong
thitc dé tinh doi dao Fréchet cia F cua bai toan (3.1.1) v6i C duogc cho boi

(4.3.6).
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Pinh 1y 4.3.2. Chop € P,z € C(p) sao cho y := f(p,x) € F(p). Voi
y* € K* dugc cho béi (4.1.1), gid sit ring O+ (y*, £)(p,T) # 0 va ham f la
Lipschitz trén dia phuong tai (p,T). Gid sit rang tinh chdt troi diing cho F
dugc xdc dinh bdi (3.1.2) & xung quanh p va ‘H cé ldt cdt Lipschitz trén dia
phuong tai (p,7,y). Gid thiét thém rdang cdc ham g;,i = 1,...,m +r, d trong

(4.3.6) la khd vi Fréchet tai (p,T) va

Vai1(p,Z), ..., Vmir (D, T) la doc lap tuyén tinh. (4.3.9)
Ta co
~ m—+r
D*F(p,y)(y*) C N g [p* + 3 AiV,ai(B, 5;)],
(p*,w*)€5+<y*,f>(p7j-) AeA(D,z,x*) =1
4.3.10)
o do

m+r
A, Z,2%) == {X = (A1, dmsr) ER™ 27+ " AiVagi(p, 7) = 0,
i=1
Ai >0,%0:(p,7) =0vdii=1,..,m} (43.11)
ky hiéu cho tdp cdc nhdan tu Lagrange (xem [39]). Hon nita, (4.3.10) tro thanh

ddng thirc
. m—+r
D*F(p,y)(y*) = U [fo 5.2y + > AiVpai(P, f)} ,
AeA(D,z, V. f(p,Z)*y*) =1
(4.3.12)

néu C ¢6 ldt cdt Lipschitz trén dia phuong tai (p,y, ) va f la khd vi Fréchet
tai (p,x) vdi dgo ham NV f(p, ) := (Vpf(D,Z), Vo f (D, T)).
Chitng minh. Ta nhan thdy rdng 4nh xa tap rang budc C' & trong (4.3.6) ¢c6

biéu dién anh nguoc

gphC = h™H(0) := {(p,x) € P x X| h(p,z) € O}, (4.3.13)
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& d6 ham vécto h dugc xac dinh bdi (4.3.7) va nén 16i déong © dugce cho bdi
(4.3.8). Theo gia thiét ctia dinh 1y va dinh nghia ctia ham h & trong (4.3.7), tacé
h 1a kha vi Fréchet tai (p, ) va hon nita tir (4.3.9) suy ra dao ham Vh(p, 7) 1a
toan 4nh (chang han xem [27, Example 13]). Vi vay, tit B6 dé 4.1.2 va (4.3.13)
ta co

N((p,2);gph C) = N((p, 2): h™"(©)) = Vh(p,2)"N(h(p,2); ©).
Diéu nay cung véi (4.1.6) dan dén

D*C(p, ®)(z*) = {u" € P* | (u*, —z*) € Vh(p,2)" N (h(p, 7); ©) }.
(4.3.14)

Béng céch tinh todn truc tié€p, véi luu y © 1a 161, ta ¢6

N(h(p,2);0) = {X:= (A1, ..c; Angr) ER™ | X >0, Xigi(p, ) =0

voii =1, ..., m}

Két hop diéu nay véi (4.3.14) va dé y dén dinh nghia cta h & trong (4.3.7), ta

thu duoc
R m-+r
D*C(p,z)(x {u € P | Z \iVgi(p,Z) v6i mot A € R™"
thdéa man \; > 0, )\igi(p, T)=0,i=1,..,m}. (43.15)

Bay gid, thay (4.3.15) vio (4.2.12) vi (4.2.13) & trong Pinh Iy 4.2.1 déng thoi
chd y dén cdu tric cia tap nhan to Lagrange A(p, T, 2*) & trong (4.3.11) ta thu
duogc (4.3.10) va (4.3.12) mot cach tuong tng. Chiing minh két thic. O
Nhan xét 4.3.1. O trong Pinh 1y 4.3.2, diéu kién doc lap tuyén tinh cla cic
gradient & trong (4.3.9) - dam bao tinh toan anh cta VA(p, ) - 1a hoi chdt. o)

trong dinh 1y ti€p theo, ching ta s& "ndi long" di€u kién nay bang cich thay thé
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né boi cai goi 1a diéu kién chinh quy Mangasarian-Fromovitz. Nhac lai rang
diéu kién chinh quy Mangasarian-Fromovitz (MF) thoa man tai (p, z) € gph C,

6 day C duoc xac dinh bai (4.3.6), néu

cac gradient Vg,,11(p, %), ..., Vgmir(D,T) la doc lap tuyén tinh
vatontai u € P x X sao cho (Vgi(p,T),u) =
voimoii=m+1,....m+r, va (Vg(p,T), ><O vGi moi
i=1,...,mma g(p,z)=0.

(4.3.16)

O d6 P va X dugc gia sir 1a cac khong gian Asplund va cdc ham g;,i =

1,...,m + r trong (4.3.6) duoc gia su 1a kha vi chat tai diém (p, 7).

Du6i diéu kién chinh quy (MF), ching ta ¢6 thé tinh chinh xdc doi dao
ham Fréchet clia 4nh xa tap rang budc C tai diém duogc xét (xem [36,
Corollary 4.35]). Cho P va X la cac khong gian Asplund va cho C' duoc
x4c dinh bdi (4.3.6), 6 d6 g;,i = 1,...,m + r 1a cdc ham kha vi chat tai diém

(p, T) € gph C. Néu diéu kién chinh quy (MF) thoéa man tai (p, z), thi ta c6
m—+r

D*C(p, %) = {u* € P* | Z \iVgi(p, ) v6i mot A € R™*"

thda man \; 2 O, Xigi(p,T) =0,1=1,.
(@. 31 17)

Pinh 1y 4.3.3. Trong ky hiéu ciia Dinh Iy 4.3.2, gid sit rang cdc khong gian P
va X la Asplund, cac ham g;,i = 1,...,m + r la khd vi chdt tai (p,T), va gid
su diéu kién (4.3.9) duoc thay bdi diéu kién (4.3.16). Khi dé, ta c¢é (4.3.10) va

(4.3.12) tuong ting vdi cdc gid thiét thém vao o trong Dinh ly 4.3.2.

Chitng minh. Do céc gia thi€t cua dinh 1y va Nhan xét 4.3.1, ta cé cong thic
tinh (4.3.17) cho d6i dao ham Fréchet cua 4nh xa tap rang buoc C tai diém
(P, 7).

Bay gio, thay (4.3.17) vao (4.2.12) va (4.2.13) tuong ung & trong Dinh
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1y 4.2.1 ta thu dugc két qua mong muon. O

Ti€p theo ching ta s& trién khai cdc cong thitc dé tinh doi dao ham Fréchet
cua ham gia tri t6i uvu F trong bai todn 167 uu vécto nita vo han. Cu thé, ta xét
bai todn (3.1.1) véi anh xa tap rang budc C' duoc xac dinh bai (3.3.10), nhung
gia string véimdit € T, ¢, : P x X — R 1a chinh quy dudi (xem dinh nghia
& trong (4.1.5)) tai diém dang khao sat. Ta van gia thiét rang P, X va Y 1a céc

khong gian Banach va str dung cac ky hiéu & trong Muc 3.3 cua Chuong 3.

Pinh nghia 4.3.1. Ta n6i rang hé (3.3.10) thoa man diéu kién chinh quy rang
buoc dat trén dudi vi phan Fréchet, viét tat 1a (FRCQ), tai (p, ) € gph C néu

N(@aeehC) = | [ Mdalp.2)]. (43.18)

\eA(pE) teT

Nhan xét 4.3.2. Bai bdo [12] da dé xuat hai diéu kién chinh quy rang budc cho
hé (3.3.10) v6i P, X 1a cdc khong gian Banach va véiméit € T, g, : Px X —
R 12 ham tuy y, dong thoi da cung cap mot s6 diéu kién di cho su thoéa mén
cua céc diéu kién chinh quy d6. Do khuon khé va céu tric cta luan 4n, cac
két qua trong [12] s€ khong dugc trinh bay vao day. Tuy nhién ching t6i mudn
nhian manh rang, vi cic ham ¢;,t € T & trong (3.3.10) dugc gia st 1a chinh quy
duéi (xem dinh nghia & trong (4.1.5)) tai di€ém dugc xét, nén c6 mot so tiéu
chuin dam bao cho céc diéu kién chinh quy & trong [12] s& kéo theo diéu kién
(FRCQ) & trén. Chang han, néu diéu kién (FM), duoc dinh nghia bai (3.3.12),
ding cho hé (3.3.10), thi tir [12, Theorem 3.7] suy ra hé (3.3.10) thoa man diéu
kién (FRCQ) tai (p,z) € gphC; hoac néu di€u kién chinh quy (MF), dugc
dinh nghia & trong (4.3.16), thoa man tai (p, ) € gph C (v6i luu y khi d6 7' 1a

hitu han), thi tir [12, Theorem 3.6] ciing suy ra hé (3.3.10) thoa man diéu kién
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(FRCQ) tai diém tuong dng.

Véi su gitp dd cua diéu kién chinh quy rang buoc 6 trong (4.3.18), bay gio
ta s& thiét 1ap cac cong thiic dé tinh doi dao ham Fréchet cua F trong bai todn
t0i wu vécto nlra vo han. Dinh 1y 4.3.4 dugc danh cho bai toan véi cac ham

rang budc khong kha vi. Trong khi d6, Hé qua 4.3.1 dé cho trudng hop kha vi.

DPinh 1y 4.3.4. Cho p € P,z € C(p) sao cho y := f(p,z) € F(p). Vi
y* € K* duogc cho bdi (4.1.1), gid sit rang 5+(y*,f>(]5, T) # 0 va ham f la
Lipschitz trén dia phuong tai (p,T). Gid sit rang tinh chdt tréi diing cho F ¢
xung quanh p, H ¢é lat cdt Lipschitz trén dia phuong tai (p, 1, v), va g; 0 trong
(3.3.10) la chinh quy dudi tai (p,T) véi moi t € T. Gid thiét thém rang hé

(3.3.10) thoa man (FRCQ) tai (p, x). Khi dé ta co

D*F(p.9)(y") C
m {p* + u*} (u*’ _x*) € U [Z Até\gt(ﬁ, g_j):| }

(p*,a*) €0 (y* ) (D,Z) NeA(p,z) teT
(4.3.19)

Ngoai ra, (4.3.19) nghiém ding dudi dang ddng thitc

D*F(p,y)(y") =
Vot ey +|w,-Vofmaryy e | [Y Mam.o)]},
AeA(p,z) teT
(4.3.20)
néu C ¢6 ldt cdt Lipschitz trén dia phuong tai (p,y,T) va f la khd vi Fréchet

tai (p, 7) véi dao ham V (5, %) == (V,f (5, 7), V. f (5, 7)).
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Chitng minh. Vi hé (3.3.10) théa man (FRCQ) tai (p, ), nén tit (4.1.6) suy ra

D Cp o)) ={u e P | (' —2)e |J [D Moa(p.2)]}.
AeA(p,x) teT

(4.3.21)
Bay gio, thay (4.3.21) vao (4.2.12) va (4.2.13) cua Dinh ly 4.2.1, ta thu dugc

(4.3.19) va (4.3.20) mot cach tuong ung. O
K&t qua sau day duoc suy ra tryc ti€p tir Dinh 1y 4.3.4.

Hé qua 4.3.1. Trong ky hiéu ciia Dinh ly 4.3.4, gid thiét thém rang g;, t € T,
d trong (3.3.10) la khd vi Fréchet tai (p, ). Ta c6

(p*,@*) €D (y*, f)(p,z) NEA(DT,2*) teT

(4.3.22)

Ap,z,z")={X e RSLT)} T+ Z AeVagi(p, T) = 0,
teT

)\tgt(ﬁ, ZZ’) =0 Vte T}
ky hiéu cho tdp cdc nhdn tu Lagrange (xem [20]). Ngoai ra, (4.3.22) nghiém
diing dudi dang dang thirc

DFEw) = U VR Y+ Y Ve,
AeA(D,z, Vo f(P,T)*y*) teT

néu C ¢6 ldt cdt Lipschitz trén dia phitong tai (p,y, %) va f la kha vi Fréchet
tai (p, ) voi dao ham N f (p, &) := (Vp f (P, Z), Vo f (P, T)).

Cudi cung & trong muc nay ta hay xét mot vi du minh hoa su dp dung cac
két qua chinh clia chuong nay vao nhiing bai todn cu thé,
Vidu 43.1. Lay T = [0,1,P = R, X =Y = R4, K = R2. Cho

f:RxR? - R?lahimvéctova g, : Rx R?> — Rt € T 1a cic ham
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sO thuc dugc xac dinh nhu sau.

flp,x)=(p+a1+1,20+1) Vo= (z1,20) €ER? VpeER,

gi(p,x) =tp —try — (1 — )y Va = (r1,22) €R® VpeR.

Dé thay rang g; 1a chinh quy dudi tai moi (p,z) € P x X v6i moi ¢t € T. Xét
bai todn (3.1.1) v6i C' duoc cho bdi (3.3.10). Bang cach tinh todn truc tiép ta

thu duoc

C(p) = {(z1,32) € R* | 21 > p, 2 > 0},

Fip)={y=(y,y2) ER* |y1 > 2p+1,y2 > 1} Vpe P,

Do do, ta thay rang tinh chét troi ding cho 4nh xa I’ duoc xac dinh boi (3.1.2)

tai moi diém p € P. Hon nita, vé6i p := 0,

C(p) = {(z1,32) € R? |21 > 0,22 > 0},

F(p)={(yr,y2) €R* | y1 > 1,y > 1}.

Suy ra 7 := (0,0) € C(p) vay := f(p,z) = (1,1) € F(p). Kiém tra duoc
rang H va C' ¢6 14t cat Lipschitz trén dia phuong tai (p,y,¥y) va (p,y, T) mot

cach tuong ung. V6i méi t € T, ta c6

. B néu (p,x) = (¢, —t,t — 1)
9i(p7) = {+oo néu (p,z) # (t,—t,t — 1),

Vo = (x1,19) € R?, Vp € R,
epig; = {t} x {—t} x {t — 1} x R,.

Vi vay, cone( Uer epig;) — R, x R x R, Ia déng & trong R*, c6 nghia 1

diéu kien (FM) didng cho heé (3.3.10). Theo Nhan xét 4.3.2, hé (3.3.10) thoa
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man (FRCQ) tai (p, 7). V6i y* = (y7,y;5) € K* duge cho bdi (4.1.1), ta c6

Ap2 Va0, y) = N e RO IVaf (.20 + 3 AVaan(57) =0,

teT
)\tgt(ﬁ; i’) =0, Vt € T}

{)\ e RO (1 w5) + > M1t —1) = (0, 0)}

teT

= {0 eRD I =yt > N =i+ i}

teT teT

Bay gio, ap dung Hé qua 4.3.1 ta nhan dugc

D*F(p.9)y") = U i+ M) = {27,

AeA (p2.V.f (p2) 7y ) tet
Két luan cua Chuong 4

Cac két qua chinh clia chuong nay bao gom:

- Cong thuc tinh doi dao ham Fréchet cho bai todn toi wu vécto co tap rang

budc dugc xac dinh boi mot anh xa da tri (Pinh 1y 4.2.1).

- Cong thic tinh d6i dao ham Fréchet cho bai toan toi uu vécto c6 rang budc

toan tr (Dinh 1y 4.3.1).

- Cac cong thuc tinh doi dao ham Fréchet cho bai toan t6i uu vécto co tap
rang budc duoc mo ta boi hitu han cac ham s6 thuc (Pinh 1y 4.3.2 va Dinh
1y 4.3.3).

- Cac cong thuc tinh doi dao ham Fréchet cho bai toan t6i uu vécto co tap

rang budc dugc mo ta bai mot tap tiy y cac ham s6 thuc (Dinh 1y 4.3.4 va Hé

qua 4.3.1).
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Két luan

Céc két qua chinh ctia luan an nay bao gom:

. Diéu kién can va du cho tinh chit nira lién tuc trén va nira lién tuc dudi cua

anh xa nghiém hitu hiéu trong bai toan t6i uu vécto nira vo han.

. Diéu kién du cho tinh chat gia-Lipschitz ciia 4nh xa nghiém hitu hiéu trong

bai toan t6i uu vécto ntra vo han 16i.

. Cong thic tinh dao ham trén-do-thi Clarke suy rong cua ham gid tri t6i uu
cho bai toan toi wu vécto trong cac truong hop sau: a) bai toan khong cé
rang buodc, b) bai todn cé rang budc téng quat, c) bai todn toi uu vécto nira

vO han.

. Cong thic tinh doi dao ham Fréchet cua ham gia tri tdi wu trong cac bai toan
toi uu vécto thudc cac dang sau: a) bai toan c6 tap rang budc dugc xac dinh
bdi moOt anh xa da tri, b) bai toan c6 rang budc toan tu, c¢) bai toan co tap

rang budc duge mo ta boi hitu han hoac vo han cac ham so6 thuc.

C6 thé phat trién cdc két qua cua hai chuong dau, dac biét 1a cia Chuong 2,
bang cach xac lap diéu kién cén cho tinh gia-Lipschitz cia 4nh xa nghiém hiru

hiéu va dua ra cc diéu kién du dé€ 4nh xa nghiém hitu hiéu 1a lién tuc Holder.
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Can nghién ctru sau thém moi quan hé gitta cac két qua cua Chuong 3 va
Chuong 4 vé6i nhitng két qua quen biét cua J. Gauvin va J. W. Tolle (1977),
J. Gauvin (1979), R. T. Rockafellar (1982) vé tinh 6n dinh vi phan trong bai

toan quy hoach cé tham so.

Ngoai ra, ciing nén khao sat su can thi€t cua mot so gia thiét dac biét (nhu

tinh 16i, di€u kién troi,...) trong cac dinh ly & Chuong 3.
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