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Tãm t¾t

Gi¶ sö (R,m) lµ vµnh giao ho¸n ®Þa ph­¬ng Noether, M lµ R-m«®un h÷u

h¹n sinh, A lµ mét R-m«®un Artin. M«®un A ®­îc gäi lµ tháa m·n tÝnh chÊt

(∗) nÕu

AnnR(0 :A p) = p víi mäi i®ªan nguyªn tè p ⊇ AnnRA.

LuËn ¸n nghiªn cøu tÝnh chÊt (∗) cho c¸c m«®un ®èi ®ång ®iÒu ®Þa ph­¬ng

H i
m(M) trong mèi liªn hÖ víi tÝnh catenary, tÝnh catenary phæ dông vµ tÝnh

kh«ng trén lÉn cña vµnh c¬ së. §ång thêi luËn ¸n còng ®Ò cËp ®Õn mét sè vÊn

®Ò vÒ chiÒu cña m«®un Artin, c«ng thøc béi liªn kÕt, tÝnh chÊt dÞch chuyÓn

®Þa ph­¬ng, tËp i®ªan nguyªn tè g¾n kÕt cho c¸c m«®un ®èi ®ång ®iÒu ®Þa

ph­¬ng. LuËn ¸n bao gåm 4 ch­¬ng.

Trong Ch­¬ng 1, chóng t«i nh¾c l¹i mét sè kiÕn thøc c¬ së vÒ m«®un ®èi

®ång ®iÒu ®Þa ph­¬ng, tÝnh catenary cña vµnh, chiÒu, tËp i®ªan nguyªn tè

g¾n kÕt vµ tÝnh chÊt (∗) cña m«®un Artin. Mét ®Æc tr­ng míi vÒ tÝnh chÊt

(∗) cña m«®un Artin th«ng qua hÖ tham sè ®­îc tr×nh bµy trong tiÕt cuèi cña

ch­¬ng.

Trong Ch­¬ng 2, chóng t«i ®Æc tr­ng tÝnh chÊt (∗) cho H i
m(M) qua tËp

gi¶ gi¸ thø i cña M ; nghiªn cøu tÝnh chÊt (∗) cña m«®un ®èi ®ång ®iÒu

®Þa ph­¬ng H i
m(M) trong mèi liªn hÖ víi tÝnh catenary phæ dông cña vµnh

R/AnnRM vµ tÝnh kh«ng trén lÉn cña c¸c vµnh R/p víi p ∈ Supp(M).

Trong Ch­¬ng 3, chóng t«i nghiªn cøu tÝnh chÊt (∗) cña m«®un Artin tùa

kh«ng trén lÉn, ®Æc biÖt lµ tÝnh chÊt (∗) cña m«®un ®èi ®ång ®iÒu ®Þa ph­¬ng

tùa kh«ng trén lÉn trong mèi liªn hÖ víi tÝnh catenary cña vµnh c¬ së vµ

chiÒu cña m«®un Artin.

Trong Ch­¬ng 4, chóng t«i ®­a ra mét sè øng dông cña tÝnh chÊt (∗) cña
m«®un ®èi ®ång ®iÒu ®Þa ph­¬ng: ®­a ra c«ng thøc béi liªn kÕt cña H i

m(M)

víi ®iÒu kiÖn H i
m(M) tháa m·n tÝnh chÊt (∗); nghiªn cøu tÝnh chÊt dÞch

chuyÓn ®Þa ph­¬ng; nghiªn cøu tËp i®ªan nguyªn tè g¾n kÕt cña m«®un ®èi

®ång ®iÒu ®Þa ph­¬ng H i
m(M) liªn hÖ víi tËp gi¸ vµ c¸c tËp gi¶ gi¸ cña M .



Abstract

Let (R,m) be a commutative Noetherian local ring and let M be a finitely

generated R-module. An Artinian R-module A is said to satisfy the property

(∗) if

AnnR(0 :A p) = p for every prime ideal p ⊇ AnnRA.

In this thesis, we study the property (∗) of the local cohomology modules

H i
m(M) concerning catenarity, universal catenarity, and unmixedness of the

base ring. We also deal with the dimension, the associativity formulae,

the shifted localization principle, and the set of attached primes of local

cohomology modules. The thesis is divided into four chapters.

In Chapter 1 we recall some basic knowledge on local cohomology

modules, catenarity of rings, attached primes, and the property (∗) of Artinian
modules. A new characterization of the property (∗) of Artinian modules in

terms of systems of parameters is proved in the last section of this chapter.

In Chapter 2 we characterize the property (∗) of H i
m(M) via ith pseudo-

support of M . We study the property (∗) for H i
m(M) in connection with

universal catenarity of the ring R/AnnRM and unmixedness of the rings

R/p for p ∈ Supp(M).

In Chapter 3 we study the property (∗) for quasi unmixed Artinian modules.

In particular, we study the property (∗) for quasi-unmixed local cohomology

modules concerning catenarity of the base ring, and the dimension of these

modules.

In Chapter 4 we give some applications of the property (∗) of local coho-
mology modules: give the associativity formulae for multiplicity of H i

m(M)

in caseH i
m(M) satisfies the property (∗); study the shifted localization princi-

ple and the set of attached primes ofH i
m(M) concerning support and pseudo-

supports of M .



Lêi cam ®oan

T«i xin cam ®oan ®©y lµ c«ng tr×nh nghiªn cøu cña riªng t«i. C¸c kÕt qu¶

viÕt chung víi t¸c gi¶ kh¸c ®· ®­îc sù nhÊt trÝ cña ®ång t¸c gi¶ khi ®­a vµo

luËn ¸n. C¸c kÕt qu¶ cña luËn ¸n lµ míi vµ ch­a tõng ®­îc ai c«ng bè trong

bÊt k× c«ng tr×nh nµo kh¸c.

T¸c gi¶

TrÇn Nguyªn An



Lêi c¶m ¬n

T«i xin bµy tá lßng biÕt ¬n tíi thÇy t«i GS. TSKH. NguyÔn Tù C­êng. ThÇy

®· chØ d¹y cho t«i tõ nh÷ng bµi häc ®Çu tiªn cña §¹i sè giao ho¸n ®Õn nh÷ng

chñ ®Ò trong nghiªn cøu. ThÇy ®· tËn t×nh h­íng dÉn t«i tõ khi t«i lµm luËn

v¨n th¹c sÜ vµ giê ®©y lµ luËn ¸n tiÕn sÜ. Ph­¬ng ph¸p ®äc s¸ch, c¸ch ph¸t

hiÖn vµ gi¶i quyÕt vÊn ®Ò, nh÷ng ý t­ëng trong to¸n häc mµ thÇy h­íng dÉn

®· gióp t«i hoµn thµnh luËn ¸n nµy vµ tr­ëng thµnh h¬n trong nghiªn cøu.

ThÇy lu«n t¹o ®iÒu kiÖn cho t«i cã dÞp giao l­u quèc tÕ ®Ó t«i thªm tù tin.

Nh­ mét ng­êi cha, thÇy lu«n uèn n¾n t«i ®Ó t«i hoµn thiÖn h¬n, gióp ®ì t«i

c¶ vÒ vËt chÊt vµ tinh thÇn.

T«i xin bµy tá lßng biÕt ¬n tíi c« t«i PGS. TS. Lª ThÞ Thanh Nhµn. C«

lµ ng­êi thÇy ®Çu tiªn ®· ®­a t«i ®Õn víi to¸n hiÖn ®¹i, ®Õn víi §¹i sè giao

ho¸n. C« lu«n tËn t×nh, tØ mØ h­íng ®Én t«i tõ khi t«i lµm ®Ò tµi nghiªn cøu

khoa häc sinh viªn, luËn v¨n ®¹i häc vµ ®Æc biÖt lµ luËn ¸n tiÕn sÜ. Kh«ng

chØ truyÒn cho t«i sù say mª trong gi¶ng d¹y vµ nghiªn cøu, c« lu«n quan

t©m, ®éng viªn, gióp ®ì t«i trong c«ng viÖc, trong cuéc sèng. Sù tËn t©m víi

nghÒ, víi häc trß cña c« sÏ lµ c¸i ®Ých cho t«i häc hái, noi theo.

LuËn ¸n ®­îc hoµn thµnh d­íi sù h­íng dÉn tËn t×nh cña hai ng­êi thÇy

GS. TSKH. NguyÔn Tù C­êng vµ PGS. TS. Lª ThÞ Thanh Nhµn. Mét lÇn n÷a

t«i xin tá lßng biÕt ¬n s©u s¾c ®Õn hai ng­êi thÇy cña t«i vµ sÏ phÊn ®Êu h¬n

n÷a ®Ó xøng ®¸ng víi c«ng lao cña thÇy, c«, xøng ®¸ng víi niÒm tin cña thÇy,

c« ®· dµnh cho t«i.



T«i xin ch©n träng c¶m ¬n GS. TSKH. Lª TuÊn Hoa vµ TS. Fred Rohrer

®· ®äc vµ gãp nh÷ng ý kiÕn quý b¸u cho luËn ¸n.

T«i xin tr©n träng c¶m ¬n ViÖn To¸n häc, c¸c phßng chøc n¨ng, Trung

t©m §µo t¹o sau ®¹i häc cña ViÖn To¸n häc ®· cho t«i mét m«i tr­êng häc

tËp, nghiªn cøu lý t­ëng ®Ó t«i cã thÓ hoµn thµnh luËn ¸n nµy.

T«i xin c¶m ¬n Ban gi¸m hiÖu tr­êng §¹i häc S­ ph¹m §¹i häc Th¸i

Nguyªn ®· cho t«i c¬ héi ®­îc ®i häc tËp vµ nghiªn cøu. T«i xin c¶m ¬n Ban

chñ nhiÖm khoa To¸n vµ tæ §¹i sè ®· t¹o ®iÒu kiÖn thu xÕp c«ng viÖc thuËn

lîi cho t«i trong suèt thêi gian t«i lµm nghiªn cøu sinh.

T«i xin c¶m ¬n nh÷ng ®ång nghiÖp, c¸c anh, chÞ, em ®· vµ ®ang häc tËp

vµ nghiªn cøu t¹i phßng §¹i sè vµ phßng Lý thuyÕt sè cña ViÖn To¸n häc vÒ

nh÷ng trao ®æi, hç trî vµ chia sÎ trong khoa häc còng nh­ trong cuéc sèng.

Cuèi cïng t«i muèn bµy tá lßng biÕt ¬n s©u s¾c tíi nh÷ng ng­êi th©n trong

gia ®×nh cña m×nh - nh÷ng ng­êi ®· ®éng viªn, chia sÎ mäi khã kh¨n cïng

t«i suèt nh÷ng n¨m th¸ng qua ®Ó t«i cã thÓ hoµn thµnh luËn ¸n nµy.
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2

Më ®Çu

Lý thuyÕt m«®un ®èi ®ång ®iÒu ®Þa ph­¬ng ®­îc A. Grothendieck ®­a ra

lÇn ®Çu tiªn trong [18] vµ nhanh chãng trë thµnh c«ng cô h÷u hiÖu cña §¹i

sè giao ho¸n, H×nh häc ®¹i sè. Do ®ã lý thuyÕt nµy ®· thu hót sù quan t©m

nghiªn cøu cña nhiÒu nhµ to¸n häc (xem c¸c c«ng tr×nh [5], [6], [18], [20],

[29], [30], [32], [36], [48], [55], [56]). M«®un ®èi ®ång ®iÒu ®Þa ph­¬ng cho

ta nhiÒu th«ng tin vÒ m«®un ban ®Çu còng nh­ vÒ vµnh c¬ së. Gi¶ sö (R,m)

lµ vµnh giao ho¸n ®Þa ph­¬ng Noether vµ M lµ R-m«®un h÷u h¹n sinh, cã

chiÒu Krull dimM = d. Cho I lµ mét i®ªan cña R. Khi ®ã, §Þnh lý triÖt

tiªu vµ kh«ng triÖt tiªu cña A. Grothendieck (xem [6, §Þnh lý 6.1.2, §Þnh lý

6.1.4]) nãi r»ng chiÒu cña M lµ sè i lín nhÊt mµ m«®un ®èi ®ång ®iÒu ®Þa

ph­¬ng H i
m(M) kh«ng triÖt tiªu, cßn ®é s©u cña M trong i®ªan I lµ sè i bÐ

nhÊt sao cho H i
I(M) kh«ng triÖt tiªu. TÝnh h÷u h¹n sinh vµ tÝnh Artin cña

c¸c m«®un ®èi ®ång ®iÒu ®Þa ph­¬ng còng liªn hÖ chÆt chÏ víi c¸c bÊt biÕn

cñaM vµ R. Cô thÓ G. Faltings ®· ®­a ra c«ng thøc tÝnh chØ sè ®Çu tiªn mµ

m«®un ®èi ®ång ®iÒu ®Þa ph­¬ng H i
I(M) kh«ng h÷u h¹n sinh th«ng qua ®é

s©u cña m«®un Mp vµ ®é cao cña i®ªan I + p/p, víi p lµ i®ªan nguyªn tè

trong Supp(M) ([55], [56]); n¨m 2001, R. Lü vµ Z. Tang ®· chØ ra r»ng ®é

s©u läc cña M trong i®ªan I (tøc lµ cËn trªn cña c¸c ®é dµi cña c¸c d·y läc

chÝnh quy cña M trong I) lµ chØ sè i bÐ nhÊt mµ m«®un ®èi ®ång ®iÒu ®Þa

ph­¬ng H i
I(M) kh«ng Artin ([28]).

§Æc biÖt, gÇn ®©y c¸c t¸c gi¶ N. T. C­êng, N. T. Dung vµ L. T. Nhµn [13]
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®· chØ ra mèi liªn hÖ gi÷a tÝnh chÊt (∗) cña m«®un ®èi ®ång ®iÒu ®Þa ph­¬ng

cÊp cao nhÊt víi gi¸ lµ i®ªan cùc ®¹i vµ tÝnh catenary cña vµnh c¬ së. TÝnh

chÊt (∗) ®­îc giíi thiÖu lÇn ®Çu tiªn bëi N. T. C­êng vµ L. T. Nhµn trong

[12] nh»m nghiªn cøu chiÒu cña m«®un Artin. TÝnh chÊt nµy ngµy cµng ®­îc

quan t©m trong viÖc nghiªn cøu m«®un Artin, m«®un h÷u h¹n sinh vµ cÊu

tróc cña vµnh c¬ së (xem [12], [59], [60], [26], [27]). Tr­íc hÕt, nh¾c l¹i

r»ng mét m«®un Artin A ®­îc gäi lµ tháa m·n tÝnh chÊt (∗) nÕu

AnnR(0 :A p) = p víi mçi i®ªan nguyªn tè p ⊇ AnnRA.

Khi ®ã mèi liªn hÖ gi÷a tÝnh chÊt (∗) cña m«®un ®èi ®ång ®iÒu vµ tÝnh

catenary cña vµnh trong [13] ®­îc ph¸t biÓu nh­ sau: m«®un ®èi ®ång ®iÒu

®Þa ph­¬ng cÊp cao nhÊt Hd
m(M) tháa m·n tÝnh chÊt (∗) khi vµ chØ khi vµnh

R/AnnRH
d
m(M) lµ catenary.

Môc ®Ých chÝnh cña luËn ¸n lµ nghiªn cøu tÝnh chÊt (∗) cho c¸c m«®un ®èi

®ång ®iÒu ®Þa ph­¬ng cÊp i bÊt kú, øng víi gi¸ lµ i®ªan cùc ®¹i trong mèi

liªn hÖ víi tÝnh catenary, tÝnh catenary phæ dông vµ tÝnh kh«ng trén lÉn cña

vµnh c¬ së. §ång thêi luËn ¸n ®­a ra øng dông cña tÝnh chÊt (∗) trong viÖc

nghiªn cøu vÒ chiÒu cña m«®un Artin, c«ng thøc béi liªn kÕt, tÝnh chÊt dÞch

chuyÓn ®Þa ph­¬ng, tËp i®ªan nguyªn tè g¾n kÕt cho c¸c m«®un ®èi ®ång

®iÒu ®Þa ph­¬ng.

LuËn ¸n ®­îc chia lµm 4 ch­¬ng. Ch­¬ng 1 nh¾c l¹i mét sè kiÕn thøc c¬

së nh­ m«®un ®èi ®ång ®iÒu ®Þa ph­¬ng, tÝnh catenary cña vµnh, chiÒu, tËp

i®ªan nguyªn tè g¾n kÕt vµ tÝnh chÊt (∗) cña m«®un Artin. Mét ®Æc tr­ng

míi vÒ tÝnh chÊt (∗) cña m«®un Artin th«ng qua hÖ tham sè ®­îc tr×nh bµy

trong phÇn cuèi cña ch­¬ng. Ch­¬ng 2, 3, 4 tr×nh bµy c¸c kÕt qu¶ thu ®­îc

cña luËn ¸n, viÕt dùa trªn c¸c bµi b¸o [39], [40] vµ [1].

Trong suèt luËn ¸n, chóng t«i lu«n gi¶ thiÕt (R,m) lµ vµnh giao ho¸n ®Þa

ph­¬ng Noether, M lµ mét R-m«®un h÷u h¹n sinh chiÒu Krull, dimM = d
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vµ A lµ mét R-m«®un Artin.

Trong Ch­¬ng 2, chóng t«i tr×nh bµy nh÷ng nghiªn cøu vÒ tÝnh chÊt (∗) cña
c¸c m«®un ®èi ®ång ®iÒu ®Þa ph­¬ng cÊp tïy ý, mèi quan hÖ gi÷a tÝnh chÊt

(∗) cña c¸c m«®un ®èi ®ång ®iÒu ®Þa ph­¬ng víi tËp gi¶ gi¸, tÝnh catenary

phæ dông cña vµnh R/AnnRM vµ tÝnh kh«ng trén lÉn cña c¸c vµnh R/p

víi p ∈ Supp(M). Nh¾c l¹i, theo M. Brodmann vµ R.Y. Sharp [7], tËp

Psuppi
R(M) = {p ∈ SpecR : H

i−dim R/p
pRp

(Mp) 6= 0}

®­îc gäi lµ tËp gi¶ gi¸ thø i cña M vµ

psdi
R(M) = sup{dimR/p : p ∈ Psuppi

R(M)}

®­îc gäi lµ gi¶ chiÒu thø i cñaM . Khi ®ã, kÕt qu¶ chÝnh ®Çu tiªn cña ch­¬ng

chØ ra mét ®Æc tr­ng ®Ó m«®un ®èi ®ång ®iÒu ®Þa ph­¬ng H i
m(M) tháa m·n

tÝnh chÊt (∗) th«ng qua tËp gi¶ gi¸ thø i cña M . Chó ý, ký hiÖu N-dim ®Ó

chØ chiÒu Noether cña m«®un giíi thiÖu bëi R. N. Roberts [46].

§Þnh lý 2.1.2. Gi¶ sö i ≥ 0 lµ mét sè nguyªn. Khi ®ã c¸c ®iÒu kiÖn sau lµ

t­¬ng t­¬ng:

(i) H i
m(M) tháa m·n tÝnh chÊt (∗);

(ii) V
(

AnnR(H i
m(M))

)
= Psuppi

RM .

H¬n n÷a, nÕu (i) vµ (ii) tháa m·n th×

psdi
RM = psdi

R̂
M̂ = N-dimR(H i

m(M)) = dimR/AnnRH
i
m(M),

{p ∈ Psuppi
RM : dim(R/p) = psdi

RM}

= {p̂ ∩R : p̂ ∈ Psuppi
R̂
M̂, dim(R̂/p̂) = psdi

R̂
M̂}.

Mét øng dông cña §Þnh lý 2.1.2 chØ ra r»ng nÕu vµnh R/AnnRM lµ

catenary phæ dông vµ c¸c thí h×nh thøc lµ Cohen-Macaulay th× H i
m(M) tháa
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m·n tÝnh chÊt (∗) víi mäi i 6 d (HÖ qu¶ 2.1.3). Tõ ®ã, ta ®Æt ra c©u hái:

m«®un M vµ vµnh c¬ së R cã nh÷ng tÝnh chÊt g× khi c¸c m«®un ®èi ®ång

®iÒu ®Þa ph­¬ng H i
m(M) tháa m·n tÝnh chÊt (∗) víi mäi i? §Þnh lý sau tr¶

lêi mét phÇn cho c©u hái ®ã.

§Þnh lý 2.2.1. Gi¶ sö H i
m(M) tháa m·n tÝnh chÊt (∗) víi mäi i < d. Khi ®ã

R/p lµ kh«ng trén lÉn víi mäi p ∈ AssM vµ vµnh R/AnnRM lµ catenary

phæ dông.

N¨m 1980, M. Nagata (xem [38]) ®· ®­a ra c©u hái: Gi¶ sö (R,m) lµ miÒn

nguyªn ®Þa ph­¬ng Noether kh«ng trén lÉn. Gäi p ∈ Spec(R). LiÖu r»ng

R/p kh«ng trén lÉn? N¨m 1983, Brodmann vµ Rotthaus [4] ®· x©y dùng mét

ph¶n vÝ dô cho c©u hái cña M. Nagata. KÕt qu¶ sau ®­a ra mét tiªu chuÈn

cña tÝnh kh«ng trén lÉn cho vµnh R/p víi p ∈ SuppM vµ dimR/p ≥ d−1.

§Þnh lý 2.2.4. Gi¶ sö M kh«ng trén lÉn vµ H i
m(M) tháa m·n tÝnh chÊt (∗)

víi mäi i < d. Khi ®ã R/p kh«ng trén lÉn víi mäi p ∈ SuppM tháa m·n

dim(R/p) ≥ d− 1.

Nh¾c l¹i trong [13], N. T. C­êng, N. T. Dung vµ L. T. Nhµn ®· ®­a ra mèi

liªn hÖ gi÷a tÝnh chÊt (∗) cña mét lo¹i m«®un Artin ®Æc biÖt - m«®un ®èi

®ång ®iÒu ®Þa ph­¬ng cÊp cao nhÊt Hd
m(M)-vµ tÝnh catenary cña vµnh ®Þa

ph­¬ng R/AnnRH
d
m(M). Ph¸t triÓn kÕt qu¶ trªn chóng t«i nghiªn cøu líp

m«®un Artin réng h¬n, c¸c m«®un Artin tùa kh«ng trén lÉn. M«®un Artin A

®­îc gäi lµ tùa kh«ng trén lÉn nÕu dim(R̂/p̂) = dim(R̂/AnnR̂A) víi mäi

p̂ ∈ min AttR̂A. KÕt qu¶ ®Çu tiªn cña Ch­¬ng 3 chØ ra mèi liªn hÖ gi÷a tÝnh

catenary cña vµnh, tÝnh chÊt (∗) vµ chiÒu cña m«®un Artin tùa kh«ng trén

lÉn.

§Þnh lý 3.1.5. Gi¶ sö A lµ tùa kh«ng trén lÉn. NÕu A tháa m·n tÝnh chÊt (∗)
th× vµnh R/AnnRA lµ catenary vµ dim(R/AnnRA) = dim(R̂/AnnR̂A).

Chóng t«i ®· x©y dùng nh÷ng vÝ dô trong ch­¬ng nµy chøng tá gi¶ thiÕt
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tùa kh«ng trén lÉn trong §Þnh lý 3.1.5 kh«ng thÓ bá ®i ®­îc (VÝ dô 3.1.6 vµ

VÝ dô 3.1.7).

Mét c©u hái tù nhiªn ®Æt ra lµ chiÒu ng­îc l¹i cña §Þnh lý 3.1.5 cã cßn

®óng kh«ng? GÇn ®©y chóng t«i ®· x©y dùng vÝ dô chøng tá r»ng ®iÒu ®ã

kh«ng ®óng (VÝ dô 3.2.2). Tuy nhiªn chóng t«i ®· chØ ra ®iÒu ng­îc l¹i lµ

®óng cho c¸c m«®un ®èi ®ång ®iÒu ®Þa ph­¬ng tùa kh«ng trén lÉn.

§Þnh lý 3.2.4. Gi¶ sö H i
m(M) lµ tùa kh«ng trén lÉn. Khi ®ã c¸c ®iÒu kiÖn

sau lµ t­¬ng ®­¬ng:

(i) H i
m(M) tháa m·n tÝnh chÊt (∗);

(ii) Vµnh R/AnnR(H i
m(M)) lµ catenary vµ

dim
(
R/AnnR(H i

m(M))
)

= dim
(
R̂/AnnR̂H

i
m(M))

)
.

Chó ý r»ng, m«®un ®èi ®ång ®iÒu ®Þa ph­¬ng cÊp cao nhÊtHd
m(M) lµ m«®un

Artin kh«ng trén lÉn. Thªm n÷a theo [12], ta lu«n cã

dim
(
R/AnnR(Hd

m(M))
)

= dim
(
R̂/AnnR̂H

d
m(M))

)
.

Do ®ã kÕt qu¶ chÝnh trong [13] lµ tr­êng hîp ®Æc biÖt cña §Þnh lý 3.2.4.

Trong Ch­¬ng 4, chóng t«i ®­a ra mét sè øng dông cña tÝnh chÊt (∗) cña
m«®un ®èi ®ång ®iÒu ®Þa ph­¬ng. øng dông ®Çu tiªn cña tÝnh chÊt (∗) cña
H i

m(M), chóng t«i ®­a ra c«ng thøc béi liªn kÕt cho m«®un ®èi ®ång ®iÒu

®Þa ph­¬ng H i
m(M), më réng kÕt qu¶ cña M. Brodmann vµ R. Y. Sharp trong

[7]. Nh¾c l¹i, ®èi víi m«®un h÷u h¹n sinh M , mét trong nh÷ng tÝnh chÊt

quan träng cña sè béi lµ c«ng thøc sau ®©y, ®­îc gäi lµ c«ng thøc liªn kÕt

cña sè béi

e(q,M) =
∑

p∈SuppM
dim R/p=d

`Rp
(Mp)e(q, R/p).

D. Kirby 1973 [24] ®· chøng tá r»ng nÕu q lµ i®ªan cña R vµ A lµ mét R-

m«®un Artin sao cho `(0 :A q) < ∞ th× `R(0 :A qn+1) lµ mét ®a thøc bËc
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s = N-dimA víi hÖ sè h÷u tû khi n ®ñ lín vµ ta cã biÓu diÔn

`(0 :A qn+1) =
e(q, A)

d!
ns + ®a thøc cã bËc nhá h¬n s,∀n� 0,

trong ®ã e(q, A) lµ mét sè nguyªn d­¬ng. Ta gäi e(q, A) lµ sè béi cña A

øng víi q (xem [11]). Khi R lµ vµnh ®Çy ®ñ, ®èi ngÉu Matlis cña A lµ mét

m«®un h÷u h¹n sinh nªn ta dÔ dµng chØ ra mét c«ng thøc béi liªn kÕt cho

A. Tuy nhiªn khi vµnh R kh«ng ®Çy ®ñ th× mét c«ng thøc t­¬ng tù nh­ vËy

ch­a ®­îc t×m ra. N¨m 2002, M. Brodmann vµ R.Y. Sharp [7] ®· h¹n chÕ xÐt

trªn mét líp m«®un Artin ®Æc biÖt - c¸c m«®un ®èi ®ång ®iÒu ®Þa ph­¬ng

víi gi¸ cùc ®¹i. Hä ®· chøng tá r»ng khi vµnh R lµ catenary phæ dông vµ cã

c¸c thí h×nh thøc lµ Cohen-Macaulay th× ta cã c«ng thøc sau

e(q, H i
m(M)) =

∑
p∈Psuppi

R(M)

dim(R/p)=psdi(M)

`Rp

(
H

i−dim(R/p)
pRp

(Mp)
)
e(q, R/p),

víi i®ªan m-nguyªn s¬ q cña R vµ víi mäi i. Hä còng gäi ®ã lµ c«ng thøc

béi liªn kÕt cho m«®un H i
m(M) t­¬ng øng víi q. Chóng t«i chØ ra r»ng nÕu

H i
m(M) tháa m·n tÝnh chÊt (∗), víi mçi i cè ®Þnh cho tr­íc th× ta cã thÓ x©y

dùng c«ng thøc béi liªn kÕt cho m«®un ®ã.

§Þnh lý 4.1.1. Gi¶ sö i ≥ 0 lµ mét sè nguyªn vµ N-dimR(H i
m(M)) = s. Víi

mçi p ∈ Psuppi
RM , ®Æt

T (p) = {p̂ ∈ Psuppi
R̂

(M̂) : dim(R̂/p̂) = dim(R/p), p̂ ∩R = p}.

Gi¶ sö H i
m(M) tháa m·n tÝnh chÊt (∗). Khi ®ã c¸c mÖnh ®Ò sau lµ ®óng.

(i) Psuppi
RM lµ tËp ®ãng.

(ii) NÕu p ∈ Psuppi
RM víi dim(R/p) = s th× T (p) 6= ∅,

`Rp

(
H

i−dim(R/p)
pRp

(Mp)
)
cã ®é dµi h÷u h¹n kh¸c kh«ng vµ

`R̂p̂

(
H

i−dim(R̂/p̂)
p̂R̂p̂

(M̂p̂)
)

= `Rp

(
H

i−dim(R/p)
pRp

(Mp)
)
`R̂p̂

(R̂p̂/pR̂p̂)

víi mäi p̂ ∈ T (p).
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(iii) Cho q lµ mét i®ªan m-nguyªn s¬ cña R. Gi¶ sö H i
m(M) 6= 0. Khi ®ã

béi e(q, H i
m(M)) cña H i

m(M) t­¬ng øng víi q tháa m·n

e(q, H i
m(M)) =

∑
p∈Psuppi

R(M)

dim(R/p)=psdi(M)

`Rp

(
H

i−dim(R/p)
pRp

(Mp)
)
e(q, R/p).

øng dông thø hai cña tÝnh chÊt (∗) lµ ®Ó nghiªn cøu vÒ tÝnh chÊt dÞch

chuyÓn ®Þa ph­¬ng cho H i
m(M), tøc lµ ®ßi hái

AttRp
(H

i−dim R/p
pRp

(Mp)) = {qRp | q ∈ AttR(H i
m(M)), q ⊆ p},

víi mäi p ∈ Spec(R). Khi R lµ mét vµnh th­¬ng cña vµnh ®Þa ph­¬ng

Gorenstein, R.Y. Sharp [48] ®· chøng tá r»ng H i
m(M) lu«n tháa m·n tÝnh

chÊt dÞch chuyÓn ®Þa ph­¬ng. Tuy nhiªn tÝnh chÊt nµy kh«ng ®óng trong

tr­êng hîp tæng qu¸t. Ch¼ng h¹n xÐt (R,m) lµ miÒn nguyªn ®Þa ph­¬ng

Noether, chiÒu 2 ®­îc x©y dùng bëi M. Ferrand vµ D. Raynaud [53] tháa m·n

R̂ cã i®ªan nguyªn tè nhóng chiÒu 1. Khi ®ã H1
m(R) kh«ng tháa m·n tÝnh

chÊt dÞch chuyÓn ®Þa ph­¬ng. H¬n n÷a còng theo M. Ferrand vµ D. Raynaud

[53], tån t¹i mét miÒn nguyªn ®Þa ph­¬ng Noether, chiÒu 1 mµ kh«ng thÓ

biÓu diÔn ®­îc nh­ ¶nh ®ång cÊu cña mét vµnh ®Þa ph­¬ng Gorenstein. Ta

cã thÓ kiÓm tra dÔ dµng r»ng H i
m(N) tháa m·n tÝnh chÊt dÞch chuyÓn ®Þa

ph­¬ng víi mäi R-m«®un h÷u h¹n sinh N vµ mäi i. Do ®ã mét c©u hái tù

nhiªn ®­îc ®Æt ra lµ víi ®iÒu kiÖn nµo th× H i
m(M) tháa m·n tÝnh chÊt dÞch

chuyÓn ®Þa ph­¬ng. §Þnh lý sau tr¶ lêi trän vÑn c©u hái trªn cho c¸c m«®un

®èi ®ång ®iÒu ®Þa ph­¬ng cÊp cao nhÊt.

§Þnh lý 4.2.3. C¸c ®iÒu kiÖn sau lµ t­¬ng ®­¬ng:

(i) Hd
m(M) tháa m·n tÝnh chÊt dÞch chuyÓn ®Þa ph­¬ng;

(ii) Vµnh R/AnnRH
d
m(M) lµ catenary;

(iii) Hd
m(M) tháa m·n tÝnh chÊt (∗);
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(iv) Hd−dim R/p
pRp

(Mp) tháa m·n tÝnh chÊt dÞch chuyÓn ®Þa ph­¬ng víi mäi

p ∈ Supp(M);

(v) Hd−dim R/p
pRp

(Mp) tháa m·n tÝnh chÊt (∗) víi mäi p ∈ Supp(M).

HiÖn t¹i chóng t«i ch­a t×m ®­îc ®iÒu kiÖn cÇn vµ ®ñ ®Ó c¸c m«®un ®èi

®ång ®iÒu ®Þa ph­¬ng cÊp nhá h¬n d tháa m·n tÝnh chÊt dÞch chuyÓn ®Þa

ph­¬ng. V× vËy kÕt qu¶ sau ®©y cã thÓ ®­a ra mét c¸ch tiÕp cËn míi.

§Þnh lý 4.2.4. Cho i ≥ 0 lµ mét sè nguyªn. Gi¶ sö R/AnnRM lµ catenary.

Khi ®ã c¸c ®iÒu kiÖn sau lµ t­¬ng ®­¬ng.

(i) min AttRp
(H

i−dim R/p
pRp

(Mp)) = {qRp | q ∈ min AttR(H i
m(M)), q ⊆

p}, víi p ∈ Spec(R).

(ii) H i
m(M) tháa m·n tÝnh chÊt (∗);

(iii) H i−dim R/p
pRp

(Mp) tháa m·n tÝnh chÊt (∗) víi mäi p ∈ Supp(M).

KÕt qu¶ cuèi cïng trong ch­¬ng nµy chóng t«i vËn dông tÝnh chÊt (∗) cña
m«®un ®èi ®ång ®iÒu ®Þa ph­¬ng ®Ó ®­a ra mét sè th«ng tin vÒ tËp c¸c i®ªan

nguyªn tè g¾n kÕt cña H i
m(M) liªn hÖ víi tËp gi¸, c¸c tËp gi¶ gi¸ cña M

(§Þnh lý 4.3.1). VËn dông kÕt qu¶ ®ã chóng t«i chøng minh l¹i mét tr­êng

hîp cña §Þnh lý triÖt Faltings d­íi gi¶ thiÕt c¸c m«®un ®èi ®ång ®iÒu ®Þa

ph­¬ng tháa m·n tÝnh chÊt (∗) (HÖ qu¶ 4.3.2).
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Ch­¬ng 1

KiÕn thøc chuÈn bÞ

Trong ch­¬ng nµy chóng t«i nh¾c l¹i mét sè kiÕn thøc c¬ së vµ mét sè kÕt

qu¶ ®· biÕt vÒ m«®un ®èi ®ång ®iÒu ®Þa ph­¬ng, tÝnh catenary cña vµnh,

chiÒu, tËp i®ªan nguyªn tè g¾n kÕt vµ tÝnh chÊt (∗) cho c¸c m«®un Artin tiÖn

cho viÖc theo dâi c¸c kÕt qu¶ trong c¸c ch­¬ng sau. Trong phÇn cuèi cña

ch­¬ng, chóng t«i tr×nh bµy mét ®Æc tr­ng míi cña tÝnh chÊt (∗) cho m«®un

Artin qua hÖ tham sè. Ta lu«n kÝ hiÖu (R,m) lµ mét vµnh giao ho¸n ®Þa

ph­¬ng Noether víi i®ªan cùc ®¹i duy nhÊt m, I ký hiÖu mét i®ªan ®· cho

cña R vµ V(I) lµ tËp c¸c i®ªan nguyªn tè cña R chøa I .

1.1 M«®un ®èi ®ång ®iÒu ®Þa ph­¬ng

§èi ®ång ®iÒu ®Þa ph­¬ng ®­îc giíi thiÖu bëi A. Grothendieck vµo nh÷ng

n¨m 1960 (xem [18], [6]). Ngµy nay §èi ®ång ®iÒu ®Þa ph­¬ng ®· trë thµnh

c«ng cô kh«ng thÓ thiÕu trong H×nh häc ®¹i sè, §¹i sè giao ho¸n. Tr­íc tiªn

ta giíi thiÖu kh¸i niÖm hµm tö I-xo¾n (xem [6, 1.1]).

§Þnh nghÜa 1.1.1. Hµm tö I-xo¾n kÝ hiÖu ΓI(−) ®­îc x¸c ®Þnh bëi ΓI(M) =⋃
n≥0(0 :M In) víi mäi R-m«®un M . Ta gäi ΓI(M) lµ m«®un con I-xo¾n

cña M .

Tõ ®ã ta cã ®Þnh nghÜa m«®un ®èi ®ång ®iÒu ®Þa ph­¬ng (xem [6, 1.2]).



11

§Þnh nghÜa 1.1.2. Víi mçi sè nguyªn i ≥ 0, hµm tö dÉn xuÊt ph¶i thø i cña

ΓI(−), kÝ hiÖu bëi H i
I(−), vµ ®­îc gäi lµ hµm tö ®èi ®ång ®iÒu ®Þa ph­¬ng

thø i ®èi víi I . Cho M lµ R-m«®un, kÕt qu¶ cña t¸c ®éng H i
I(−) vµo M kÝ

hiÖu lµ H i
I(M) vµ gäi lµ m«®un ®èi ®ång ®iÒu ®Þa ph­¬ng thø i cña M víi

gi¸ I .

M«®un ®èi ®ång ®iÒu ®Þa ph­¬ng víi gi¸ lµ i®ªan cùc ®¹i m cßn ®­îc gäi

lµ m«®un ®èi ®ång ®iÒu ®Þa ph­¬ng víi gi¸ cùc ®¹i.

M«®un ®èi ®ång ®iÒu ®Þa ph­¬ng còng cã thÓ ®­îc x©y dùng lµ giíi h¹n

trùc tiÕp cña c¸c m«®un Ext, th«ng qua ®èi ®ång ®iÒu cña phøc Čech, th«ng

qua giíi h¹n trùc tiÕp cña c¸c m«®un ®ång ®iÒu cña phøc Koszul (xem [6]).

Trong sè rÊt nhiÒu nh÷ng tÝnh chÊt cña m«®un ®èi ®ång ®iÒu ®Þa ph­¬ng, ta

giíi thiÖu nh÷ng tÝnh chÊt quan träng ®­îc sö dông trong luËn ¸n. Tr­íc hÕt

lµ tÝnh ®éc lËp cña m«®un ®èi ®ång ®iÒu ®Þa ph­¬ng khi chuyÓn vµnh c¬ së

(xem [6, §Þnh lý 4.2.1]).

§Þnh lý 1.1.3 (TÝnh ®éc lËp víi vµnh c¬ së). Cho R′ lµ R-®¹i sè vµ M ′ lµ

R′-m«®un. Khi ®ã ta cã c¸c ®¼ng cÊu nh÷ng R-m«®unH i
IR′(M ′) ∼= H i

I(M
′)

víi mäi i ≥ 0.

Khi R′ lµ R-®¹i sè ph¼ng ta cßn cã ®Þnh lý sau (xem [6, §Þnh lý 4.3.2]).

§Þnh lý 1.1.4 (§Þnh lý chuyÓn c¬ së ph¼ng). Cho R′ lµ R-®¹i sè ph¼ng vµ

M lµ R-m«®un. Khi ®ã ta cã R′-®¼ng cÊu H i
I(M)⊗RR

′ ∼= H i
IR′(M ⊗RR

′)

víi mäi i ≥ 0.

MÆc dï M lµ h÷u h¹n sinh nh­ng nh×n chung m«®un ®èi ®ång ®iÒu ®Þa

ph­¬ng H i
I(M) kh«ng lµ m«®un h÷u h¹n sinh còng kh«ng lµ m«®un Artin.

Trong tr­êng hîp ®Æc biÖt, m«®un ®èi ®ång ®iÒu ®Þa ph­¬ng víi gi¸ lµ i®ªan

cùc ®¹i hoÆc t¹i cÊp cao nhÊt th× c¸c m«®un ®ã lµ Artin.
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§Þnh lý 1.1.5. [6, §Þnh lý 7.1.3, §Þnh lý 7.1.6] (i) Gi¶ sö M lµ R-m«®un

h÷u h¹n sinh. Khi ®ã, R-m«®un H i
m(M) lµ Artin víi mäi i ∈ N0.

(ii) Gi¶ sö M lµ R-m«®un h÷u h¹n sinh, kh¸c kh«ng, cã chiÒu Krull

dimM = d. Khi ®ã, R-m«®un Hd
I (M) lµ Artin.

PhÇn cßn l¹i cña môc nµy dµnh ®Ó nh¾c l¹i mét sè kiÕn thøc vÒ ®èi ngÉu

Matlis vµ ®èi ngÉu ®Þa ph­¬ng. Ký hiÖu E(k) lµ bao néi x¹ cña R-m«®un

k víi k = R/m. Ta kÝ hiÖu DR(−) thay cho Hom(−, E(k)). Víi mçi R-

m«®un M ta gäi DR(M) lµ ®èi ngÉu Matlis cña M . KÕt qu¶ sau ®©y cã thÓ

xem trong [6, §Þnh lý 10.2.12].

§Þnh lý 1.1.6 (§Þnh lý ®èi ngÉu Matlis). Cho (R,m) lµ vµnh giao ho¸n ®Þa

ph­¬ng Noether ®Çy ®ñ vµ M , A lµ c¸c R-m«®un. Khi ®ã c¸c mÖnh ®Ò sau

lµ ®óng.

(i) NÕu M lµ m«®un Noether th× DR(M) lµ m«®un Artin vµ

M ∼= DR(DR(M)).

(ii) NÕu A lµ m«®un Artin th× DR(A) lµ m«®un Noether vµ A ∼=
DR(DR(A)).

Khi R lµ vµnh ®Çy ®ñ, §Þnh lý ®èi ngÉu Matlis cho ta t­¬ng øng gi÷a

ph¹m trï c¸c R-m«®un Artin vµ ph¹m trï c¸c R-m«®un Noether. §Þnh lý

§èi ngÉu ®Þa ph­¬ng [6, §Þnh lý 11.2.6] cho ta mèi liªn hÖ gi÷a ®èi ®ång

®iÒu ®Þa ph­¬ng vµ hµm tö Ext.

§Þnh lý 1.1.7 (§Þnh lý ®èi ngÉu ®Þa ph­¬ng). Gi¶ sö (R,m) lµ ¶nh ®ång cÊu

cña mét vµnh ®Þa ph­¬ng Gorenstein (R′,m′) chiÒu n′ vµ f : R′ −→ R lµ

toµn cÊu vµnh. Gi¶ söM lµ métR-m«®un h÷u h¹n sinh. Khi ®ã Extj
R′(M,R′)

lµ R-m«®un h÷u h¹n sinh vµ ta cã ®¼ng cÊu:

H i
m(M) ∼= DR(Extn′−i

R′ (M,R′)).
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1.2 TÝnh catenary cña vµnh

TÝnh catenary cña c¸c vµnh ®­îc quan t©m nghiªn cøu ®Çu tiªn bëi W. Krull

tõ n¨m 1937 [57]. Nh÷ng c«ng tr×nh cña W. Krull, M. Nagata, I. S. Cohen,

D. Ferand vµ M. Raynaud, L. J. Ratliff, M. Brodmann, R. Heitmann, ... vÒ

tÝnh catenary ®· lµm giµu ®Ñp lÝ thuyÕt nµy. Tr­íc hÕt ta nh¾c l¹i kh¸i niÖm

vµnh catenary.

§Þnh nghÜa 1.2.1. Cho q ⊂ p lµ c¸c i®ªan nguyªn tè cña R. Mét d·y c¸c

i®ªan nguyªn tè q = p0 ⊂ p1 ⊂ . . . ⊂ pn = p sao cho pi 6= pi+1, i =

0, ..., n − 1, ®­îc gäi lµ mét d·y i®ªan nguyªn tè b·o hoµ gi÷a q vµ p nÕu

víi mäi i, kh«ng tån t¹i mét i®ªan nguyªn tè chÌn gi÷a pi vµ pi+1. Khi ®ã n

®­îc gäi lµ ®é dµi cña d·y i®ªan nguyªn tè b·o hßa trªn.

Ta nãi vµnh R lµ catenary nÕu víi mäi cÆp i®ªan nguyªn tè q ⊂ p cña R

th× mäi d·y i®ªan nguyªn tè b·o hoµ gi÷a q vµ p ®Òu cã chung ®é dµi.

Nh¾c l¹i r»ng n¨m 1937 W. Krull ®· chøng tá r»ng mäi ®¹i sè h÷u h¹n

sinh trªn mét tr­êng lµ catenary (xem [57], [37, Bµi 14], [52, Ch­¬ng 7]).

KÕt qu¶ quan träng thø hai ®­îc chøng minh bëi I. Cohen n¨m 1946 r»ng

mäi vµnh ®Þa ph­¬ng ®Çy ®ñ lµ catenary (xem [9]). Sau ®ã trong [38], M.

Nagata ®· chøng tá r»ng mäi miÒn nguyªn, ®Þa ph­¬ng tùa kh«ng trén lÉn

lµ catenary. Nh­ vËy, hÇu hÕt c¸c vµnh ®­îc biÕt ®Õn trong thùc tÕ vµ trong

nh÷ng øng dông cña H×nh häc ®¹i sè ®Òu lµ catenary. VÝ dô ®Çu tiªn vÒ miÒn

nguyªn kh«ng catenary ®­îc ®­a ra bëi M. Nagata n¨m 1956 (xem [38],

[37, VÝ dô 2, trang 203-205]). Ngoµi ra b»ng nh÷ng lËp luËn ®¬n gi¶n ta cã

nÕu dimR 6 2 th× R lµ catenary; R lµ vµnh catenary nÕu vµ chØ nÕu R/I lµ

catenary víi mäi i®ªan I cña R; R lµ catenary nÕu vµ chØ nÕu Rp lµ catenary

víi mäi i®ªan nguyªn tè p cña R, .... §Æc tr­ng sau cña tÝnh catenary th­êng

®­îc sö dông trong luËn ¸n.
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MÖnh ®Ò 1.2.2. [42] Gi¶ sö (R,m) lµ mét vµnh ®Þa ph­¬ng Noether. Khi ®ã

c¸c ®iÒu kiÖn sau lµ t­¬ng ®­¬ng:

(i) R lµ catenary;

(ii) ht p/q = dimR/q− dimR/p víi mäi q ⊆ p, p, q ∈ SpecR;

(iii) ht p3/p1 = ht p3/p2 + ht p2/p1 víi mäi p1 ⊆ p2 ⊆ p3, p1, p2, p3 ∈
SpecR.

Tõ ®Þnh nghÜa vµnh catenary, ta dÔ thÊy r»ng nÕu R lµ miÒn nguyªn ®Þa

ph­¬ng catenary th× nã tho¶ m·n c«ng thøc chiÒu

ht p + dimR/p = dimR

víi mäi i®ªan nguyªn tè p cña R. V× thÕ n¨m 1954, I. S. Cohen [10] ®·

hái r»ng liÖu mét miÒn nguyªn ®Þa ph­¬ng R tho¶ m·n c«ng thøc chiÒu

ht p + dimR/p = dimR víi mäi i®ªan nguyªn tè p cña R th× R cã lµ miÒn

catenary? C©u tr¶ lêi kh¼ng ®Þnh ®­îc R. J. Ratliff ®­a ra vµo n¨m 1972 [43,

§Þnh lý 2.2]. H¬n n÷a n¨m 1977, S. McAdam vµ R. J. Ratliff ®· më réng

kÕt qu¶ trªn cho c¸c vµnh ®Þa ph­¬ng ®¼ng chiÒu.

§Þnh lý 1.2.3. [35] Gi¶ sö R lµ vµnh ®Þa ph­¬ng Noether ®¼ng chiÒu. Khi

®ã R lµ catenary nÕu vµ chØ nÕu víi mçi i®ªan nguyªn tè p cña R ta cã

ht p + dimR/p = dimR.

§Þnh nghÜa 1.2.4. Vµnh R ®­îc gäi lµ catenary phæ dông nÕu mçi R-®¹i sè

h÷u h¹n sinh lµ catenary.

Gi¶ sö S lµ métR-®¹i sè h÷u h¹n sinh, tøc lµ tån t¹i a1, . . . , an ∈ S sao cho

S = R[a1, . . . , an]. Khi ®ã tån t¹i mét toµn cÊu vµnh ϕ : R[x1, . . . , xn] −→
S, trong ®ã R[x1, . . . , xn] lµ vµnh ®a thøc n biÕn víi hÖ sè trªn R vµ

ϕ(xi) = ai, i = 1, . . . , n. V× thÕ S ®¼ng cÊu víi mét vµnh th­¬ng cña vµnh

®a thøc R[x1, . . . , xn]. V× vµnh th­¬ng cña vµnh catenary lµ catenary nªn ta
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suy ra r»ng vµnh R lµ catenary phæ dông nÕu vµ chØ nÕu mäi vµnh ®a thøc

h÷u h¹n biÕn víi hÖ sè trªn R lµ catenary.

Sau ®©y lµ mét sè ®Æc tr­ng cña vµnh catenary phæ dông. Tr­íc hÕt, ta

nh¾c l¹i theo M. Nagata [37] c¸c kh¸i niÖm vµnh, m«®un tùa kh«ng trén lÉn

(quasi-unmixed) vµ vµnh, m«®un kh«ng trén lÉn (unmixed).

§Þnh nghÜa 1.2.5. Vµnh R ®­îc gäi lµ tùa kh«ng trén lÉn (quasi-unmixed)

nÕu vµnh ®Çy ®ñ m-adic R̂ cña R lµ ®¼ng chiÒu, tøc lµ dim R̂/p̂ = dim R̂

víi mäi p̂ ∈ min Ass R̂. Vµnh R ®­îc gäi lµ kh«ng trén lÉn (unmixed) nÕu

dim R̂/p̂ = dim R̂ víi mäi p̂ ∈ Ass R̂. Mét R-m«®un h÷u h¹n sinh M ®­îc

gäi lµ tùa kh«ng trén lÉn (t­¬ng øng kh«ng trén lÉn) nÕu vµnh R/AnnRM

lµ tùa kh«ng trén lÉn (t­¬ng øng kh«ng trén lÉn).

§Þnh lý 1.2.6. [33, §Þnh lý 31.6] Gi¶ sö R lµ tùa kh«ng trén lÉn. Khi ®ã

(i) R lµ catenary phæ dông.

(ii) Rp lµ tùa kh«ng trén lÉn víi mäi p ∈ SpecR.

(iii) NÕu I lµ i®ªan cña R th× R/I lµ ®¼ng chiÒu nÕu vµ chØ nÕu R/I lµ

tùa kh«ng trén lÉn.

§Þnh lý 1.2.7. [33, §Þnh lý 31.7] C¸c ®iÒu kiÖn sau lµ t­¬ng ®­¬ng

(i) R lµ catenary phæ dông;

(ii) R[x] lµ catenary;

(ii) R/p lµ tùa kh«ng trén lÉn víi mäi p ∈ SpecR.

V× mçi vµnh chiÒu 2 lµ catenary nªn nÕu dimR 6 1 th×

dimR[x] = dimR + 1 6 2,

do ®ã R[x] lµ catenary. V× vËy theo §Þnh lý 1.2.7 ta thÊy R lµ catenary phæ

dông nÕu dimR 6 1.
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1.3 BiÓu diÔn thø cÊp vµ chiÒu cña m«®un Artin

Trong tiÕt nµy ta nh¾c l¹i lý thuyÕt biÓu diÔn thø cÊp theo thuËt ng÷ cña I.

G. Macdonald [31]. Ta lu«n ký hiÖu M lµ mét R-m«®un h÷u h¹n sinh vµ A

lµ mét R-m«®un Artin. Mét R-m«®un S ®­îc gäi lµ thø cÊp nÕu S 6= 0 vµ

víi mäi x ∈ R, phÐp nh©n bëi x trªn S hoÆc lµ toµn cÊu hoÆc lµ luü linh.

Trong tr­êng hîp nµy Rad(AnnR S) = p lµ i®ªan nguyªn tè vµ ta gäi S lµ

p-thø cÊp. Cho N lµ R-m«®un. Mét biÓu diÔn thø cÊp cña N lµ mét ph©n

tÝch N = S1 + . . . + Sn thµnh tæng h÷u h¹n c¸c m«®un con pi-thø cÊp Si.

NÕu N = 0 hoÆc N cã mét biÓu diÔn thø cÊp th× ta nãi N lµ biÓu diÔn ®­îc.

BiÓu diÔn thø cÊp nµy ®­îc gäi lµ tèi tiÓu nÕu c¸c i®ªan nguyªn tè pi lµ ®«i

mét kh¸c nhau vµ kh«ng cã h¹ng tö Si nµo thõa, víi mäi i = 1, . . . , n.

DÔ thÊy r»ng mäi biÓu diÔn thø cÊp cña N ®Òu cã thÓ ®­a ®­îc vÒ d¹ng

tèi tiÓu. Khi ®ã tËp hîp {p1, . . . , pn} lµ ®éc lËp víi viÖc chän biÓu diÔn

thø cÊp tèi tiÓu cña N vµ ®­îc gäi lµ tËp c¸c i®ªan nguyªn tè g¾n kÕt

cña N , kÝ hiÖu lµ AttRN . C¸c h¹ng tö Si, i = 1, . . . , n, ®­îc gäi lµ c¸c

thµnh phÇn thø cÊp cña N . NÕu pi lµ tèi tiÓu trong AttRN th× Si ®­îc

gäi lµ thµnh phÇn thø cÊp c« lËp. T­¬ng tù nh­ tËp c¸c i®ªan nguyªn tè

liªn kÕt, ta cã tÝnh chÊt sau cña tËp c¸c i®ªan nguyªn tè g¾n kÕt. Gi¶ sö

0 −→ N ′ −→ N −→ N ′′ −→ 0 lµ d·y khíp c¸c R-m«®un biÓu diÔn ®­îc.

Khi ®ã ta cã AttRN
′′ ⊆ AttRN ⊆ AttRN

′ ∪AttRN
′′. Bªn c¹nh ®ã ta cÇn

mét sè kÕt qu¶ d­íi ®©y.

MÖnh ®Ò 1.3.1. Gi¶ sö N lµ mét R-m«®un biÓu diÔn ®­îc. Khi ®ã c¸c ®iÒu

kiÖn sau lµ ®óng.

(i) N 6= 0 khi vµ chØ khi AttRN 6= ∅.

(ii) TËp c¸c i®ªan nguyªn tè tèi tiÓu cña R chøa Ann(N) chÝnh lµ tËp c¸c

phÇn tö tèi tiÓu cña AttRN.
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Ph¹m trï c¸c m«®un biÓu diÔn ®­îc bao gåm c¸c m«®un Artin. §ã lµ néi

dung cña ®Þnh lý sau.

§Þnh lý 1.3.2. [31, 5.2] Mäi m«®un Artin ®Òu biÓu diÔn ®­îc.

NhËn xÐt r»ng R-m«®un Artin A cã cÊu tróc tù nhiªn nh­ R̂-m«®un. Víi

cÊu tróc nµy, mét m«®un lµ m«®un con cña A xÐt nh­ R-m«®un nÕu vµ chØ

nÕu nã lµ m«®un con cña A xÐt nh­ R̂-m«®un. Do ®ã A lµ R̂-m«®un Artin

vµ ta cã mèi liªn hÖ gi÷a c¸c tËp i®ªan nguyªn tè g¾n kÕt nh­ sau.

Bæ ®Ò 1.3.3. [6, 8.2.4 vµ 8.2.5] AttR(A) = {p̂ ∩R | p̂ ∈ AttR̂(A)}.

§Þnh lý sau ®©y ®­îc gäi lµ tÝnh chÊt dÞch chuyÓn ®Þa ph­¬ng tæng qu¸t

yÕu.

§Þnh lý 1.3.4. [48, §Þnh lý 4.8] Cho p ∈ SuppM sao cho dimR/p = t.

Gi¶ sö i ≥ 0 lµ mét sè nguyªn vµ q lµ i®ªan nguyªn tè víi q ⊆ p sao cho

qRp ∈ AttRp
(H i

pRp
(Mp)). Khi ®ã q ∈ AttR(H i+t

m (M)).

HÖ qu¶ trùc tiÕp sau cña §Þnh lý 1.3.4 còng th­êng ®­îc sö dông trong luËn

¸n.

HÖ qu¶ 1.3.5. [48, HÖ qu¶ 4.9] Cho p ∈ AssM víi dimR/p = t. Khi ®ã

H t
m(M) 6= 0 vµ p ∈ AttRH

t
m(M).

§èi víi m«®un ®èi ®ång ®iÒu ®Þa ph­¬ng cÊp cao nhÊt víi gi¸ lµ i®ªan cùc

®¹i, I. G. Macdonald vµ R. Y. Sharp ®· ®­a ra c«ng thøc cña tËp c¸c i®ªan

nguyªn tè g¾n kÕt cho líp m«®un nµy.

§Þnh lý 1.3.6. [32, §Þnh lý 2.2] Gi¶ sö M lµ R-m«®un h÷u h¹n sinh, chiÒu

d. Khi ®ã Hd
m(M) 6= 0 vµ

AttRH
d
m(M) = {p ∈ AssRM | dim(R/p) = d}.
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Gi¶ sö A lµ mét R-m«®un Artin. Ta ký hiÖu dimRR/AnnRA lµ chiÒu

Krull cña vµnh R/AnnRA. Khi ®ã theo MÖnh ®Ò 1.3.1, ta cã

dim(R/AnnA) = max{dim(R/p) : p ∈ AttRA}.

N¨m 1975 R. N. Roberts [46] ®· giíi thiÖu mét kh¸i niÖm chiÒu kh¸c cho

m«®un Artin mµ sau ®ã ®­îc D. Kirby [25] n¨m 1990 ®æi tªn thµnh chiÒu

Noether ®Ó tr¸nh nhÇm lÉn víi kh¸i niÖm chiÒu Krull ®· quen biÕt nh­ ®· ®Ò

cËp ë trªn. Trong suèt luËn ¸n nµy, chóng t«i dïng thuËt ng÷ "chiÒu Noether"

cña Kirby [25].

§Þnh nghÜa 1.3.7. ChiÒu Noether cña A, kÝ hiÖu bëi N-dimRA, ®­îc ®Þnh

nghÜa b»ng quy n¹p nh­ sau: Khi A = 0, ta ®Æt N-dimRA = −1. Cho d ≥ 0

lµ mét sè nguyªn kh«ng ©m. Ta ®Æt N-dimRA = d nÕu N-dimRA < d lµ

sai vµ víi mçi d·y t¨ng c¸c m«®un con A0 ⊆ A1 ⊆ . . . cña A, tån t¹i mét

sè tù nhiªn n0 sao cho N-dimR(An/An+1) < d víi mäi n > n0.

R. N. Roberts [46] vµ D. Kirby [24], [25] ®· chØ ra nhiÒu tÝnh chÊt cña

chiÒu Noether cho c¸c m«®un Artin t­¬ng tù nh­ c¸c tÝnh chÊt vÒ chiÒu Krull

cho c¸c m«®un h÷u h¹n sinh trªn vµnh ®Þa ph­¬ng, ®Æc biÖt lµ kÕt qu¶ d­íi

®©y cho ta c¸c c¸ch tÝnh chiÒu Noether cho c¸c m«®un Artin.

§Þnh lý 1.3.8. NÕu A 6= 0 vµ q lµ i®ªan sao cho `(0 :A q) < ∞ th× cã mét

®a thøc Q(n) víi hÖ sè h÷u tû sao cho `R(0 :A qn+1) = Q(n) khi n� 0 vµ

N-dimRA = deg(`R(0 :A qn+1))

= inf{t ≥ 0 : ∃x1, . . . , xt ∈ m : `R(0 :A (x1, . . . , xt)R) <∞}.

Sau ®©y ta sÏ ®­a ra so s¸nh gi÷a chiÒu Krull vµ chiÒu Noether cña m«®un

Artin A. Trong tr­êng hîp ®Æc biÖt, ta cã N-dimRA = 0 nÕu vµ chØ nÕu

dimR/AnnRA = 0, nÕu vµ chØ nÕu A cã ®é dµi h÷u h¹n, kh¸c 0, nÕu vµ

chØ nÕu R/AnnRA lµ vµnh Artin. Trong tr­êng hîp tæng qu¸t, N.T. C­êng

vµ L.T. Nhµn ®· ®­a ra c©u tr¶ lêi n¨m 2002.
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MÖnh ®Ò 1.3.9. [12, MÖnh ®Ò 2.5] N-dimRA 6 dim(R/AnnA).

H¬n n÷a, còng trong bµi b¸o ®ã hä cßn chØ ra vÝ dô chøng tá dÊu ®¼ng

thøc lµ kh«ng x¶y ra [12, VÝ dô 4.1]. XÐt (R,m) lµ miÒn nguyªn ®Þa ph­¬ng

Noether chiÒu 2 ®­îc x©y dùng bëi D. Ferrand vµ M. Raynaud [53] tho¶ m·n

tÝnh chÊt tån t¹i mét i®ªan nguyªn tè nhóng q̂ ∈ Ass R̂ víi dim R̂/q̂ = 1.

Khi ®ã A = H1
m(R) lµ m«®un Artin. Ta cã

dimR/AnnRA = 2 > 1 = N-dimRA.

TiÕp theo ta nh¾c l¹i mét kÕt qu¶ vÒ chiÒu cña m«®un ®èi ®ång ®iÒu ®Þa

ph­¬ng.

§Þnh lý 1.3.10. [12, §Þnh lý 3.1, HÖ qu¶ 3.6] C¸c mÖnh ®Ò sau lµ ®óng.

(i) N-dimRH
i
m(M) ≤ i.

(ii) dimRH
d
m(M) = d = N-dimRH

d
m(M).

MÖnh ®Ò 1.3.8 cho phÐp ta ®Þnh nghÜa kh¸i niÖm hÖ tham sè cho m«®un

Artin.

§Þnh nghÜa 1.3.11. Mét hÖ x1, . . . , xs gåm s = N-dimA phÇn tö cña m ®­îc

gäi lµ hÖ tham sè cña A nÕu `(0 :A (x1, . . . , xs)R) <∞. Mét hÖ x1, . . . , xi,

víi i 6 s, c¸c phÇn tö cña m ®­îc gäi lµ mét phÇn hÖ tham sè cña A nÕu ta

cã thÓ bæ sung thªm c¸c phÇn tö xi+1, . . . , xs cña m sao cho x1, . . . , xs lµ hÖ

tham sè cña A. Mét phÇn tö x ∈ m ®­îc gäi lµ phÇn tö tham sè cña A nÕu

N-dimR(0 :A x) = N-dimRA− 1.

C¸c mÖnh ®Ò sau ®©y, ®­îc chøng minh bëi Z. Tang vµ H. Zakeri [51],

cho ta c¸c kÕt qu¶ vÒ ®Æc tr­ng mét phÇn tö x ∈ m lµ phÇn tö tham sè cña

m«®un Artin A vµ sù tån t¹i mét phÇn hÖ tham sè cña m«®un Artin A trong

mét i®ªan I cña R.
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MÖnh ®Ò 1.3.12. [51, Bæ ®Ò 2.14] Cho N-dimRA = s vµ A = A1 + . . .+An

lµ mét biÓu diÔn thø cÊp tèi tiÓu cña A víi Ai lµ pi-thø cÊp. Cho x ∈ m. Khi

®ã x lµ phÇn tö tham sè cña A nÕu vµ chØ nÕu x /∈ pi víi mäi i tho¶ m·n

tÝnh chÊt N-dimRAi = s.

MÖnh ®Ò 1.3.13. [51, MÖnh ®Ò 2.10] Cho I lµ i®ªan cña R sao cho

N-dimR(0 :A I) = N-dimRA − r. Khi ®ã tån t¹i mét phÇn hÖ tham sè

cña A trong I cã ®é dµi r, vµ mäi phÇn hÖ tham sè cña A trong I cã ®é dµi

r ®Òu lµ phÇn hÖ tham sè tèi ®¹i cña A trong I .

1.4 TÝnh chÊt (∗) cho m«®un Artin

Trong suèt tiÕt nµy ta lu«n gi¶ thiÕt M lµ mét R-m«®un h÷u h¹n sinh vµ A

lµ mét R-m«®un Artin. Ta cã AnnR(M/pM) = p víi mäi i®ªan nguyªn tè

p ⊇ AnnRM. RÊt tù nhiªn, b»ng c¸ch lÊy ®èi ngÉu, N. T. C­êng vµ L. T.

Nhµn [12] ®· ®Þnh nghÜa tÝnh chÊt sau ®èi víi c¸c m«®un Artin A.

§Þnh nghÜa 1.4.1. Mét R-m«®un Artin A ®­îc gäi lµ tháa m·n tÝnh chÊt (∗)
nÕu

AnnR(0 :A p) = p víi mäi i®ªan nguyªn tè p ⊇ AnnRA (∗).

Gi¶ sö R lµ ®Çy ®ñ theo t«p« m-adic. B»ng ®èi ngÉu Matlis, ta cã mäi

m«®un Artin ®Òu tháa m·n tÝnh chÊt (∗). Tuy nhiªn, trong tr­êng hîp tæng

qu¸t kh¼ng ®Þnh ®ã kh«ng cßn ®óng n÷a. VÝ dô ®Çu tiªn vÒ mét m«®un Artin

kh«ng tho¶ m·n tÝnh chÊt (∗) ®­îc ®­a ra bëi N. T. C­êng vµ L. T. Nhµn

[12, VÝ dô 4.4]. §ã lµ m«®un H1
m(R), trong ®ã (R,m) lµ miÒn nguyªn ®Þa

ph­¬ng Noether ®­îc x©y dùng bëi D. Ferrand vµ M. Raynaud trong [53].

TÝnh chÊt (∗) lµ ®iÒu kiÖn ®ñ ®Ó dÊu b»ng x¶y ra trong MÖnh ®Ò 1.3.9 hay

nãi c¸ch kh¸c lµ ®iÒu kiÖn ®ñ ®Ó chiÒu Krull cña A b»ng víi chiÒu Noether

cña A.
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MÖnh ®Ò 1.4.2. [12, MÖnh ®Ò 4.6] NÕu A tho¶ m·n tÝnh chÊt (∗) th×

N-dimRA = dimRR/AnnRA. §Æc biÖt nÕu A 6= 0 th×

N-dimRA = N-dimR̂A = dim(R̂/AnnR̂A)

= max{dim(R̂/p̂) : p̂ ∈ AttR̂A}.

Nh­ vËy nÕu A 6= 0 tháa m·n tÝnh chÊt (∗) th×
N-dimRA = deg(`R(0 :A qn+1))

= inf{t ≥ 0 : ∃x1, . . . , xt ∈ m : `R(0 :A (x1, . . . , xt)R) <∞}.

= dimR/AnnRA

= max{dimR/p | p ∈ AttRA},
trong ®ã q lµ mét i®ªan m-nguyªn s¬ cña R. C¸c øng dông kh¸c cña tÝnh

chÊt (∗) cã thÓ tham kh¶o trong [12], [13], [26], [27], [59], [60].

§èi víi c¸c m«®un h÷u h¹n sinh, ta lu«n cã

SuppM = {p̂ ∩R | p̂ ∈ Supp M̂}.

Do ®ã V(AnnRM) = {p̂∩R | p̂ ∈ V(AnnR̂(M̂)}. V× thÕ, chóng ta hái r»ng

liÖu ®¼ng thøc t­¬ng tù sau ®©y cã x¶y ra cho c¸c R-m«®un Artin

V(AnnRA) = {p̂ ∩R | p̂ ∈ V(AnnR̂A}.

C©u tr¶ lêi ®­îc gi¶i quyÕt trong [13].

MÖnh ®Ò 1.4.3. [13, MÖnh ®Ò 2.2] C¸c ®iÒu kiÖn sau lµ t­¬ng ®­¬ng:

(i) A tháa m·n tÝnh chÊt (∗);

(ii) V(AnnRA) = {p̂ ∩R | p̂ ∈ V(AnnR̂A)}.

N¨m 2007, N. T. C­êng, N. T. Dung vµ L. T. Nhµn [13] ®· chØ ra mèi liªn

hÖ gi÷a tÝnh chÊt (∗) cña m«®un ®èi ®ång ®iÒu ®Þa ph­¬ng cÊp cao nhÊt vµ

tÝnh catenary cña vµnh.

§Þnh lý 1.4.4. [13] Hd
m(M) tháa m·n tÝnh chÊt (∗) khi vµ chØ khi

R/AnnRH
d
m(M) lµ catenary.
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TiÕp tôc h­íng nghiªn cøu ®ã, luËn ¸n ®­a ra c¸c kÕt qu¶ vÒ tÝnh chÊt (∗)
cña m«®un Artin vµ øng dông cña nã. C¸c kÕt qu¶ nµy ®­îc c«ng bè trong

[39], [40], [1].

KÕt qu¶ sau ®©y lµ míi, ®­a ra mét ®Æc tr­ng cña tÝnh chÊt (∗) cho m«®un

Artin th«ng qua hÖ tham sè. Chó ý r»ng nÕu A tháa m·n tÝnh chÊt (∗) th×
theo MÖnh ®Ò 1.4.2 N-dimRA = dimRR/AnnRA vµ khi ®ã ta cã ®é dµi hÖ

tham sè cña A vµ cña vµnh R/AnnRA lµ nh­ nhau. Tuy nhiªn chiÒu ng­îc

l¹i kh«ng ®óng [12, VÝ dô 4.7]. Sù ®ång nhÊt toµn bé hÖ tham sè cña A vµ

cña vµnh R/AnnRA lµ ®iÒu kiÖn cÇn vµ ®ñ ®Ó A tháa m·n tÝnh chÊt (∗).

MÖnh ®Ò 1.4.5. C¸c ®iÒu kiÖn sau lµ t­¬ng ®­¬ng:

(i) A tháa m·n tÝnh chÊt (∗);

(ii) Mäi hÖ tham sè cña A lµ hÖ tham sè cña R/AnnRA vµ ng­îc l¹i.

Chøng minh. (i)⇒ (ii). LÊy I lµ mét i®ªan bÊt kú cña R. HiÓn nhiªn ta cã

Rad(AnnR(0 :A I)) ⊇ Rad(I + AnnRA).

Gi¶ sö p lµ mét i®ªan nguyªn tè tháa m·n p ⊇ I + AnnRA. V× A tháa m·n

tÝnh chÊt (∗) nªn p = AnnR(0 :A p) ⊇ AnnR(0 :A I). V× vËy,

Rad(I + AnnRA) =
⋂

p⊇I+AnnR A

p ⊇ Rad(AnnR(0 :A I)).

Suy ra

Rad(AnnR(0 :A I)) = Rad(I + AnnRA) = Rad(AnnR(R/I + AnnRA)).

Gi¶ sö N-dimRA = s. Theo MÖnh ®Ò 1.4.2 dimR/AnnRA = s. LÊy

x1, ..., xs lµ mét hÖ tham sè cña A. §Æt I = (x1, ..., xs)R, ta cã `(0 :A I) <

∞. V× vËy, AnnR(0 :A I) lµ mét i®ªan m-nguyªn s¬. §iÒu nµy kÐo theo

AnnRR/I + AnnRA lµ mét i®ªan m-nguyªn s¬. Do ®ã x1, ..., xs lµ mét hÖ

tham sè cña R/AnnRA. T­¬ng tù ta cã ®iÒu ng­îc l¹i.
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(ii) ⇒ (i). Theo gi¶ thiÕt, ta cã N-dimRA = dimR/AnnRA. §Æt

N-dimRA = s. Gi¶ sö p ∈ V(AnnRA) vµ N-dim(0 :A p) = s − r. Theo
MÖnh ®Ò 1.3.13, tån t¹i x1, ..., xr ∈ p lµ mét phÇn hÖ tham sè tèi ®¹i cña A

trong p. Gäi

0 :A (x1, ..., xr)R = S1 + · · ·+ Sn

lµ biÓu diÔn thø cÊp tèi tiÓu cña 0 :A (x1, ..., xr)R, trong ®ã Si lµ qi-thø cÊp.

Theo MÖnh ®Ò 1.3.12, ta cã

p ⊆
⋃

N-dim Si=s−r

qi.

V× vËy theo §Þnh lý tr¸nh nguyªn tè tån t¹i i víi N-dimSi = s − r vµ

tháa m·n p ⊆ qi. Theo gi¶ thiÕt, x1, ..., xr lµ mét phÇn hÖ tham sè cña

R/AnnRA vµ phÇn hÖ tham sè nµy lµ tèi ®¹i trong p cña R/AnnRA. Do

®ã tån t¹i i®ªan nguyªn tè q ∈ AssR(R/(x1, ..., xr)R + AnnRA) tháa m·n

p ⊆ q, dimR/q = s− r. L¹i v× p ∈ Supp(R/(x1, ..., xr)R + AnnRA) vµ

s− r = dimR/q ≤ dimR/p ≤ dimR/(x1, ..., xr)R + AnnRA) = s− r

nªn p = q. V× Si lµ qi-thø cÊp vµ p ⊆ qi nªn ta cã

s− r = N-dimSi ≤ dimR/AnnR Si = dimR/qi ≤ dimR/p = s− r.

V× vËy, p = qi vµ do ®ã p ∈ AttR(0 :A (x1, ..., xr)R). Theo Bæ ®Ò 1.3.3, tån

t¹i i®ªan nguyªn tè p̂ ∈ AttR̂(x1, ..., xr)R) tháa m·n p̂ ∩ R = p. §iÒu nµy

kÐo theo

p ⊆ AnnR(0 :A p) ⊆ AnnR̂(0 :A p̂) ∩R = p̂ ∩R = p.

V× vËy AnnR(0 :A p) = p.
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Ch­¬ng 2

M«®un ®èi ®ång ®iÒu ®Þa ph­¬ng tháa
m·n tÝnh chÊt (∗)

Trong suèt ch­¬ng nµy, lu«n gi¶ thiÕt (R,m) lµ vµnh ®Þa ph­¬ng Noether, A

lµ R-m«®un Artin vµM lµ R-m«®un h÷u h¹n sinh víi dimM = d. Víi mçi

i®ªan I cña R, kÝ hiÖu V(I) lµ tËp c¸c i®ªan nguyªn tè cña R chøa I .

N¨m 2002, N.T. C­êng vµ L.T. Nhµn [12] ®· xÐt tÝnh chÊt (∗) sau cho

m«®un Artin A

AnnR(0 :A p) = p víi mçi i®ªan nguyªn tè p ⊇ AnnRA. (∗)

TÝnh chÊt (∗) lu«n ®óng khi vµnh lµ ®Çy ®ñ theo t«p« m-adic. Khi R kh«ng

®Çy ®ñ, hä ®· chØ ra vÝ dô vÒ m«®un Artin kh«ng tháa m·n tÝnh chÊt (∗) (xem
môc 1.4). Còng trong bµi b¸o [12], hä ®· chØ ra tÝnh chÊt (∗) lµ ®iÒu kiÖn

®ñ ®Ó chiÒu Krull cña A b»ng chiÒu Noether cña A. §Æc biÖt, gÇn ®©y N.T.

C­êng, N.T. Dung vµ L.T. Nhµn [13] ®· t×m ra mèi liªn hÖ gi÷a tÝnh chÊt

(∗) cña m«®un ®èi ®ång ®iÒu ®Þa ph­¬ng cÊp cao nhÊt vµ tÝnh catenary cña

vµnh: Hd
m(M) tháa m·n tÝnh chÊt (∗) khi vµ chØ khi vµnh R/AnnRH

d
m(M)

lµ catenary (xem §Þnh lý 1.4.4). Tuy nhiªn tån t¹i mét vµnh lµ catenary vµ

tån t¹i m«®un ®èi ®ång ®iÒu ®Þa ph­¬ng cña vµnh ®ã bËc nhá h¬n d kh«ng

tháa m·n tÝnh chÊt (∗) (xem môc 1.4 cña Ch­¬ng 1). §iÒu nµy lµ ®éng c¬

dÉn ta nghÜ ®Õn viÖc nghiªn cøu tÝnh chÊt (∗) cho c¸c m«®un ®èi ®ång ®iÒu

cÊp thÊp h¬n chiÒu cña m«®un.
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Môc ®Ých cña ch­¬ng nµy tr­íc hÕt lµ ®­a ra mét ®Æc tr­ng ®Ó m«®un ®èi

®ång ®iÒu ®Þa ph­¬ng H i
m(M) tháa m·n tÝnh chÊt (∗) víi i bÊt kú th«ng qua

tËp gi¶ gi¸ thø i vµ ®­a ra liªn hÖ gi÷a gi¶ chiÒu, chiÒu Krull, chiÒu Noether

cña m«®un ®èi ®ång ®iÒu ®Þa ph­¬ng. Môc ®Ých tiÕp theo cña ch­¬ng lµ

nghiªn cøu tÝnh chÊt (∗) cho ®ång lo¹t c¸c m«®un ®èi ®ång ®iÒu ®Þa ph­¬ng

H i
m(M) víi i = 0, 1, . . . , d− 1. KÕt qu¶ thu ®­îc lµ tÝnh catenary phæ dông

cña vµnh th­¬ng R/AnnRM vµ tÝnh kh«ng trén lÉn cña mét sè vµnh ®Þa

ph­¬ng R/p víi p ∈ SuppRM .

Néi dung cña ch­¬ng ®­îc tr×nh bµy dùa theo bµi b¸o [39].

2.1 Gi¶ gi¸ vµ gi¶ chiÒu

Kh¸i niÖm gi¶ gi¸ vµ gi¶ chiÒu cña mét m«®un h÷u h¹n sinh ®­îc M.

Brodmann vµ R. Y. Sharp ®­a ra trong [7] nh»m x©y dùng c«ng thøc béi

cho c¸c m«®un ®èi ®ång ®iÒu ®Þa ph­¬ng.

§Þnh nghÜa 2.1.1. [7] Cho i ≥ 0 lµ sè nguyªn. Gi¶ gi¸ thø i (pseudo-support)

cña M , kÝ hiÖu lµ Psuppi
RM, ®­îc cho bëi c«ng thøc

Psuppi
R(M) = {p ∈ SpecR : H

i−dim R/p
pRp

(Mp) 6= 0}.

Gi¶ chiÒu thø i (pseudo dimension) cña M , kÝ hiÖu lµ psdi
R(M), ®­îc cho

bëi c«ng thøc

psdi
R(M) = sup{dimR/p : p ∈ Psuppi

R(M)}.

§Ó x©y dùng ®­îc c«ng thøc béi, M. Brodmann vµ R. Y. Sharp quan t©m

®Õn c©u hái khi nµo th× gi¶ gi¸ Psuppi
RM cña M lµ ®ãng cña SpecR víi

t«p« Zariski? Khi Psuppi
RM ®ãng th× gi¶ chiÒu psdi

R(M) lµ bao nhiªu?

Nh×n chung gi¶ gi¸ thø i cña M kh«ng lµ tËp con ®ãng (xem [7, VÝ dô 3.1,

VÝ dô 3.2]). XÐt tr­êng hîp R lµ vµnh ®Çy ®ñ theo t«p« m-adic, b»ng ®èi
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ngÉu Matlis (§Þnh lý 1.1.6) vµ ®èi ngÉu ®Þa ph­¬ng (§Þnh lý 1.1.7), ta cã

H
i−dim R/p
pRp

(Mp) ∼= DRp
((DR(H i

m(M)))p).

Do ®ã Psuppi
R(M) = V

(
AnnR(H i

m(M)). Trong tr­êng hîp vµnh tæng qu¸t

®¼ng thøc trªn cho ta mét ®Æc tr­ng ®Ó m«®un ®èi ®ång ®iÒu ®Þa ph­¬ng

H i
m(M) tho¶ m·n tÝnh chÊt (∗).

§Þnh lý 2.1.2. Gi¶ sö i ≥ 0 lµ mét sè nguyªn. Khi ®ã c¸c ®iÒu kiÖn sau lµ

t­¬ng t­¬ng:

(i) H i
m(M) tháa m·n tÝnh chÊt (∗);

(ii) Psuppi
RM = V

(
AnnR(H i

m(M))
)
.

H¬n n÷a, nÕu (i) vµ (ii) tho· m·n th×

psdi
RM = psdi

R̂
M̂ = N-dimR(H i

m(M)) = dimR/AnnRH
i
m(M),

{p ∈ Psuppi
RM : dim(R/p) = psdi

RM}

= {p̂ ∩R : p̂ ∈ Psuppi
R̂
M̂, dim(R̂/p̂) = psdi

R̂
M̂}.

Chøng minh. Gi¶ sö i ≥ 0 lµ mét sè nguyªn.

(i) ⇒ (ii). Gi¶ sö H i
m(M) tháa m·n tÝnh chÊt (∗). LÊy p ∈ Psuppi

RM.

Khi ®ã H i−dim(R/p)
pRp

(Mp) 6= 0. Theo MÖnh ®Ò 1.3.1 (i), tån t¹i i®ªan nguyªn

tè g¾n kÕt qRp ∈ AttRp

(
H

i−dim(R/p)
pRp

(Mp)
)
víi i®ªan nguyªn tè q ⊆ p. Suy

ra q ∈ AttR(H i
m(M)) theo §Þnh lý 1.3.4. Do ®ã ta cã

p ⊇ q ⊇ AnnR(H i
m(M)).

V× vËy Psuppi
RM ⊆ V

(
AnnR(H i

m(M))
)
.

Ng­îc l¹i lÊy p ∈ V
(

AnnR(H i
m(M))

)
. LÊy i®ªan nguyªn tè q ⊇

AnnR(0 :Hi
m(M) p). Khi ®ã q ⊇ p. L¹i v× H i

m(M) tháa m·n tÝnh chÊt (∗)
nªn

AnnR(0 :0:
Hi

m(M)
p q) = AnnR(0 :Hi

m(M) q) = q.
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Do ®ã 0 :Hi
m(M) p còng tháa m·n tÝnh chÊt (∗). H¬n n÷a v× H i

m(M) tho¶ m·n

tÝnh chÊt (∗) nªn AnnR

(
0 :Hi

m(M) p
)

= p. §iÒu nµy suy ra

min V
(

AnnR(0 :Hi
m(M) p)

)
= {p}.

V× vËy theo MÖnh ®Ò 1.4.2, ta cã

dim(R/p) = dim
(
R/AnnR(0 :Hi

m(M) p)
)

= N-dimR

(
0 :Hi

m(M) p
)

= dim
(
R̂/AnnR̂(0 :Hi

m(M) p)
)

= max{dim(R̂/p̂) : p̂ ∈ AttR̂

(
0 :Hi

m(M) p
)
}.

§iÒu nµy chøng tá tån t¹i p̂ ∈ AttR̂

(
0 :Hi

m(M) p
)
tháa m·n dim(R̂/p̂) =

dim(R/p). Chó ý r»ng p̂ ∈ V
(

AnnR̂(H i
m(M))

)
vµ p̂ ∩ R ⊇ p. V×

dim(R̂/p̂) = dim(R/p), nªn p̂ lµ i®ªan nguyªn tè tèi tiÓu cña pR̂. Theo

§Þnh lý 1.1.4 H i
m(M) ∼= H i

mR̂
(M̂) nh­ R̂-m«®un nªn ta cã thÓ kiÓm tra

Psuppi
R̂
M̂ = V

(
AnnR̂(H i

m(M))
)
.

Do ®ã p̂ ∈ Psuppi
R̂
M̂, nghÜa lµ H i−dim(R̂/p̂)

p̂R̂p̂

(M̂p̂) 6= 0. V× p̂ lµ i®ªan nguyªn

tè tèi tiÓu cña pR̂ vµ dim(R̂/p̂) = dim(R/p), nªn l¹i theo §Þnh lý 1.1.4, ta

cã

H
i−dim(R/p)
pRp

(Mp)⊗ R̂p̂
∼= H

i−dim(R̂/p̂)
pR̂p̂

(Mp ⊗ R̂p̂)
∼= H

i−dim(R̂/p̂)
p̂R̂p̂

(M̂p̂) 6= 0.

V× vËy H i−dim(R/p)
pRp

(Mp) 6= 0, nghÜa lµ p ∈ Psuppi
RM. §iÒu nµy chøng tá

V
(

AnnR(H i
m(M))

)
⊆ Psuppi

RM.

(ii) ⇒ (i). Gi¶ sö V
(

AnnR(H i
m(M))

)
= Psuppi

RM. LÊy p ⊇
AnnR(H i

m(M)). Khi ®ã p ∈ Psuppi
RM , nghÜa lµ H i−dim(R/p)

pRp
(Mp) 6= 0.

V× dim(R/p) = dim(R̂/pR̂), nªn tån t¹i i®ªan p̂ ∈ Ass(R̂/pR̂) tho¶ m·n

dim(R̂/p̂) = dim(R/p). V× vËy p̂ ∩ R = p vµ p̂ lµ i®ªan nguyªn tè tèi tiÓu

cña pR̂. NhËn xÐt r»ng ¸nh x¹ tù nhiªn Rp −→ R̂p̂ lµ hoµn toµn ph¼ng. Do
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®ã theo §Þnh lý ®æi c¬ së ph¼ng (§Þnh lý 1.1.4), ta cã

H
i−dim(R̂/p̂)
p̂R̂p̂

(M̂p̂)
∼= H

i−dim(R/p)
pRp

(Mp)⊗ R̂p̂ 6= 0.

V× vËy p̂ ∈ Psuppi
R̂

(M̂) = V
(

AnnR̂(H i
m(M))

)
. Chó ý r»ng H i

m(M) lu«n

tháa m·n tÝnh chÊt (∗) khi xÐt nh­ R̂-module. Do ®ã AnnR̂(0 :Hi
m(M) p̂) = p̂.

V× thÕ ta cã

p ⊆ AnnR(0 :Hi
m(M) p) ⊆ AnnR̂(0 :Hi

m(M) p̂) ∩R = p̂ ∩R = p.

§iÒu nµy chøng tá AnnR(0 :Hi
m(M) p) = p. VËy H i

m(M) tháa m·n tÝnh chÊt

(∗).

Cuèi cïng gi¶ sö c¸c ®iÒu kiÖn (i) vµ (ii) tháa m·n. Khi ®ã theo (ii)

psdi
RM = dim(R/AnnRH

i
m(M)).

Theo (i) vµ MÖnh ®Ò 1.4.2, ta cã

dim(R/AnnRH
i
m(M)) = N-dimR(H i

m(M))

= dim
(
R̂/AnnR̂(H i

m(M))
)

= psdi
R(M̂).

§Æt N-dimR(H i
m(M)) = s. LÊy p ∈ Psuppi

RM tháa m·n dim(R/p) = s.

Ta cã p ∈ V
(

AnnR(H i
m(M))

)
theo (i)⇒ (ii). LËp luËn t­¬ng tù nh­ trong

(i)⇒ (ii), tån t¹i

p̂ ∈ V
(

AnnR̂(H i
m(M))

)
= Psuppi

R̂
(M̂)

tho¶ m·n p̂ ∩R = p vµ dim(R̂/p̂) = dim(R/p) = s.

Ng­îc l¹i lÊy p̂ ∈ Psuppi
R̂

(M̂) tháa m·n dim(R̂/p̂) = s. Khi ®ã

p̂ ∈ V
(

AnnR̂(H i
m(M))

)
. §Æt p = p̂ ∩R. Ta cã

p ∈ V
(

AnnR(H i
m(M))

)
= Psuppi

RM

theo MÖnh ®Ò 1.4.3 vµ theo (ii). H¬n n÷a,

s = dim(R̂/p̂) 6 dim(R̂/pR̂) = dim(R/p) 6 s.
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V× vËy dim(R/p) = s.

¸p dông §Þnh lý 2.1.2 ta cã hÖ qu¶ sau ®­a ra mèi liªn hÖ gi÷a cÊu tróc

vµnh lµ catenary phæ dông vµ c¸c thí h×nh thøc lµ Cohen-Macaulay vµ ®iÒu

kiÖn c¸c m«®un ®èi ®ång ®iÒu ®Þa ph­¬ng tháa m·n tÝnh chÊt (∗).

HÖ qu¶ 2.1.3. NÕu vµnh R/AnnRM lµ catenary phæ dông vµ c¸c thí h×nh

thøc lµ Cohen-Macaulay th× H i
m(M) tháa m·n tÝnh chÊt (∗) víi mäi i 6 d.

Chøng minh. V× vµnh R/AnnRM lµ catenary phæ dông vµ c¸c thí h×nh thøc

lµ Cohen-Macaulay nªn theo [7, MÖnh ®Ò 2.5], ta cã

V
(

AnnR(H i
m(M))

)
= Psuppi

RM,

víi mäi i 6 d. Theo (ii)⇒(i) cña §Þnh lý 2.1.2, ta cã H i
m(M) tháa m·n tÝnh

chÊt (∗) víi mäi i 6 d.

Nh­ vËy nÕu vµnh R lµ catenary phæ dông vµ c¸c thí h×nh thøc lµ Cohen-

Macaulay th× H i
m(M) tháa m·n tÝnh chÊt (∗) víi mäi i 6 d vµ víi mäi

R-m«®un h÷u h¹n sinhM . Khi cè ®Þnh mét m«®unM th× th× ®iÒu ng­îc l¹i

kh«ng lu«n ®óng. Ch¼ng h¹n xÐt vµnh R catenary nh­ng kh«ng ®ång thêi lµ

catenary phæ dông vµ cã c¸c thí h×nh thøc lµ Cohen-Macaulay. Khi ®ã mäi

R-m«®un M chiÒu 1 lu«n cã c¸c m«®un ®èi ®ång ®iÒu víi gi¸ cùc ®¹i tháa

m·n tÝnh chÊt (∗).

N¨m 2007, N. T. C­êng, N. T. Dung vµ L. T. Nhµn ®· ®­a ra ®Æc tr­ng

cña tÝnh chÊt (∗) cho m«®un ®èi ®ång ®iÒu ®Þa ph­¬ng cÊp cao nhÊt víi gi¸

cùc ®¹i Hd
m(M) qua tÝnh catenary cña vµnh R/AnnRH

d
m(M). Cïng víi kÕt

qu¶ ®ã vµ §Þnh lý 2.1.2, ta cã hÖ qu¶ sau, chØ ra ®iÒu kiÖn cÇn vµ ®ñ ®Ó tËp

gi¶ gi¸ thø d cña M lµ ®ãng.

HÖ qu¶ 2.1.4. Cho q lµ mét i®ªan m-nguyªn s¬ cña R. Khi ®ã c¸c ®iÒu kiÖn

sau lµ t­¬ng ®­¬ng:
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(i) Psuppd
RM ®ãng.

(ii) Vµnh R/AnnR(Hd
m(M)) lµ catenary.

(iii) Hd
m(M) tháa m·n tÝnh chÊt (∗).

(iv) V
(

Ann(Hd
m(M))

)
= Psuppd

RM.

Chøng minh. Theo §Þnh lý 2.1.2, §Þnh lý 4.1.1 vµ §Þnh lý 1.4.4, ta chØ

cÇn chøng minh (i)⇒(ii). Gi¶ sö R/AnnR(Hd
m(M)) kh«ng catenary. V×

R/AnnR(Hd
m(M)) ®¼ng chiÒu víi chiÒu Krull d, nªn theo §Þnh lý 1.2.3, tån

t¹i mét i®ªan nguyªn tè p ⊇ AnnR(Hd
m(M)) tháa m·n

dim(R/p) + ht
(
p/AnnR(Hd

m(M))
)
< d.

Tr­íc hÕt ta chøng tá r»ng dim(R/p) + dim(Mp) < d. ThËt vËy, nÕu

tr¸i l¹i sÏ tån t¹i i®ªan nguyªn tè q tháa m·n AnnRM ⊆ q ⊆ p vµ

dim(R/p) + ht(p/q) = d. §iÒu nµy kÐo theo dim(R/q) = d, vµ dÉn ®Õn

q ∈ AssM . Do ®ã q ∈ AttR(Hd
m(M)) theo §Þnh lý 1.3.6. Tõ ®ã suy ra

q ⊇ AnnR(Hd
m(M)). V× vËy

dim(R/p) + ht
(
p/AnnR(Hd

m(M))
)

= d.

§iÒu v« lý nµy chøng tá kh¼ng ®Þnh ®­îc chøng minh.

Ta cã dim(Mp) < d− dim(R/p) theo kh¼ng ®Þnh trªn, nªn

H
d−dim(R/p)
pRp

(Mp) = 0,

nghÜa lµ p /∈ Psuppd
RM. LÊy p1 ∈ min V(AnnR(Hd

m(M))) tháa m·n p1 ⊆ p.

Theo MÖnh ®Ò 1.3.1, ta cã p1 ∈ AttR(Hd
m(M)). Suy ra p1 ∈ AssM víi

dim(R/p1) = d theo §Þnh lý 1.3.6. Tõ ®ã kÐo theo

H
d−dim(R/p1)
p1Rp1

(Mp1
) 6= 0,

nghÜa lµ p1 ∈ Psuppd
RM. V× vËy, Psuppd

RM kh«ng ®ãng. §iÒu nµy m©u

thuÉn víi gi¶ thiÕt (i). VËy hÖ qu¶ ®­îc chøng minh
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Chó ý 2.1.5. Theo §Þnh lý 2.1.2, nÕu H i
m(M) tháa m·n tÝnh chÊt (∗) th×

Psuppi
RM ®ãng. §iÒu ng­îc l¹i còng ®óng khi i = d (theo HÖ qu¶ 2.1.4).

Tuy nhiªn ®iÒu nµy kh«ng cßn ®óng khi i < d. VÝ dô, lÊy R lµ miÒn

nguyªn ®Þa ph­¬ng Noether chiÒu 2 ®­îc x©y dùng bëi Ferrand vµ Raynaud

[53]. Vµnh nµy cã tÝnh chÊt tån t¹i q̂ ∈ Ass R̂, dim(R̂/q̂) = 1. Khi ®ã

Psupp0
RR = ∅, Psupp1

RR = {m}, Psupp2
RR = SpecR. C¸c tËp nµy ®Òu

®ãng nh­ng H1
m(R) kh«ng tháa m·n tÝnh chÊt (∗).

2.2 TÝnh catenary phæ dông cña vµnh c¬ së

Trong môc nµy chóng t«i nghiªn cøu tÝnh chÊt (∗) cho c¸c m«®un ®èi ®ång

®iÒu ®Þa ph­¬ng H i
m(M) víi i < d liªn hÖ víi tÝnh catenary phæ dông vµ tÝnh

kh«ng trén lÉn cña vµnh ®Þa ph­¬ng.

§Þnh lý 2.2.1. Gi¶ sö H i
m(M) tháa m·n tÝnh chÊt (∗) víi mäi i < d. Khi ®ã

R/p lµ kh«ng trén lÉn víi mäi p ∈ AssM vµ vµnh R/AnnRM lµ catenary

phæ dông.

Chøng minh. Gi¶ sö tån t¹i p ∈ AssM mµ R/p trén lÉn, nghÜa lµ tån t¹i

p̂ ∈ Ass(R̂/pR̂) tháa m·n dim(R̂/p̂) = k < dim(R/p). Râ rµng k < d.

Theo [33, §Þnh lý 23.2 (ii)], ta cã

Ass M̂ =
⋃

q∈Ass M

Ass(R̂/qR̂).

Do ®ã p̂ ∈ Ass M̂. V× dim(R̂/p̂) = k nªn theo HÖ qu¶ 1.3.5,

p̂ ∈ AttR̂(Hk
m(M)). Tõ ®ã theo MÖnh ®Ò 1.4.2, ta cã

N-dimR(Hk
m(M)) = dim

(
R̂/AnnR̂(Hk

m(M))
)
≥ dim(R̂/p̂) = k.

Chó ý r»ng N-dimR(Hk
m(M)) 6 k theo §Þnh lý 1.3.10. V× vËy

N-dimR(Hk
m(M)) = k.
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Theo MÖnh ®Ò 1.3.13, tån t¹i d·y c¸c phÇn tö x1, . . . , xk cña m tháa m·n

m«®un 0 :Hk
m(M) (x1, . . . , xk)R cã ®é dµi h÷u h¹n. §Æt I = (x1, . . . , xk)R.

V× k < dim(R/p) nªn

ht
(
(I + p)/p

)
6 k < dim(R/p).

Do ®ã tån t¹i i®ªan nguyªn tè q chøa I + p tháa m·n q 6= m. Ta cã

AnnR(0 :Hk
m(M) q) lµ m-nguyªn s¬, v× vËy AnnR(0 :Hk

m(M) q) 6= q. V×

p̂ ∈ Ass(R̂/pR̂) nªn p̂ ∩ R = p theo [33, §Þnh lý 23.2 (i)]. L¹i v×

p̂ ∈ AttR̂(Hk
m(M)) nªn theo Bæ ®Ò 1.3.3, p ∈ AttR(Hk

m(M)). Do ®ã

q ⊇ p ⊇ AnnR(Hk
m(M)).

§iÒu nµy chøng tá Hk
m(M) kh«ng tháa m·n tÝnh chÊt (∗), v« lý. Nh­ vËy

R/p lµ kh«ng trén lÉn víi mäi p ∈ AssM.

§Ó chøng minh R/AnnRM lµ catenary phæ dông, theo §Þnh lý 1.2.7, ta

cÇn chøng minh R/p lµ tùa kh«ng trén lÉn víi mäi p ∈ V(AnnRM). ThËt

vËy, lÊy p ∈ V(AnnRM). Khi ®ã tån t¹i q ∈ min(AssM) tháa m·n q ⊆ p.

Theo (i), ta cã R/q lµ kh«ng trén lÉn. V× R/p ®¼ng chiÒu nªn theo §Þnh lý

1.2.6, R/p ∼= (R/q)
/

(p/q) lµ tùa kh«ng trén lÉn.

Mèi liªn hÖ gi÷a tÝnh chÊt (∗) cña m«®un ®èi ®ång ®iÒu cÊp d vµ c¸c

m«®un ®èi ®ång ®iÒu ®iÒu cÊp nhá h¬n d ®­îc ®­a ra trong hÖ qu¶ sau.

HÖ qu¶ 2.2.2. Gi¶ sö H i
m(M) tháa m·n tÝnh chÊt (∗) víi mäi i < d. Khi ®ã

Hd
m(M) còng tháa m·n tÝnh chÊt (∗).

Chøng minh. NhËn xÐt r»ng vµnh R/AnnR(Hd
m(M)) lµ th­¬ng cña vµnh

R/AnnRM. V× H i
m(M) tháa m·n tÝnh chÊt (∗) víi mäi i < d, nªn

vµnh R/AnnRM lµ catenary phæ dông theo §Þnh lý 2.2.1. Do ®ã vµnh

R/AnnR(Hd
m(M)) lµ catenary. Nh­ vËyHd

m(M) tháa m·n tÝnh chÊt (∗) theo
§Þnh lý 1.4.4.
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Dùa vµo §Þnh lý 2.2.1 ta cã thÓ chØ ra vÝ dô chøng tá r»ng HÖ qu¶ 2.1.3

kh«ng cßn ®óng n÷a nÕu gi¶ thiÕt vµnh R lµ catenary phæ dông hoÆc c¸c thí

h×nh thøc lµ Cohen-Macaulay kh«ng ®­îc tháa m·n.

VÝ dô 2.2.3. Tån t¹i vµnh ®Þa ph­¬ng Noether (R,m) tháa m·n R kh«ng

lµ catenary phæ dông hoÆc cã mét thí h×nh thøc kh«ng lµ Cohen-Macaulay

nh­ng tån t¹i i < d ®Ó H i
m(R) kh«ng tháa m·n tÝnh chÊt (∗).

Chøng minh. LÊy (R,m) lµ miÒn nguyªn ®Þa ph­¬ng Noether catenary phæ

dông cã sè chiÒu d ≥ 3 tháa m·n R̂ cã i®ªan nguyªn tè nhóng. Chó ý r»ng

miÒn nguyªn nh­ vËy tån t¹i theo [7, VÝ dô 3.1]. Khi ®ã theo §Þnh lý 2.2.1

tån t¹i i < d ®Ó H i
m(R) kh«ng tháa m·n tÝnh chÊt (∗) vµ R cã thí h×nh thøc

kh«ng Cohen-Macaulay.

LÊy (R,m) lµ miÒn nguyªn ®Þa ph­¬ng Noether catenary tháa m·n ®iÒu

kiÖn c¸c thí h×nh thøc cña R lµ Cohen-Macaulay nh­ng R kh«ng lµ catenary

phæ dông. Chó ý r»ng miÒn nguyªn nh­ vËy tån t¹i theo [22, VÝ dô 28]. Khi

®ã theo §Þnh lý 2.2.1 tån t¹i i < d ®Ó H i
m(R) kh«ng tháa m·n tÝnh chÊt (∗).

Chó ý r»ng ta cã Hd
m(R) tháa m·n tÝnh chÊt (∗).

N¨m 1980, M. Nagata [38] ®· ®­a ra c©u hái: Gi¶ sö (R,m) lµ miÒn

nguyªn ®Þa ph­¬ng Noether kh«ng trén lÉn. Cho p ∈ Spec(R). LiÖu r»ng

R/p kh«ng trén lÉn? N¨m 1983, M. Brodmann vµ C. Rotthaus [4] ®· x©y

dùng mét miÒn nguyªn ®Þa ph­¬ng Noether cã sè chiÒu 3 tháa m·n ®iÒu kiÖn

R̂ lµ miÒn nguyªn vµ tån t¹i p ∈ SpecR, dimR/p = 2 ®Ó R̂/pR̂ cã i®ªan

nguyªn tè nhóng. VÝ dô nµy ®­a ra c©u tr¶ lêi phñ ®Þnh cho c©u hái cña

Nagata. Chóng t«i ®­a ra mét tiªu chuÈn vÒ tÝnh kh«ng trén lÉn cña vµnh

R/p víi p ∈ SuppM vµ dimR/p ≥ d− 1 trong kÕt qu¶ sau.

§Þnh lý 2.2.4. Gi¶ sö M kh«ng trén lÉn vµ H i
m(M) tháa m·n tÝnh chÊt (∗)

víi mäi i < d. Khi ®ã R/p còng kh«ng trén lÉn víi mäi p ∈ SuppM tháa
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m·n dim(R/p) ≥ d− 1.

Chøng minh. LÊy p ∈ SuppM tháa m·n dim(R/p) ≥ d− 1.

NÕu dim(R/p) = d th× p ∈ AssM vµ do ®ã R/p kh«ng trén lÉn theo

§Þnh lý 2.2.1.

Gi¶ sö dim(R/p) = d − 1 vµ R/p lµ trén lÉn. Khi ®ã tån t¹i p̂ ∈
Ass(R̂/pR̂) tháa m·n

dim(R̂/p̂) = k < d− 1.

V× M kh«ng trén lÉn nªn dim(R/p) = d víi mäi p ∈ AssM . Do ®ã tån t¹i

x ∈ p tháa m·n x lµ M -chÝnh quy. V× p ⊇ AnnM/xM vµ

dim(R/p) = dim(M/xM) = d− 1

nªn p ∈ min(Ass(M/xM)). L¹i v×

AssR̂(M̂/xM̂) =
⋃

q∈AssR(M/xM)

Ass(R̂/qR̂)

theo [33, §Þnh lý 23.2] suy ra p̂ ∈ Ass(M̂/xM̂). Do dim(R̂/p̂) = k nªn

p̂ ∈ AttR̂(Hk
m(M/xM)) theo HÖ qu¶ 1.3.5. Tõ d·y khíp

0 −→M
x−→M −→M/xM −→ 0,

ta cã d·y khíp c¶m sinh

0 −→ Hk
m(M)/xHk

m(M) −→ Hk
m(M/xM) −→ 0 :Hk+1

m (M) x −→ 0.

V× vËy

p̂ ∈ AttR̂(Hk
m(M)/xHk

m(M)) ∪ AttR̂(0 :Hk+1
m (M) x).

NÕu p̂ ∈ AttR̂

(
Hk

m(M)/xHk
m(M)

)
th× p̂ ∈ AttR̂(Hk

m(M)). Do ®ã theo [6,

§Þnh lý 11.3.2], p̂R̂p̂ ∈ AttR̂(H0
p̂R̂p̂

(M̂p̂)). §iÒu nµy kÐo theo p̂R̂p̂ ∈ Ass M̂p̂

hay p̂ ∈ Ass M̂ . V× vËy theo gi¶ thiÕt, ta cã dim R̂/p̂ = d > k, v« lý. Suy ra
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p̂ ∈ AttR̂(0 :Hk+1
m (M) x). §iÒu nµy kÐo theo p̂ ∈ V(AnnR̂(Hk+1

m (M))). Do

®ã, theo MÖnh ®Ò 1.4.2

N-dimR(Hk+1
m (M)) = dim R̂/AnnR̂H

k+1
m (M) ≥ dim(R̂/p̂) = k.

Chó ý r»ng N-dimR(Hk+1
m (M)) 6 k + 1 theo §Þnh lý 1.3.10. V× vËy

k ≤ N-dimR(Hk+1
m (M)) 6 k + 1.

NÕu N-dimR(Hk+1
m (M)) = k+1 th× theo MÖnh ®Ò 1.4.2, tån t¹i i®ªan nguyªn

tè q̂ ∈ AttR̂

(
Hk+1

m (M)
)
tháa m·n dim(R̂/q̂) = k + 1. T­¬ng tù nh­ trªn,

ta cã q̂ ∈ Ass M̂ . V× M kh«ng trén lÉn nªn

dim(R̂/q̂) = d 6= k + 1.

§iÒu nµy lµ v« lý. VËy N-dimR

(
Hk+1

m (M)
)

= k.V× p̂ ∈ V(AnnR̂H
k+1
m (M))

vµ dim(R̂/p̂) = k nªn ta cã p̂ ∈ min AttR̂(Hk+1
m (M)). Do ®ã

p = p̂ ∩R ∈ AttR(Hk+1
m (M))

theo Bæ ®Ò 1.3.3. §iÒu nµy kÐo theo

dim
(
R/AnnR(Hk+1

m (M))
)
≥ dim(R/p) = d−1 > k = N-dimR

(
Hk+1

m (M)
)
.

Nh­ vËy theo MÖnh ®Ò 1.4.2 Hk+1
m (M) kh«ng tháa m·n tÝnh chÊt (∗). §iÒu

nµy m©u thuÉn víi gi¶ thiÕt. V× vËy ®Þnh lý ®­îc chøng minh.

Dùa vµo §Þnh lý 2.2.4 ta ®­a ra vÝ dô sau chøng tá chiÒu ng­îc l¹i cña

§Þnh lý 2.2.1 lµ kh«ng ®óng.

VÝ dô 2.2.5. Tån t¹i miÒn nguyªn ®Þa ph­¬ng Noether (R,m) tháa m·n R/p

kh«ng trén lÉn víi mäi p ∈ AssR vµ R lµ catenary phæ dông nh­ng tån t¹i

i < dimR ®Ó H i
m(R) kh«ng tháa m·n tÝnh chÊt (∗).

Chøng minh. XÐt miÒn nguyªn ®Þa ph­¬ng Noether cã sè chiÒu 3 tháa m·n

tån t¹i p ∈ SpecR, dimR/p = 2 ®Ó R̂/pR̂ cã i®ªan nguyªn tè nhóng (xem
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[4]). Ta cã R lµ catenary phæ dông, kh«ng trén lÉn, H0
m(R) vµ H1

m(R) tháa

m·n tÝnh chÊt (∗). V× tån t¹i p ∈ Spec(R), dimR/p = 2 vµ R/p lµ trén lÉn

nªn theo §Þnh lý 2.2.4 ta cã H2
m(R) kh«ng tháa m·n tÝnh chÊt (∗). Chó ý

r»ng H3
m(R) tháa m·n tÝnh chÊt (∗).

KÕt luËn Ch­¬ng 2

Trong ch­¬ng nµy chóng t«i ®· thu ®­îc c¸c kÕt qu¶ sau.

- §­a ra mét ®Æc tr­ng ®Ó m«®un ®èi ®ång ®iÒu ®Þa ph­¬ng H i
m(M) tháa

m·n tÝnh chÊt (∗) th«ng qua tËp gi¶ gi¸ cña M . §­a ra mèi liªn hÖ gi÷a gi¶

chiÒu thø i cña M , chiÒu Krull vµ chiÒu Noether cña H i
m(M). Còng tõ ®ã

chøng tá r»ng nÕu mét vµnh lµ catenary phæ dông vµ c¸c thí h×nh thøc lµ

Cohen-Macaulay th× c¸c m«®un ®èi ®ång ®iÒu ®Þa ph­¬ng H i
m(M) tháa m·n

tÝnh chÊt (∗) víi mäi R-m«®un h÷u h¹n sinh M vµ víi mäi i.

- Chøng tá r»ng nÕu c¸c m«®un ®èi ®ång ®iÒu ®Þa ph­¬ng H i
m(M) tháa m·n

tÝnh chÊt (∗) víi mäi i, trong ®ãM lµ mét R-m«®un h÷u h¹n sinh cho tr­íc

th× vµnh R/AnnRM lµ catenary phæ dông vµ c¸c vµnh R/p lµ kh«ng trén

lÉn víi mäi p ∈ AssM .

- ChØ ra r»ng nÕu m«®un M lµ kh«ng trén lÉn th× c¸c vµnh R/p còng lµ

kh«ng trén lÉn víi mäi p ∈ SuppM tháa m·n dimR/p ≥ d − 1 víi ®iÒu

kiÖn c¸c m«®un ®èi ®ång ®iÒu ®Þa ph­¬ng H i
m(M) tháa m·n tÝnh chÊt (∗).
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Ch­¬ng 3

M«®un ®èi ®ång ®iÒu ®Þa ph­¬ng tùa
kh«ng trén lÉn

Trong suèt ch­¬ng nµy, chóng t«i lu«n gi¶ thiÕt (R,m) lµ vµnh giao ho¸n

®Þa ph­¬ng Noether víi i®ªan cùc ®¹i duy nhÊt m. Cho A lµ mét R-m«®un

Artin. Cho M lµ mét R-m«®un h÷u h¹n sinh víi chiÒu Krull, dimM = d.

Nh¾c l¹i trong [13], N. T. C­êng, N. T. Dung vµ L. T. Nhµn ®· ®­a ra mèi

liªn hÖ gi÷a tÝnh chÊt (∗) cña mét lo¹i m«®un Artin ®Æc biÖt - m«®un ®èi

®ång ®iÒu ®Þa ph­¬ng cÊp cao nhÊt Hd
m(M) vµ tÝnh catenary cña vµnh ®Þa

ph­¬ng R/AnnRH
d
m(M). Cô thÓ Hd

m(M) tháa m·n tÝnh chÊt (∗) khi vµ chØ
khi vµnh R/AnnRH

d
m(M) lµ catenary. NhËn xÐt r»ng Hd

m(M) ∼= Hd
mR̂

(M̂)

nh­ c¸c R̂-m«®un. H¬n n÷a theo §Þnh lý 1.3.6

AttR̂H
d
m(M) = {p̂ ∈ AssR̂ M̂ | dim(R̂/p̂) = d}.

Tõ ®ã, dùa vµo c¸c kh¸i niÖm tùa kh«ng trén lÉn, kh«ng trén lÉn ®· ®­îc

®Þnh nghÜa cho c¸c m«®un h÷u h¹n sinh (xem §Þnh nghÜa 1.2.5), chóng t«i

®Þnh nghÜa vµ nghiªn cøu líp m«®un Artin tùa kh«ng trén lÉn, líp m«®un

Artin trén lÉn. Ph¸t triÓn ý t­ëng trong [13], chóng t«i ®· chØ ra r»ng nÕu

A lµ m«®un Artin tùa kh«ng trén lÉn, A tháa m·n tÝnh chÊt (∗) th× vµnh
R/AnnRA lµ catenary vµ dim(R/AnnRA) = dim(R̂/AnnR̂A). C¸c vÝ dô

®· ®­îc x©y dùng ®Ó chØ ra r»ng gi¶ thiÕt tùa kh«ng trén lÉn lµ kh«ng bá ®i

®­îc. Tõ ®ã mét c©u hái tù nhiªn ®Æt ra lµ liÖu r»ng chiÒu ng­îc l¹i cña kÕt
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qu¶ trªn vÉn ®óng? Chóng t«i ®· chØ ra vÝ dô chøng tá r»ng chiÒu ng­îc l¹i

lµ sai. MÆt kh¸c chóng t«i còng chØ ra r»ng chiÒu ng­îc l¹i lµ ®óng cho mét

líp m«®un Artin, ®ã lµ líp m«®un ®èi ®ång ®iÒu ®Þa ph­¬ng víi gi¸ lµ i®ªan

cùc ®¹i vµ tùa kh«ng trén lÉn. §©y lµ mét sù më réng cña kÕt qu¶ chÝnh

trong [13].

Néi dung chÝnh cña ch­¬ng ®­îc tr×nh bµy dùa theo bµi b¸o [40].

3.1 M«®un Artin tùa kh«ng trén lÉn

Tr­íc hÕt chóng t«i ®­a ra ®Þnh nghÜa m«®un Artin tùa kh«ng trén lÉn vµ

mét sè líp m«®un liªn quan, ®­a ra mét sè nghiªn cøu vÒ m«®un Artin tùa

kh«ng trén lÉn lµm c¬ së cho viÖc tr×nh bµy kÕt qu¶ chÝnh trong TiÕt 2 cña

ch­¬ng nµy.

§Þnh nghÜa 3.1.1. M«®un Artin A ®­îc gäi lµ ®¼ng chiÒu nÕu dim(R/p) =

dim(R/AnnRA) víi mäi i®ªan nguyªn tè g¾n kÕt p ∈ min AttRA vµ

A ®­îc gäi lµ tùa kh«ng trén lÉn nÕu R̂-m«®un A lµ ®¼ng chiÒu, tøc lµ

dim(R̂/p̂) = dim(R̂/AnnR̂A) víi mäi p̂ ∈ min AttR̂A. NÕu dim(R̂/p̂) =

dim(R̂/AnnR̂A) víi mäi p̂ ∈ AttR̂A th× ta nãi A lµ kh«ng trén lÉn.

Nh­ vËy râ rµng nÕu A lµ kh«ng trén lÉn th× A lµ tùa kh«ng trén lÉn. Mét

vÝ dô quen thuéc vÒ líp m«®un Artin kh«ng trén lÉn lµ m«®un ®èi ®ång ®iÒu

®Þa ph­¬ng cÊp cao nhÊt víi gi¸ cùc ®¹iHd
m(M). H¬n n÷a theo §Þnh lý 1.1.5,

víi i®ªan I tuú ý cña R, ta còng cã Hd
I (M) lµ R-m«®un Artin vµ theo [15,

§Þnh lý A],

AttR̂H
d
I (M) ⊆ {p̂ ∈ AssR̂ M̂ | dim(R̂/p̂) = d}.

V× thÕ Hd
I (M) còng lµ m«®un Artin kh«ng trén lÉn.

Ta biÕt r»ng nÕu m«®un NoetherM lµ tùa kh«ng trén lÉn th× víi mäi phÇn

hÖ tham sè (x1, . . . , xr) cñaM , m«®unM/(x1, . . . , xr)M còng lµ tùa kh«ng
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trén lÉn. Sau ®©y chóng ta chØ ra r»ng ®iÒu t­¬ng tù còng ®óng cho c¸c

m«®un Artin tùa kh«ng trén lÉn. §©y lµ mét kÕt qu¶ bæ trî cho viÖc chøng

minh kÕt qu¶ chÝnh cña tiÕt.

Bæ ®Ò 3.1.2. NÕu A lµ tùa kh«ng trén lÉn th× 0 :A (x1, . . . , xr)R còng lµ tùa

kh«ng trén lÉn víi mäi phÇn hÖ tham sè (x1, . . . , xr) cña A.

Chøng minh. Cho N-dimRA = s vµ (x1, . . . , xr) lµ mét phÇn hÖ tham sè

cña A. Theo Bæ ®Ò 1.4.2 ta cã dim(R̂/AnnR̂A) = s vµ

dim(R̂/AnnR̂(0 :A (x1, . . . , xr)R)) = N-dim(0 :A (x1, . . . , xr)R)

= s− r.

LÊy p̂ ∈ min AttR̂(0 :A (x1, . . . , xr)R). Khi ®ã, theo Bæ ®Ò 1.4.2 ta suy

ra dim(R̂/p̂) ≤ s − r. Chó ý r»ng p̂ ⊇ AnnR̂A. Do ®ã p̂1 ⊆ p̂,

víi p̂1 ∈ min AttR̂A nµo ®ã. MÆt kh¸c do A lµ tùa kh«ng trén lÉn nªn

dim(R̂/p̂1) = s. L¹i cã p̂ ∈ min V(p̂1 + (x1, . . . , xr)R̂) nªn ht(p̂/p̂1) ≤ r

theo [33, §Þnh lý 13.5]. Do ®ã ta cã

dim(R̂/p̂) = s− ht(p̂/p̂1) ≥ s− r.

V× thÕ dim(R̂/p̂) = s− r.

Chó ý r»ng nÕu m«®un Noether M lµ tùa kh«ng trén lÉn th× M lµ ®¼ng

chiÒu. ThËt vËy, gi¶ sö p ∈ min AssM. V×

AssM = {p̂ ∩R | p̂ ∈ Ass M̂}

nªn tån t¹i p̂ ∈ Ass M̂ sao cho p̂ ∩ R = p. Gäi q̂ ∈ min Ass M̂ sao cho

q̂ ⊆ p̂. §Æt q = q̂ ∩ R. Khi ®ã q ∈ AssM vµ q ⊆ p. Do p lµ tèi tiÓu nªn

q = p. V× thÕ p = q̂ ∩ R víi q̂ ∈ min Ass M̂. Do M lµ tùa kh«ng trén lÉn

nªn

d ≥ dim(R/p) ≥ dim(R̂/q̂) = dim M̂ = d.
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V× thÕ dim(R/p) = d. Do ®ãM lµ ®¼ng chiÒu. Tuy nhiªn, ®èi víi c¸c m«®un

Artin tùa kh«ng trén lÉn th× ®iÒu t­¬ng tù lµ kh«ng ®óng, tøc lµ cã nh÷ng

m«®un Artin tùa kh«ng trén lÉn kh«ng lµ ®¼ng chiÒu. Sau ®©y lµ mét vÝ dô.

VÝ dô 3.1.3. Tån t¹i m«®un Artin A tùa kh«ng trén lÉn nh­ng kh«ng ®¼ng

chiÒu.

Chøng minh. Cho R lµ miÒn nguyªn Noether ®Þa ph­¬ng cã chiÒu lµ 3 ®­îc

x©y dùng bëi M. Brodmann vµ C. Rotthaus [4] sao cho R̂ lµ miÒn nguyªn

vµ cã mét i®ªan nguyªn tè p ∈ SpecR ®Ó R/p lµ trén lÉn. Khi ®ã tån t¹i

p̂ ∈ Ass(R̂/pR̂) víi dim(R̂/p̂) < dim(R/p). V× R̂ lµ miÒn nguyªn nªn ta

suy ra p 6= 0 vµ p 6= m. Do ®ã dim(R/p) = 2 vµ dim(R̂/p̂) = 1. LÊy

0 6= x ∈ p vµ chän y, z ∈ m sao cho (x, y, z) lµ mét hÖ tham sè cña R.

Chän q ∈ Ass(R/(y, z)R) sao cho dim(R/q) = 1. §Æt A = B⊕C, trong ®ã

B = H1
m(R/p) vµ C = H1

m(R/q). Khi ®ã A lµ R-m«®un Artin (xem §Þnh lý

1.1.5). Theo HÖ qu¶ 1.3.5, p̂ ∈ AttR̂B. Do vËy p ∈ AttRB theo Bæ ®Ò 1.3.3

vµ do ®ã ta cã min AttRB = {p}. Theo §Þnh lý 1.3.6, ta cã AttRC = {q}.
V× dim(R/q) = 1 vµ dim(R/p) = 2 nªn ta cã q * p. Ta chøng minh p * q.

ThËt vËy, nÕu p ⊆ q th×

dim(R/q) ≤ dim(R/(x, y, z)R) = 0.

§iÒu nµy lµ v« lÝ. Do ®ã min AttRA = {p, q}. V× thÕ A lµ kh«ng ®¼ng

chiÒu. Chó ý r»ng cã c¸c ®¼ng cÊu R̂-m«®un H1
m(R/p) ' H1

mR̂
(R̂/pR̂) vµ

H1
m(R/q) ' H1

mR̂
(R̂/qR̂). Do ®ã dim(R̂/q̂) ≤ 1 víi mäi q̂ ∈ AttR̂A. Do

vËy A lµ tùa kh«ng trén lÉn.

KÕt qu¶ d­íi ®©y ®­a ra mét ®iÒu kiÖn ®Ó mét m«®un Artin tùa kh«ng

trén lÉn lµ ®¼ng chiÒu. §©y còng lµ mét kÕt qu¶ bæ trî cho viÖc chøng minh

kÕt qu¶ chÝnh cña tiÕt.
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Bæ ®Ò 3.1.4. Gi¶ sö A lµ tùa kh«ng trén lÉn, dim(R/AnnRA) = N-dimA

vµ I lµ mét i®ªan cña R. Khi ®ã A lµ ®¼ng chiÒu vµ

dim(R/AnnR(0 :A I)) = N-dim(0 :A I).

Chøng minh. Gi¶ sö r»ng dim(R/AnnRA) = N-dimA = s. Khi ®ã theo

MÖnh ®Ò 1.4.2, ta cã dim(R̂/AnnR̂A) = s. LÊy p ∈ min AttRA. V×

dim(R/AnnA) = max{dim(R/p) : p ∈ AttRA}

nªn dimR/p ≤ s. Theo Bæ ®Ò 1.3.3, tån t¹i p̂ ∈ AttR̂A sao cho p̂ ∩R = p.

Khi ®ã p̂ ⊇ q̂ víi mét q̂ ∈ min AttR̂A nµo ®ã. Do vËy q̂∩R ∈ AttRA theo

Bæ ®Ò 1.3.3. V× p lµ tèi tiÓu trong AttRA nªn q̂ ∩ R = p. Do A tùa kh«ng

trén lÉn nªn dim(R̂/q̂) = s. Do ®ã dim(R/p) ≥ s. Suy ra dim(R/p) = s.

VËy A lµ ®¼ng chiÒu.

TiÕp theo, cho mét phÇn hÖ tham sè (x1, . . . , xr) cña A, ta chøng minh

®¼ng thøc

dim(R/AnnR(0 :A (x1, . . . , xr)R)) = N-dim(0 :A (x1, . . . , xr)R) = s− r.

Ta chøng minh ®¼ng thøc nµy b»ng quy n¹p theo r. Cho r = 1 vµ ®Æt x = x1.

LÊy p ∈ min V(AnnRA) sao cho dimR/p = s. Khi ®ã, theo MÖnh ®Ò 1.3.1

ta suy ra p ∈ min AttRA. Do ®ã, theo Bæ ®Ò 1.3.3, tån t¹i p̂ ∈ min AttR̂A

sao cho p = p̂ ∩R. V× A lµ tùa kh«ng trén lÉn nªn dim(R̂/p̂) = s. Do

dim(R̂/AnnR̂(0 :A x)) = N-dim(0 :A x) = s− 1,

nªn ta suy ra

p̂ 6⊇ Rad(AnnR̂(0 :A x)) = Rad(AnnR̂A+ xR̂).

Do ®ã x /∈ p̂, vµ v× thÕ x /∈ p. Suy ra x lµ phÇn tö tham sè cña vµnh ®Þa

ph­¬ng R/AnnRA, tøc lµ dim(R/(AnnRA+ xR)) = s− 1. VËy

dim(R/AnnR(0 :A x)) 6 dimR/AnnRA+ xR = s− 1.
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Theo MÖnh ®Ò 1.3.9,

dim(R/AnnR(0 :A x)) ≥ N-dim(0 :A x) = s− 1.

Suy ra ta cã ®¼ng thøc ®óng víi r = 1. Cho r > 1. §Æt B = 0 :A

(x1, . . . , xr−1)R. Theo gi¶ thiÕt quy n¹p ta cã

N-dimB = dim(R/AnnRB) = s− r + 1.

V× B lµ tùa kh«ng trén lÉn theo Bæ ®Ò 3.1.2 vµ xr lµ phÇn tö tham sè cña B

nªn ¸p dông kÕt qu¶ cho tr­êng hîp r = 1 ta nhËn ®­îc

N-dim(0 :B xr) = dim(R/AnnR(0 :B xr)) = s− r.

VËy, ®¼ng thøc trªn ®­îc chøng minh.

B©y giê ta xÐt I lµ mét i®ªan cña R. §Æt N-dim(0 :A I) = s− r. Khi ®ã,
theo MÖnh ®Ò 1.3.13, tån t¹i mét phÇn hÖ tham sè (x1, . . . , xr) cña A trong

I. V× thÕ, theo ®¼ng thøc trªn vµ theo MÖnh ®Ò 1.3.9, ta cã

s− r = N-dim(0 :A (x1, . . . , xr)R) = dim(R/AnnR(0 :A (x1, . . . , xr)R)

≥ dim(R/AnnR(0 :A I))

≥ N-dim(0 :A I) = s− r.

VËy, bæ ®Ò ®­îc chøng minh.

§Þnh lý sau ®©y lµ kÕt qu¶ chÝnh cña tiÕt, ®­a ra mèi liªn hÖ gi÷a tÝnh chÊt

(∗) cña m«®un Artin tùa kh«ng trén lÉnA, tÝnh catenary cña vµnhR/AnnRA

vµ chiÒu cña A.

§Þnh lý 3.1.5. Gi¶ sö A lµ tùa kh«ng trén lÉn. NÕu A tháa m·n tÝnh chÊt

(∗) th× vµnh R/AnnRA lµ catenary vµ

dim(R/AnnRA) = N-dimRA.
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Chøng minh. Gi¶ sö N-dimA = s. Do A tháa m·n tÝnh chÊt (∗) nªn theo

MÖnh ®Ò 1.4.2, ta cã

dim(R/AnnRA) = N-dimA = dim(R̂/AnnR̂A) = s.

MÆt kh¸c do A lµ tùa kh«ng trén lÉn vµ dim(R/AnnRA) = N-dimA nªn

theo Bæ ®Ò 3.1.4, ta cã A lµ ®¼ng chiÒu. Theo MÖnh ®Ò 1.3.1 vµ [31, 2.3], ta

suy ra vµnh R/AnnRA lµ ®¼ng chiÒu. V× thÕ, theo §Þnh lý 1.2.3, ®Ó chøng

minh vµnh R/AnnRA lµ catenary ta chØ cÇn chØ ra r»ng

dim(R/p) + ht(p/AnnRA) = s

víi mäi i®ªan nguyªn tè p ⊇ AnnRA. LÊy p ∈ V(AnnRA). §Æt N-dim(0 :A

p) = s− k. Theo MÖnh ®Ò 1.3.13, tån t¹i mét phÇn hÖ tham sè (x1, . . . , xk)

cña A chøa trong p. §Æt J0 = 0 vµ Ji = (x1, . . . , xi)R víi mäi i = 1, . . . , k.

Víi mçi i cho tr­íc, theo Bæ ®Ò 3.1.4, ta cã 0 :A Ji lµ tùa kh«ng trén lÉn.

H¬n n÷a, theo Bæ ®Ò 3.1.2

dim(R/AnnR(0 :A Ji)) = N-dim(0 :A Ji) = s− i.

V× thÕ, theo Bæ ®Ò 3.1.4, 0 :A Ji lµ ®¼ng chiÒu. V× A tho¶ m·n tÝnh chÊt (∗)
nªn p = AnnR(0 :A p). Suy ra p ⊇ AnnR(0 :A Jk). Theo MÖnh ®Ò 1.3.1 (ii),

ta cã p ⊇ pk víi mét pk ∈ min AttR(0 :A Jk) nµo ®ã. TiÕp tôc lËp luËn trªn,

ta nhËn ®­îc mét d·y i®ªan nguyªn tè

p ⊇ pk ⊇ pk−1 ⊇ . . . ⊇ p0 ⊇ AnnRA,

trong ®ã pi ∈ min AttR(0 :A Ji) víi mäi i = 0, . . . , k. V× 0 :A Ji lµ

®¼ng chiÒu nªn dim(R/pi) = s − i. V× thÕ pi 6= pi+1 víi mäi i. Suy ra

ht(p/AnnRA) ≥ k, vµ do ®ã dim(R/p) + ht(p/AnnRA) = s.

Gi¶ thiÕt tùa kh«ng trén lÉn cña A trong §Þnh lÝ 3.1.5 lµ kh«ng bá ®i ®­îc.

C¸c vÝ dô sau ®©y chØ ra ®iÒu nµy.
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VÝ dô 3.1.6. Tån t¹i mét R-m«®un Artin A kh«ng lµ tùa kh«ng trén lÉn sao

cho A tháa m·n tÝnh chÊt (∗), dim(R/AnnRA) = N-dimRA, nh­ng vµnh

R/AnnRA kh«ng lµ catenary.

Chøng minh. Gi¶ sö (R,m) lµ miÒn nguyªn Noether kh«ng catenary cã chiÒu

d ≥ 3. Chó ý r»ng mét miÒn nguyªn nh­ vËy lu«n tån t¹i (xem [3]). KÝ hiÖu

E(R/m) lµ bao néi x¹ cña tr­êng thÆng d­ R/m. §Æt A = E(R/m). Khi

®ã theo [6, §Þnh lý 10.2.5]), A lµ R-m«®un Artin. Theo [12, Bæ ®Ò 4.4], A

tháa m·n tÝnh chÊt (∗). Do ®ã dim(R/AnnRA) = N-dimRA theo MÖnh ®Ò

1.4.2. V× R lµ miÒn nguyªn nªn theo [47, §Þnh lý 2.6], ta cã

AttRA = AssR = {0}.

Do ®ã theo MÖnh ®Ò 1.3.1, ta cã AnnRA = 0. V× thÕ vµnh R/AnnRA = R

lµ kh«ng catenary.

Ta chøng minh A kh«ng lµ tùa kh«ng trén lÉn. Chó ý r»ng cã ®¼ng cÊu

c¸c R̂-m«®un E(R/m) ' E(R̂/m̂). Do ®ã theo [47, §Þnh lý 2.6], ta cã

AttR̂A = Ass R̂. Suy ra min Ass(R̂) = min AttR̂A. V× R kh«ng catenary

nªn nã kh«ng catenary phæ dông. Do ®ã theo §Þnh lý 1.2.6, ta suy ra R̂ lµ

kh«ng ®¼ng chiÒu. V× thÕ tån t¹i p̂ ∈ min Ass R̂ = min AttR̂A sao cho

dim(R̂/p̂) < dim R̂. L¹i cã

AnnR̂A =
∞⋂

n=1

(mR̂)n = 0

theo [50, MÖnh ®Ò 4.23], nªn

dim(R̂/p̂) < dim(R̂/AnnR̂A) = N-dimA.

VËy A kh«ng lµ tùa kh«ng trén lÉn.

VÝ dô 3.1.7. Tån t¹i R-m«®un Artin A kh«ng lµ tùa kh«ng trén lÉn sao cho

R/AnnRA lµ catenary vµ dim(R/AnnRA) = N-dimA, nh­ng A kh«ng

tháa m·n tÝnh chÊt (∗).
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Chøng minh. Gäi R lµ miÒn nguyªn Noether ®Þa ph­¬ng chiÒu 3 ®­îc x©y

dùng bëi M. Brodmann vµ C. Rotthaus [4] sao cho R̂ lµ miÒn nguyªn vµ

R/p trén lÉn víi mét i®ªan p ∈ SpecR. Chän p̂ ∈ Ass(R̂/pR̂) sao cho

dim(R̂/p̂) < dim(R/p). Nh­ trong VÝ dô 3.1.3, ta cã dim(R/p) = 2,

dim(R̂/p̂) = 1 vµ p̂ ∈ min AttR̂(H1
m(R/p)). Chó ý r»ng thµnh phÇn p̂-

thø cÊp cña H1
m(R/p) kh«ng phô thuéc vµo biÓu diÔn thø cÊp tèi tiÓu cña

H1
m(R/p) (xem [31]). Gäi B lµ thµnh phÇn p̂-thø cÊp cña H1

m(R/p) xÐt nh­

R̂-m«®un. Khi ®ã AttR̂B = {p̂} vµ kÐo theo AttRB = {p}. LÊy x ∈ m \ p

vµ chän p1 ∈ Ass(R/(p + xR)) sao cho dim(R/p1) = 1. LÊy y ∈ m \ p1.

Khi ®ã dim(R/yR) = 2. Chän q ∈ Ass(R/yR) sao cho dim(R/q) = 2. §Æt

C = H2
m(R/q). V× ta cã ®¼ng cÊu c¸c R̂-m«®un H2

m(R/q) ∼= H2
mR̂

(R̂/qR̂)

nªn theo §Þnh lý 1.3.6 ta suy ra AttRC = {q} vµ

AttR̂C = {q̂ ∈ Ass(R̂/qR̂) | dim(R̂/q̂) = 2}.

§Æt A = B ⊕ C. Khi ®ã A lµ R-m«®un Artin, AttRA = {p, q} vµ

AttR̂A = {p̂} ∪ {q̂ ∈ Ass(R̂/qR̂) | dim(R̂/q̂) = 2}.

V× y ∈ q \ p1 vµ p ⊆ p1 nªn ta cã q 6⊆ p. Do ®ã q̂ 6⊆ p̂ víi mäi q̂ ∈ AttR̂C.

V× thÕ p̂ ∈ min AttR̂A. VËy A kh«ng lµ tùa kh«ng trén lÉn.

V× R̂ lµ miÒn nguyªn nªn R lµ catenary phæ dông theo §Þnh lý 1.2.6.

V× thÕ vµnh R/AnnRA lµ catenary. H¬n n÷a theo Bæ ®Ò 1.3.1, ta cã

dim(R̂/AnnR̂A) = 2 vµ dim(R/AnnRA) = 2. Cuèi cïng ta chøng minh

A kh«ng tho¶ m·n (∗). Chó ý r»ng p1 ⊇ p ⊇ AnnRA. V× y ∈ q \ p1 nªn ta

suy ra p1 6⊇ q. Chó ý r»ng AttRC = {q} vµ dim(R/p1) = 1. V× thÕ

dim
(
R/AnnR(0 :C p1)

)
6 dim

(
R/(p1 + AnnRC)

)
= dim

(
R/(p1 + q)

)
= 0.

Do ®ã AnnR(0 :C p1) lµ m-nguyªn s¬. V× thÕ AnnR(0 :C p1) 6= p1. Tõ d·y
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khíp

0 −→ R/p
x−→ R/p −→ R/(p + xR) −→ 0,

ta cã d·y khíp c¶m sinh

0 −→ H0
m

(
R/(p + xR)

)
−→ H1

m(R/p)
x−→ H1

m(R/p).

Suy ra 0 :H1
m(R/p) x ∼= H0

m

(
R/(p + xR)

)
vµ do ®ã 0 :H1

m(R/p) x cã ®é dµi

h÷u h¹n. V× x ∈ p1 nªn 0 :B p1 lµ R-m«®un cã ®é dµi h÷u h¹n. Suy ra

AnnR(0 :B p1) 6= p1. V× thÕ

AnnR(0 :A p1) = AnnR(0 :B p1) ∩ AnnR(0 :C p1) 6= p1.

VËy A kh«ng tho¶ m·n tÝnh chÊt (∗).

3.2 M«®un ®èi ®ång ®iÒu ®Þa ph­¬ng víi gi¸ cùc ®¹i

Mét c©u hái tù nhiªn ®Æt ra lµ chiÒu ng­îc l¹i cña §Þnh lý 3.1.5 cßn ®óng

kh«ng? Chóng t«i sÏ chØ ra vÝ dô chøng tá r»ng nh×n chung chiÒu ng­îc l¹i

lµ sai. VÝ dô nµy ®­îc x©y dùng dùa trªn miÒn nguyªn chiÒu 3 ®­a ra bëi

C. Huneke [21]. §Ó thuËn lîi cho viÖc tr×nh bµy vÝ dô, ta nh¾c l¹i kh¸i niÖm

m«®un ®èi h÷u h¹n. Gi¶ sö I lµ mét i®ªan cña R. Mét R-m«®un N ®­îc gäi

lµ I-®èi h÷u h¹n nÕu Supp(N) ⊆ V(I) vµ Exti
R(R/I,N) lµ h÷u h¹n sinh

víi mäi i ≥ 0. Sö dông ®èi ngÉu Matlis (§Þnh lý 1.1.6), ta cã mét m«®un lµ

m-®èi h÷u h¹n nÕu vµ chØ nÕu nã lµ m«®un Artin. Nh­ vËy m«®un ®èi ®ång

®iÒu ®Þa ph­¬ng H i
m(M) lµ m-®èi h÷u h¹n víi mäi R-m«®un h÷u h¹n sinh

M . Trong [19], R. Hartshorne ®· ®­a ra c©u hái H i
I(M) lµ I-®èi h÷u h¹n

víi mäi i? Tuy nhiªn R. Hartshorne ®· chØ ra r»ng nh×n chung ®iÒu ®ã lµ

kh«ng ®óng, ®ång thêi «ng chøng tá r»ng nÕu R lµ vµnh ®Þa ph­¬ng, chÝnh

quy, ®Çy ®ñ, p lµ i®ªan nguyªn tè tháa m·n dimR/p = 1 th× H i
p(M) h÷u

h¹n sinh víi mäi i. D. Delfino vµ T. Marley [14] ®· më réng kÕt qu¶ cña R.

Hartshorne cho mét vµnh giao ho¸n ®Þa ph­¬ng Noether vµ p lµ mét i®ªan
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bÊt kú chiÒu 1 cña R. H¬n n÷a hä chØ ra tÝnh ®èi h÷u h¹n cña m«®un ®èi

®ång ®iÒu ®Þa ph­¬ng cÊp cao nhÊt.

Bæ ®Ò 3.2.1. [14, §Þnh lý 3] Gi¶ sö I lµ mét i®ªan cña R vµM lµ R-m«®un

h÷u h¹n sinh chiÒu d. Khi ®ã Hd
I (M) lµ I-®èi h÷u h¹n.

VÝ dô 3.2.2. Cho k lµ mét tr­êng ®Æc sè 0, R =
(k[x,y,u,v]

(f)

)
m
, trong ®ã

k[x, y, u, v] lµ vµnh ®a thøc cña c¸c biÕn x, y, u, v, f = xy − ux2 − vy2 vµ

m = (x, y, u, v). §Æt p = (y, u, v)R. Ta cãR lµ miÒn nguyªn, catenary chiÒu

3, p lµ i®ªan nguyªn tè ht(p) = 2 (xem [21, VÝ dô 6.2]). Khi ®ã 0 6= H3
p(R)

lµ m«®un Artin tùa kh«ng trén lÉn,

dimR/AnnRH
3
p(R) = dim R̂/AnnR̂H

3
p(R) = 3

nh­ng H3
p(R) kh«ng tháa m·n tÝnh chÊt (∗).

KÕt qu¶ sau bæ trî cho viÖc chøng minh vÝ dô trªn.

Bæ ®Ò 3.2.3. Trong vµnh c¸c chuçi luü thõa h×nh thøc k[[x, y, u, v]] tån t¹i

sù ph©n tÝch

f = xy − ux2 − vy2 = (x− vy + a3 + a4 + · · · )(y − ux+ b3 + b4 + · · · ),

trong ®ã ai, bi, víi mäi i ≥ 3 lµ c¸c ®a thøc thuÇn nhÊt bËc i vµ thuéc vµo

i®ªan sinh bëi y, u, v cña k[[x, y, u, v]].

Chøng minh. Ta dÔ dµng chøng minh sù tån t¹i cña ai, bi, víi mäi i ≥ 3 b»ng

quy n¹p theo i.

Chøng minh VÝ dô 3.2.2. Gäi R̂ lµ ®Çy ®ñ hãa cña R theo t«p« m-adic. Mét

phÇn tö cña k[[x, y, u, v]] kh¶ nghÞch nÕu nã chøa sè h¹ng tù do kh¸c kh«ng.

V× vËy dÔ thÊy x− vy+ a3 + a4 + · · · vµ y− uv+ b3 + b4 + · · · trong Bæ ®Ò

3.2.3 lµ bÊt kh¶ quy trong k[[x, y, u, v]]. §Æt p̂1 = (x− vy+ a3 + a4 + · · · )R̂
vµ p̂2 = (y − uv + b3 + b4 + · · · )R̂. Ta cã c¸c i®ªan ®ã lµ nguyªn tè vµ

dim R̂/p̂1 = dim R̂/p̂2 = 3.
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MÆt kh¸c theo Bæ ®Ò 3.2.3, ta cã (f)R̂ = p̂1 ∩ p̂2. Do ®ã Assh R̂ = {p̂1, p̂2}.
V× pR̂ + p̂1 = mR̂, nªn theo §Þnh lý triÖt tiªu Lichtenbaum-Hartshorne [6,

§Þnh lý 8.2.1], ta cã H3
p(R) 6= 0. L¹i v×

pR̂ + p̂2 = pR̂ ( mR̂

nªn theo [15, HÖ qu¶ 2], ta cã AttR̂H
3
p(R) = {p̂1}. V× vËy p̂1 ∩ R ∈

AttRH
3
p(R) theo Bæ ®Ò 1.3.3. V× 0 ⊆ p̂1 ∩ R lµ c¸c i®ªan nguyªn tè cña R

vµ

dimR/p̂1 ∩R ≥ dim R̂/p̂1 = 3

nªn 0 = p̂1 ∩ R ∈ AttRH
3
p(R). §iÒu nµy kÐo theo AnnRH

3
p(R) = 0. V×

vËy p ∈ V(AnnRH
3
p(R)). V× H3

p(R) lµ m«®un Artin nªn theo Bæ ®Ò 3.2.1

m«®un 0 :H3
p(R) p = Hom(R/p;H3

p(R)) cã ®é dµi h÷u h¹n. §iÒu nµy chøng

tá AnnR(0 :H3
p(R) p) 6= p, hay H3

p(R) kh«ng tháa m·n tÝnh chÊt (∗).

Sau ®©y chóng t«i sÏ chøng tá r»ng chiÒu ng­îc l¹i cña §Þnh lý 3.1.5 vÉn

cßn ®óng cho mét líp m«®un Artin. §ã lµ c¸c m«®un ®èi ®ång ®iÒu ®Þa

ph­¬ng víi gi¸ lµ i®ªan cùc ®¹i vµ tùa kh«ng trén lÉn. §©y lµ kÕt qu¶ chÝnh

cña tiÕt vµ còng lµ cña ch­¬ng. Còng cÇn chó ý thªm r»ng lu«n tån t¹i m«®un

®èi ®ång ®iÒu ®Þa ph­¬ng víi gi¸ lµ i®ªan cùc ®¹i nh­ng kh«ng lµ tùa kh«ng

trén lÉn. Ch¼ng h¹n, xÐt vµnh R = k[[x, y, z]] vµnh c¸c chuçi lòy thõa h×nh

thøc trªn tr­êng k. Khi ®ã R lµ mét vµnh ®Çy ®ñ theo t«p« (x, y, z)-adic.

§Æt

m = (x, y, z), M ′ = (x, y), M ′′ = R/(z), M = M ′ ⊕M ′′.

Ta cã theo §Þnh lý 1.3.6 AttRH
2
m(M ′′) = {(z)}. Tõ d·y khíp

0 −→M ′ −→ R −→ R/(x, y) −→ 0,

ta cã H2
m(M ′) ∼= H1

m(R/(x, y)). Theo §Þnh lý 1.3.6Suy ra

AttRH
2
m(M ′) = AttRH

1
m(R/(x, y)) = {(x, y)}.
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V× H2
m(M) ∼= H2

m(M ′)⊕H2
m(M ′′) nªn dÔ thÊy

min AttRH
2
m(M) = {(z), (x, y)}.

VËy H2
m(M) kh«ng lµ tùa kh«ng trén lÉn.

§Þnh lý 3.2.4. Gi¶ sö H i
m(M) lµ tùa kh«ng trén lÉn. Khi ®ã c¸c ®iÒu kiÖn

sau lµ t­¬ng ®­¬ng:

(i) H i
m(M) tháa m·n tÝnh chÊt (∗).

(ii) Vµnh R/AnnR(H i
m(M)) lµ catenary vµ

dim
(
R/AnnR(H i

m(M))
)

= dim
(
R̂/AnnR̂H

i
m(M))

)
.

Chøng minh. (i)⇒(ii) ®­îc suy ra tõ §Þnh lÝ 3.1.5. Ta chøng minh (ii)⇒(i).

Theo §Þnh lý 2.1.2, ta chØ cÇn chøng minh Psuppi
R(M) = V(AnnRH

i
m(M)).

Cho p ∈ Psuppi
RM. Khi ®ã H i−dim(R/p)

pRp
(Mp) 6= 0. V× thÕ tån t¹i

qRp ∈ AttRp

(
H

i−dim(R/p)
pRp

(Mp)
)

víi q ⊆ p nµo ®ã. Theo §Þnh lý 1.3.4, ta cã q ∈ AttR(H i
m(M)). V× thÕ

p ⊇ q ⊇ AnnR(H i
m(M)).

Suy ra Psuppi
RM ⊆ V

(
AnnR(H i

m(M))
)
.

Ng­îc l¹i, cho p ∈ V(AnnR(H i
m(M))). §Æt N-dimH i

m(M) = k. Khi ®ã

dim(R̂/AnnR̂H
i
m(M)) = k theo MÖnh ®Ò 1.4.2 vµ

dim(R/AnnRH
i
m(M)) = k

theo gi¶ thiÕt. Theo (ii) cña MÖnh ®Ò 1.3.1, ta cã p ⊇ q víi q ∈
min AttR(H i

m(M)) nµo ®ã. V× H i
m(M) lµ ®¼ng chiÒu theo Bæ ®Ò 3.1.4,

nªn ta cã dim(R/q) = k. V× q ∈ min AttR(H i
m(M)) nªn tån t¹i q̂ ∈

min AttR̂(H i
m(M)) sao cho q̂ ∩ R = q. Do H i

m(M) lµ kh«ng trén lÉn nªn

dim R̂/q̂ = k. Chó ý r»ng q̂ ∈ V(AnnR̂H
i
m(M)). V× thÕ q̂ ∈ Psuppi

R̂
(M̂).
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Suy ra H i−dim R̂/q̂

q̂R̂q̂

(M̂q̂) 6= 0. V× ®ång cÊu tù nhiªn Rq −→ R̂q̂ lµ ph¼ng nªn

theo §Þnh lÝ chuyÓn c¬ së ph¼ng (§Þnh lý 1.1.4) ta cã

H
i−dim R̂/q̂

q̂R̂q̂

(M̂q̂) ∼= H
i−dim R/q
qRq

(Mq)⊗ R̂q̂.

Do ®ã H i−dim R/q
qRq

(Mq) 6= 0 vµ v× thÕ AttRq
(H

i−dim R/q
qRq

(Mq)) 6= ∅. Theo §Þnh

lý 1.3.4, ta suy ra

AttRp
(H

i−dim R/q+ht p/q
pRp

(Mp)) 6= ∅.

Do ®ã H i−dim R/q+ht p/q
pRp

(Mp) 6= 0. V× R/AnnR(H i
m(M)) lµ catenary vµ

p ⊇ q ⊇ AnnR(H i
m(M))

nªn ta cã theo MÖnh ®Ò 1.2.2

i− dimR/q + ht p/q = i− dimR/p.

Do ®ã H i−dim R/p
pRp

(Mp) 6= 0, tøc lµ p ∈ Psuppi
R(M). VËy

V(AnnRH
i
m(M)) = Psuppi

RM

hay H i
m(M) tháa m·n tÝnh chÊt (∗).

Chó ý 3.2.5. (i) M«®un ®èi ®ång ®iÒu ®Þa ph­¬ng cÊp cao nhÊt Hd
m(M) lµ

kh«ng trén lÉn vµ theo §Þnh lý 1.3.10, ta cã

dim(R̂/AnnR̂H
d
m(M)) = dim(R/AnnRH

d
m(M)) = d.

V× thÕ, tõ §Þnh lÝ 3.2.4, ta cã thÓ nhËn l¹i kÕt qu¶ chÝnh trong [13]: Hd
m(M)

tho¶ m·n ®iÒu kiÖn (∗) nÕu vµ chØ nÕu R/AnnRH
d
m(M) lµ vµnh catenary.

(ii) §iÒu kiÖn dim
(
R/AnnR(H i

m(M))
)

= dim
(
R̂/AnnR̂H

i
m(M))

)
trong §Þnh lÝ 3.2.4 lµ kh«ng thÓ bá ®i ®­îc. ThËt vËy, xÐt miÒn nguyªn

®Þa ph­¬ng Noether, chiÒu 2, ®­îc x©y dùng bëi M. Nagata [37], tháa m·n

R̂ ∼= k[[x,y,z]]
(x)∩(y,z) . §Æt p̂1 = (x)/ s, p̂2 = (y, z)/ s, trong ®ã s = (x) ∩ (y, z).

Theo [6, HÖ qu¶ 11.3.5 vµ Bµi tËp 11.3.9], ta cã AttR̂H
1
m(R) = {p̂2}. Do
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®ã H1
m(R) lµ tùa kh«ng trén lÉn. Râ rµng vµnh R/AnnRH

1
m(R) lµ catenary.

MÆt kh¸c t­¬ng tù nh­ [12, VÝ dô 4.1 vµ VÝ dô 4.2], ta cã H1
m(R) kh«ng tháa

m·n tÝnh chÊt (∗),

dimR/AnnRH
1
m(R) = 2 > dim R̂/AnnR̂H

1
m(R) = 1.

(iii) Cho ®Õn nay chóng t«i ch­a x©y dùng ®­îc vÝ dô chøng tá r»ng gi¶

thiÕt tùa kh«ng trén lÉn cña H i
m(M) trong §Þnh lý 3.2.4 lµ cÇn thiÕt.

Mét hÖ qu¶ cña §Þnh lý 3.2.4 cho ta ®Æc tr­ng sau cña vµnh catenary.

HÖ qu¶ 3.2.6. C¸c ®iÒu kiÖn sau lµ t­¬ng ®­¬ng:

(i) R lµ catenary;

(ii) Víi mäi R-m«®un h÷u h¹n sinhM , nÕu H i
m(M) lµ tùa kh«ng trén lÉn

vµ dim(R/AnnRH
i
m(M)) = dim(R̂/AnnR̂H

i
m(M)) th× H i

m(M) tháa m·n

tÝnh chÊt (∗), víi mäi i = 0, ..., dimM ;

(iii) Víi mäi R-m«®un h÷u h¹n sinh M , nÕu H i
m(M) lµ kh«ng trén lÉn

vµ dim(R/AnnRH
i
m(M)) = dim(R̂/AnnR̂H

i
m(M)) th× H i

m(M) tháa m·n

tÝnh chÊt (∗), víi mäi i = 0, ..., dimM ;

(iv) M«®un ®èi ®ång ®iÒu ®Þa ph­¬ng cÊp cao nhÊt Hdim M
m (M) tháa m·n

tÝnh chÊt (∗) víi mäi R-m«®un h÷u h¹n sinh M .

Chøng minh. (i)⇒(ii). LÊy i ∈ {0, ..., dimM}. Gi¶ sö H i
m(M) lµ tùa kh«ng

trén lÉn vµ

dim(R/AnnRH
i
m(M)) = dim(R̂/AnnR̂H

i
m(M)).

V× R lµ catenary nªn vµnh R/AnnRH
i
m(M) lµ catenary. Do ®ãH i

m(M) tháa

m·n tÝnh chÊt (∗) theo §Þnh lý 3.2.4.

(ii)⇒(iii) lµ hiÓn nhiªn.
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(iii)⇒(iv). Gi¶ söM lµ mét R-m«®un h÷u h¹n sinh. Ta cã Hdim M
m (M) lµ

kh«ng trén lÉn. H¬n n÷a

dim
(
R/AnnR(Hdim M

m (M))
)

= dimM

= dim M̂

= dim
(
R̂/AnnR̂(Hdim M

m (M))
)
,

theo §Þnh lý 1.3.10 (ii). Do ®ã Hdim M
m (M) tháa m·n tÝnh chÊt (∗) theo (iii).

(iv)⇒(i). Ta chØ cÇn chøng minh R/p lµ catenary, víi mäi p ∈ AssR. ThËt

vËy, gi¶ sö p ∈ AssR. §Æt dim(R/p) = k. Theo gi¶ thiÕt Hk
m(R/p) tháa

m·n tÝnh chÊt (∗). V× Hk
m(R/p) lµ kh«ng trén lÉn nªn theo §Þnh lý 3.1.4, ta

cã vµnh R/AnnR(Hk
m(R/p)) lµ catenary. V× AttR(Hk

m(R/p)) = {p} theo
§Þnh lý 1.3.6 nªn ta cã p ⊇ AnnR(Hk

m(R/p)). Do ®ã R/p lµ catenary.

KÕt luËn Ch­¬ng 3

Trong ch­¬ng nµy chóng t«i ®· thu ®­îc c¸c kÕt qu¶ sau.

- Nghiªn cøu mét sè tÝnh chÊt c¬ b¶n cña líp m«®un Artin tùa kh«ng trén

lÉn, tõ ®ã chøng tá r»ng nÕu A tháa m·n tÝnh chÊt (∗) th× vµnh R/AnnRA

lµ catenary vµ dim(R/AnnRA) = dim(R̂/AnnR̂A) víi ®iÒu kiÖn A lµ tùa

kh«ng trén lÉn. X©y dùng c¸c vÝ dô chøng tá r»ng gi¶ thiÕt A tùa kh«ng trén

lÉn trong kh¼ng ®Þnh trªn lµ kh«ng thÓ bá ®i ®­îc. ChØ ra vÝ dô chøng tá r»ng

chiÒu ng­îc l¹i cña kÕt qu¶ nµy lµ kh«ng ®óng.

- ChØ ra r»ng m«®un ®èi ®ång ®iÒu ®Þa ph­¬ng H i
m(M) tùa kh«ng trén lÉn

th× H i
m(M) tháa m·n tÝnh chÊt (∗) nÕu vµ chØ nÕu R/AnnR(H i

m(M)) lµ

catenary vµ dim
(
R/AnnR(H i

m(M))
)

= dim
(
R̂/AnnR̂H

i
m(M))

)
víi i lµ

mét sè nguyªn kh«ng ©m cho tr­íc. §©y lµ mét sù më réng kÕt qu¶ chÝnh

trong [13].
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Ch­¬ng 4

øng dông cña tÝnh chÊt (∗)

Trong suèt ch­¬ng nµy, chóng t«i lu«n gi¶ thiÕt (R,m) lµ vµnh giao ho¸n ®Þa

ph­¬ng Noether víi i®ªan tèi ®¹i duy nhÊt m. Cho M lµ mét R-m«®un h÷u

h¹n sinh víi chiÒu Krull dimM = d.

Trong ch­¬ng nµy, chóng t«i ®­a ra mét sè øng dông cña tÝnh chÊt (∗) cña
m«®un ®èi ®ång ®iÒu ®Þa ph­¬ng. øng dông ®Æc tr­ng cña tÝnh chÊt (∗) cña
m«®un ®èi ®ång ®iÒu ®Þa ph­¬ng trong §Þnh lý 2.1.2, chóng t«i thu ®­îc

tÝnh chÊt ®ãng cho c¸c tËp gi¶ gi¸ vµ c«ng thøc béi liªn kÕt cho c¸c m«®un

H i
m(M) víi mçi i cho tr­íc, më réng kÕt qu¶ cña M. Brodmann vµ R. Y.

Sharp trong [7]. Th«ng qua tÝnh chÊt (∗) cña c¸c m«®un ®èi ®ång ®iÒu, chóng

t«i ®­a ra ®iÒu kiÖn cÇn vµ ®ñ ®Ó m«®un ®èi ®ång ®iÒu ®Þa ph­¬ng cÊp cao

nhÊt Hd
m(M) tháa m·n tÝnh chÊt dÞch chuyÓn ®Þa ph­¬ng vµ ®­a ra ®iÒu kiÖn

cÇn vµ ®ñ ®Ó c¸c m«®un H i
m(M) tháa m·n tÝnh chÊt dÞch chuyÓn ®Þa ph­¬ng

cho tËp c¸c i®ªan nguyªn tè tèi tiÓu. Bªn c¹nh ®ã, chóng t«i ®­a ra mét sè

tÝnh chÊt cña tËp c¸c i®ªan nguyªn tè g¾n kÕt cho c¸c m«®un ®èi ®ång ®iÒu

®Þa ph­¬ng trong mèi liªn hÖ víi c¸c tËp gi¶ gi¸ vµ tËp gi¸ cña M d­íi ®iÒu

kiÖn c¸c m«®un ®èi ®ång ®iÒu ®Þa ph­¬ng tháa m·n tÝnh chÊt (∗).

Néi dung cña ch­¬ng ®­îc tr×nh chñ yÕu theo bµi b¸o [1] vµ mét phÇn bµi

b¸o [39].
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4.1 Béi cña m«®un ®èi ®ång ®iÒu ®Þa ph­¬ng

Nh¾c l¹i r»ng víi q lµ i®ªan cña R sao cho `(M/qM) < ∞ th× hµm

`(M/qn+1M) (theo biÕn nguyªn d­¬ng n) lµ mét ®a thøc bËc d víi hÖ sè

h÷u tû khi n ®ñ lín. Ta cã thÓ biÓu diÔn ®a thøc nµy d­íi d¹ng

Σq
M(n) = `(M/qn+1M) =

e(q,M)

d!
nd + ®a thøc cã bËc nhá h¬n d

khi n� 0, trong ®ã e(q,M) lµ mét sè nguyªn d­¬ng vµ ®­îc gäi lµ sè béi

cña M øng víi q (xem [33, Ch­¬ng 5] hoÆc [8, Ch­¬ng 4]). LÝ thuyÕt béi

®ãng mét vai trß quan träng trong viÖc nghiªn cøu c¸c m«®un h÷u h¹n sinh

trªn vµnh ®Þa ph­¬ng. Mét trong nh÷ng tÝnh chÊt c¬ b¶n cña sè béi lµ c«ng

thøc sau ®©y, ®­îc gäi lµ c«ng thøc liªn kÕt cña sè béi (xem [33, §Þnh lý

14.7])

e(q,M) =
∑

p∈SuppM,dim R/p=d

`Rp
(Mp)e(q, R/p).

§èi víi R-m«®un Artin A, theo suy nghÜ ®èi ngÉu, chóng ta còng dÔ dµng

®Þnh nghÜa ®­îc sè béi th«ng qua ®a thøc Hilbert-Samuel cña nã. Nh¾c l¹i

r»ng theo [24], nÕu q lµ i®ªan cña R sao cho 0 :A q cã ®é dµi h÷u h¹n th×

`(0 :A qn+1) lµ mét ®a thøc bËc N-dimA víi hÖ sè h÷u tû khi n ®ñ lín, ký

hiÖu θq
A(n). §Æt N-dimA = s, ta cã thÓ biÓu diÔn

θq
A(n) = `(0 :A qn+1) =

e(q, A)

s!
ns + ®a thøc cã bËc nhá h¬n s

khi n � 0, trong ®ã e(q, A) lµ mét sè nguyªn d­¬ng. Ta gäi e(q, A) lµ sè

béi cña A øng víi q (xem[11], [7]). Cho ®Õn nay ng­êi ta ch­a x©y dùng

®­îc mét c«ng thøc béi liªn kÕt cho c¸c m«®un Artin t­¬ng tù nh­ c«ng

thøc béi liªn kÕt cho c¸c m«®un h÷u h¹n sinh. M. Brodmann vµ R. Y. Sharp

(2002) ®· t×m c¸ch x©y dùng c«ng thøc béi liªn kÕt cho mét lo¹i m«®un

Artin ®Æc biÖt, ®ã lµ m«®un H i
m(M). §Ó lµm ®­îc ®iÒu nµy, tr­íc hÕt hä

giíi thiÖu kh¸i niÖm tËp gi¶ gi¸ thø i cña M (xem §Þnh nghÜa 2.1.1). Hä
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®· chøng minh r»ng nÕu R lµ vµnh catenary phæ dông vµ cã c¸c thí h×nh

thøc lµ Cohen-Macaulay th× tËp gi¶ gi¸ Psuppi
R(M) lµ tËp con ®ãng vµ ta

cã c«ng thøc liªn kÕt cña béi e(q, H i
m(M)) cho H i

m(M) t­¬ng øng víi i®ªan

m-nguyªn s¬ q cña R, víi mäi M vµ víi mäi i

e(q, H i
m(M)) =

∑
p∈Psuppi

R(M)

dim(R/p)=psdi
R(M)

`Rp

(
H

i−dim(R/p)
pRp

(Mp)
)
e(q, R/p).

øng dông §Þnh lý 2.1.2, chóng t«i më réng kÕt qu¶ trªn cña M. Brodmann

vµ R. Y. Sharp cho tr­êng hîp H i
m(M) tho¶ m·n tÝnh chÊt (∗).

§Þnh lý 4.1.1. Gi¶ sö i ≥ 0 lµ mét sè nguyªn vµ N-dimR(H i
m(M)) = s. Víi

mçi p ∈ Psuppi
RM , ®Æt

T (p) = {p̂ ∈ Psuppi
R̂

(M̂) : dim(R̂/p̂) = dim(R/p), p̂ ∩R = p}.

Gi¶ sö H i
m(M) tháa m·n tÝnh chÊt (∗). Khi ®ã c¸c mÖnh ®Ò sau lµ ®óng.

(i) Psuppi
RM lµ tËp ®ãng.

(ii) NÕu p ∈ Psuppi
RM víi dim(R/p) = s th× T (p) 6= ∅,

`Rp

(
H

i−dim(R/p)
pRp

(Mp)
)
cã ®é dµi h÷u h¹n kh¸c kh«ng vµ

`R̂p̂

(
H

i−dim(R̂/p̂)
p̂R̂p̂

(M̂p̂)
)

= `Rp

(
H

i−dim(R/p)
pRp

(Mp)
)
`R̂p̂

(R̂p̂/pR̂p̂)

víi mäi p̂ ∈ T (p).

(iii) Cho q lµ mét i®ªan m-nguyªn s¬ cña R. Gi¶ sö H i
m(M) 6= 0. Khi ®ã

béi e(q, H i
m(M)) cña H i

m(M) t­¬ng øng víi q tháa m·n

e(q, H i
m(M)) =

∑
p∈Psuppi

R(M)

dim(R/p)=psdi(M)

`Rp

(
H

i−dim(R/p)
pRp

(Mp)
)
e(q, R/p).

Chøng minh. Kh¼ng ®Þnh (i) ®­îc suy ra tõ §Þnh lý 2.1.2.

(ii) vµ (iii). §Æt θq
A(n) := `R(0 :A qn+1), Σq

M(n) := `R(M/qn+1M) lÇn

l­ît lµ c¸c ®a thøc bËc s vµ d khi n ®ñ lín.
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Tr­êng hîp ®Æc riªng. Gi¶ sö (R,m) lµ ¶nh ®ång cÊu cña mét vµnh ®Þa

ph­¬ng Gorenstein (R′,m′), dimR = n, dimR′ = n′ vµ f : R′ −→ R lµ

toµn cÊu. §Æt K i
M = Extn′−i

R′ (M,R′). Theo §Þnh lý §èi ngÉu ®Þa ph­¬ng

(§Þnh lý 1.1.7)

H i
m(M) ∼= DR(K i

M).

Tõ ®ã theo [49, Bæ ®Ò 2.4], ta cã

0 :Hi
m(M) qn+1 ∼= 0 :DR(Ki

M ) qn+1 ∼= DR(K i
M/q

n+1K i
M).

V× vËy khi n ®ñ lín

θq
Hi

m(M)(n) = `R(0 :Hi
m(M) qn+1) = `R(DR(K i

M/q
n+1K i

M))

= `R(K i
M/q

n+1K i
M)

= Σq

Ki
M

(n).

§iÒu nµy kÐo theo

e(q, H i
m(M)) = e(q, Ki

M) =
∑

p∈Suppi
R(Ki

M )
dim(R/p)=dim Ki

M

`Rp
(K i

M)pe(q, R/p).

Víi mçi p ∈ Spec(R), ®Æt p′ = f−1(p). Khi ®ã dimR′/p′ = dimR/p, R′p′

lµ vµnh Gorenstein, dimR′p′ = n′ − dimR/p vµ f c¶m sinh ¸nh x¹

f ′ : R′p′ −→ Rp, f
′(r′/s′) = f(r′)/f(s′),

víi mäi r′ ∈ R′, s′ ∈ R′ \ p′. H¬n n÷a, ta cã

Extn′−i
R′

p′
(Mp, R

′
p′) ∼= (Extn′−i

R′ (M,R′))p
∼= (K i

M)p.

Do ®ã theo §Þnh lý ®èi ngÉu ®Þa ph­¬ng (§Þnh lý 1.1.7), ta cã

H
i−dim R/p
pRp

(Mp) ∼= DRp
(Ext

dim R′
p′−(i−dim R/p)

R′
p′

(Mp, R
′
p′))

∼= DRp
(Extn′−i

R′
p′

(Mp, R
′
p′))

∼= DRp
((K i

M)p).
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§iÒu nµy kÐo theo Psuppi
R(M) = Supp(K i

M). Suy ra

min Psuppi
R(M) = min Supp(K i

M)

= {p ∈ Supp(K i
M) | `Rp

(K i
M(M)p)

= {p ∈ Psuppi
R(M) | `Rp

(H
i−dim R/p
p (Mp)) <∞},

vµ theo §Þnh lý 2.1.2, ta cã

s = N-dimR(H i
m(M)) = psdi

R(M) = dimK i
M .

VËy

e(q, H i
m(M)) =

∑
p∈Psuppi

R(M)
dim(R/p)=s

`Rp

(
H

i−dim(R/p)
pRp

(Mp)
)
e(q, R/p).

Tr­êng hîp tæng qu¸t. Gi¶ sö H i
m(M) tháa m·n tÝnh chÊt (∗). Ta cã, theo

§Þnh lý 2.1.2

psdi
R(M) = N-dimH i

m(M) = psdi
R(M̂) = s.

LÊy p ∈ Psuppi
R(M), dimR/p = s.Khi ®ã dim R̂/p̂ = s, víi mäi p̂ ∈ T (p).

Tõ Tr­êng hîp riªng, ta cã

0 6= `R̂p̂
(H

i−dim R̂/p̂

p̂R̂p̂

(M̂p̂)) = `R̂p̂
((K i

M̂
)p̂) <∞.

H¬n n÷a

H
i−dim R̂/p̂

p̂R̂p̂

(M̂p̂)
∼= H

i−dim R/p
pRp

(Mp)⊗ R̂p̂

nªn ta cã (ii).

Ta chøng minh (iii). Theo §Þnh lý 2.1.2, ta cã⋃
p∈Psuppi

R M

dim(R/p)=s

T (p) = {p̂ ∈ Psuppi
R̂

(M̂) : dim(R̂/p̂) = s}.

H¬n n÷a, nÕu p ∈ Psuppi
RM víi dim(R/p) = s th×

T (p) = {p̂ ∈ Ass(R̂/pR̂) : dim(R̂/p̂) = s}.
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MÆt kh¸c, víi n ®ñ lín θq
A(n) = θqR̂

A (n). Do ®ã

e(q,H i
m(M)) = e(qR̂,H i

m̂(M̂))

=
∑

p̂∈Psuppi
R(M̂)

dim(R̂/p̂)=s

`R̂p̂

(
H

i−dim(R̂/p̂)
p̂R̂p̂

(M̂p̂)
)
e(qR̂, R̂/p̂)

=
∑

p∈Psuppi
R(M)

dim(R/p)=s

(
`Rp

(H
i−dim R/p
pRp

(Mp))
∑

p̂∈T (p)

`R̂p̂
(R̂p̂/pR̂p̂)e(qR̂, R̂/p̂)

)

=
∑

p∈Psuppi
R(M)

dim(R/p)=s

(
`Rp

(H
i−dim R/p
pRp

(Mp))
∑

p̂∈Ass(R̂/pR̂)

dim(R̂/p̂)=s

`R̂p̂
(R̂p̂/pR̂p̂)e(qR̂, R̂/p̂)

)

=
∑

p∈Psuppi
R(M)

dim(R/p)=s

`Rp

(
H

i−dim(R/p)
pRp

(Mp)
)
e(qR̂, R̂/pR̂)

=
∑

p∈Psuppi
R(M)

dim(R/p)=s

`Rp

(
H

i−dim(R/p)
pRp

(Mp)
)
e(q, R/p).

VËy ®Þnh lý ®­îc chøng minh.

¸p dông HÖ qu¶ 2.1.4 vµ §Þnh lý 4.1.1, ta cã thÓ thiÕt lËp c«ng thøc béi

liªn kÕt cho m«®un ®èi ®ång ®iÒu cÊp cao nhÊt khi vµnh lµ catenary. H¬n

n÷a ¸p dông HÖ qu¶ 2.1.3 vµ §Þnh lý 4.1.1, ta thu l¹i ®­îc kÕt qu¶ chÝnh cña

M. Brodmann vµ R.Y. Sharp trong [7].

HÖ qu¶ 4.1.2. Gi¶ sö R lµ vµnh catenary phæ dông vµ cã c¸c thí h×nh thøc

lµ Cohen-Macaulay. Khi ®ã víi mäi M vµ víi mäi i, ta cã

(i) Psuppi
R(M) lµ tËp ®ãng.

(ii) e(q, H i
m(M)) =

∑
p∈Psuppi

R(M)

dim(R/p)=psdi
R(M)

`Rp

(
H

i−dim(R/p)
pRp

(Mp)
)
e(q, R/p).
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4.2 TÝnh chÊt dÞch chuyÓn ®Þa ph­¬ng

§Þa ph­¬ng hãa lµ mét c«ng cô h÷u hiÖu trong viÖc nghiªn cøu m«®un h÷u

h¹n sinh. Nh¾c l¹i mét tÝnh chÊt quen thuéc chØ ra mèi liªn hÖ gi÷a tËp c¸c

i®ªan nguyªn tè liªn kÕt cña m«®un h÷u h¹n sinh M vµ ®Þa ph­¬ng ho¸ cña

nã t¹i mét i®ªan nguyªn tè p

AssRp
(Mp) = {qRp | q ∈ AssRM, q ⊆ p}

víi mäi p ∈ Spec(R).

§èi víi c¸c m«®un Artin ta còng muèn t×m mét c«ng thøc t­¬ng tù nh­

vËy cho tËp c¸c i®ªan nguyªn tè g¾n kÕt. Tuy nhiªn mét c«ng thøc nh­ vËy

ch­a ®­îc t×m ra. N¨m 1975, R.Y. Sharp [48] ®· xÐt tÝnh chÊt sau cho tËp c¸c

i®ªan nguyªn tè g¾n kÕt h¹n chÕ trªn c¸c m«®un ®èi ®ång ®iÒu ®Þa ph­¬ng

víi gi¸ cùc ®¹i

AttRp
(H

i−dim R/p
pRp

(Mp)) = {qRp | q ∈ AttR(H i
m(M)), q ⊆ p},

víi mäi p ∈ Spec(R), víi mäi i. Trong [48], R.Y. Sharp ®· chøng tá bao

hµm thøc sau lu«n ®óng

AttRp
(H

i−dim R/p
pRp

(Mp)) ⊆ {qRp | q ∈ AttR(H i
m(M)), q ⊆ p},

víi mäi p ∈ Spec(R), víi mäi i vµ «ng gäi ®ã lµ tÝnh chÊt dÞch chuyÓn ®Þa

ph­¬ng tæng qu¸t yÕu (xem [6, 11.3.8]. H¬n n÷a, khi R lµ mét vµnh th­¬ng

cña vµnh ®Þa ph­¬ng Gorenstein, «ng ®· chøng tá dÊu ®¼ng thøc x¶y ra vµ

gäi ®ã lµ tÝnh chÊt dÞch chuyÓn ®Þa ph­¬ng (xem [6, 11.3.2]). Më réng ta

nãi r»ng m«®un H i
m(M), víi mçi i ≥ 0 cho tr­íc, tháa m·n tÝnh chÊt dÞch

chuyÓn ®Þa ph­¬ng nÕu ®¼ng thøc

AttRp
(H

i−dim R/p
pRp

(Mp)) = {qRp | q ∈ AttR(H i
m(M)), q ⊆ p},

nµy tháa m·n víi mäi p ∈ Spec(R). TÝnh chÊt dÞch chuyÓn ®Þa ph­¬ng kh«ng

®óng trong tr­êng hîp tæng qu¸t. Ch¼ng h¹n xÐt (R,m) lµ miÒn nguyªn, ®Þa
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ph­¬ng Noether chiÒu 2 ®­îc x©y dùng bëi M. Ferrand vµ D. Raynaud [53]

tháa m·n R̂ cã i®ªan nguyªn tè nhóng p̂ chiÒu 1. Râ rµng p̂∩R = 0. L¹i cã

theo HÖ qu¶ 1.3.5, p̂ ∈ AttR̂H
1
m(R). V× vËy theo Bæ ®Ò 1.3.3, ta cã

0 = p̂ ∩R ∈ AttRH
1
m(R).

LÊy p lµ i®ªan nguyªn tè cã ®é cao 1 cña R, ta cã 0Rp /∈ AttRp
H0

pRp
(Rp).

V× nÕu tr¸i l¹i ta cã

1 = ht(p) = dimRp/0Rp ≤ dimRp/AnnRp
H0

pRp
(Rp) ≤ 0,

v« lý. VËy H1
m(R) kh«ng tháa m·n tÝnh chÊt dÞch chuyÓn ®Þa ph­¬ng. H¬n

n÷a còng theo M. Ferrand vµ D. Raynaud [53], tån t¹i mét miÒn nguyªn ®Þa

ph­¬ng Noether, chiÒu 1 mµ kh«ng thÓ biÓu diÔn ®­îc nh­ ¶nh ®ång cÊu cña

mét vµnh ®Þa ph­¬ng Gorenstein. Khi ®ã H i
m(N) tháa m·n tÝnh chÊt (∗) víi

mäi R-m«®un h÷u h¹n sinh N . V× vËy mét c©u hái tù nhiªn ®­îc ®Æt ra lµ

víi ®iÒu kiÖn nµo th× H i
m(M) tháa m·n tÝnh chÊt dÞch chuyÓn ®Þa ph­¬ng?

§Ó tr¶ lêi c©u hái ®ã, tr­íc hÕt ta ®­a ra mét sè kÕt qu¶ bæ trë vÒ tËp gi¶ gi¸

vµ tÝnh chÊt (∗) cña m«®un ®èi ®ång ®iÒu ®Þa ph­¬ng.

Gi¶ sö (R,m) lµ ¶nh ®ång cÊu cña mét vµnh ®Þa ph­¬ng Gorenstein

(R′,m′), dimR = n, dimR′ = n′. §Æt K i
M = Extn′−i

R′ (M,R′), i =

0, 1, . . . , d. §ã lµ c¸c R-m«®un h÷u h¹n sinh. H¬n n÷a theo §Þnh lý ®èi

ngÉu ®Þa ph­¬ng (§Þnh lý 1.1.7), ta cã ®¼ng cÊu

H
i−dim R/p
pRp

(Mp) ∼= DRp
(Ext

dim R′
p′−(i−dim R/p)

R′
p′

(Mp, R
′
p′))

∼= DRp
(Extn′−i

R′
p′

(Mp, R
′
p′))

∼= DRp
(Extn′−i

R′ (M,R′)p)

∼= DRp
((K i

M)p).

V× vËy Psuppi
R(M) = Supp(K i

M), Psupp
i−dim R/p
Rp

(Mp) = Supp(K
i−dim R/p
Mp

).

Theo [58] K i(M)p
∼= K

i−dim R/p
Mp

. V× K i
M lµ c¸c m«®un h÷u h¹n sinh nªn

SuppK
i−dim R/p
Mp

= {qRp | q ∈ Supp(K i
M), q ⊆ p}.
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Bæ ®Ò sau ®­a ra tÝnh chÊt t­¬ng tù cho tËp gi¶ gi¸ víi ®iÒu kiÖn vµnh lµ

catenary.

Bæ ®Ò 4.2.1. Gi¶ sö i ≥ 0 lµ mét sè nguyªn. NÕu vµnh R/AnnRH
i
m(M) lµ

catenary th×

Psupp
i−dim R/p
Rp

(Mp) ⊇ {qRp | q ∈ Psuppi
R(M), q ⊆ p},

víi mäi p ∈ Spec(R). DÉu ®¼ng thøc x¶y ra nÕu R/AnnRM lµ catenary.

Chøng minh. LÊy p, q ∈ Spec(R) vµ q ⊆ p. NÕu q ∈ Psuppi
R(M) theo

chøng minh (i)⇒ (ii) cña §Þnh lý 2.1.2, ta cã q ∈ V(AnnRH
i
m(M)). V× vËy

p ⊇ q ⊇ AnnRH
i
m(M).

V× R/AnnRH
i
m(M) lµ catenary nªn

(i− dimR/p)− dimRp/qRp = (i− dimR/p)− ht p/q

= (i− dimR/p)− (dimR/q− dimR/p)

= i− dimR/q.

Ta cã q ∈ Psuppi
R(M) suy ra H i−dim R/q

qRq
(Mq) 6= 0, suy ra

H
(i−dim R/p)−dim Rp/qRp

qRq
(Mq) 6= 0

vµ suy ra qRp ∈ Psupp
i−dim R/p
Rp

(Mp). V× vËy

Psupp
i−dim R/p
Rp

(Mp) ⊇ {qRp | q ∈ Psuppi
R(M), q ⊆ p},

NÕu qRp ∈ Psupp
i−dim R/p
Rp

(Mp) th× H(i−dim R/p)−ht p/q
qRq

(Mq) 6= 0 v×

(Mp)qRp
∼= Mq. §iÒu nµy kÐo theo q ∈ Psupp

i+dim R/q−dim R/p−ht p/q
R (M).

Do ®ã, chøng minh nh­ (i)⇒ (ii) cña §Þnh lý 2.1.2, ta cã

p ⊇ q ⊇ AnnRH
i+dim R/q−dim R/p−ht p/q
m (M) ⊇ AnnRM.
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V× R/AnnRM lµ catenary nªn

(i− dimR/p)− dimRp/qRp = (i− dimR/p)− ht p/q

= (i− dimR/p)− (dimR/q− dimR/p)

= i− dimR/q.

Ta cã qRp ∈ Psupp
i−dim R/p
Rp

(Mp) suy ra H
(i−dim R/p)−dim Rp/qRp

qRq
(Mq) 6=

0, suy ra H
i−dim R/q
qRq

(Mq) 6= 0 vµ suy ra q ∈ Psuppi
R(M). §iÒu nµy

chøng tá Psupp
i−dim R/p
Rp

(Mp) ⊆ {qRp | q ∈ Psuppi
R(M), q ⊆ p}, víi mäi

p ∈ Spec(R) vµ víi mäi i. NÕu vµnh R/AnnRM lµ catenary th× vµnh

R/AnnRH
i
m(M) còng lµ catenary. V× vËy dÊu ®¼ng thøc x¶y ra.

Chó ý r»ng gi¶ thiÕt vÒ tÝnh catenary cña vµnh R/AnnRM trong Bæ ®Ò

4.2.1 kh«ng thÓ bá ®i ®­îc. VÝ dô, xÐt (R,m) lµ miÒn nguyªn ®Þa ph­¬ng

Noether, chiÒu 3, kh«ng catenary (xem [3]). Khi ®ã theo §Þnh lý 1.2.3, tån

t¹i p ∈ Spec(R) tháa m·n dimR/p+ ht p = 2. V× vËy dimR/p = ht p = 1.

LÊy q = 0. Ta cã thÓ chøng tá r»ng qRp ∈ Psupp
2−dim R/p
Rp

(Rp) nh­ng

q /∈ Psupp2
R(R).

MÖnh ®Ò sau chØ ra mèi liªn hÖ gi÷a tÝnh chÊt (∗) cho m«®un ®èi ®ång

®iÒu ®Þa ph­¬ng cñaM vµ m«®un ®èi ®ång ®iÒu ®Þa ph­¬ng cña ®Þa ph­¬ng

hãa cña nã, mèi liªn hÖ gi÷a gi¶ gi¸ cña M vµ cña M̂ .

MÖnh ®Ò 4.2.2. Cho i ≥ 0 lµ mét sè nguyªn. Gi¶ sö R/AnnRH
i
m(M) lµ

catenary. Khi ®ã c¸c ®iÒu kiÖn sau lµ t­¬ng ®­¬ng:

(i) H i
m(M) tháa m·n tÝnh chÊt (∗);

(ii) H i−dim R/p
pRp

(Mp) tháa m·n tÝnh chÊt (∗), víi mäi p ∈ Supp(M);

(iii) Psuppi
R(M) = {p̂ ∩R | p̂ ∈ Psuppi

R̂
(M̂)}.

Chøng minh. (i) ⇒ (ii). LÊy p ∈ Supp(M). Theo §Þnh lý 2.1.2, ta chØ cÇn
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chøng minh

Psupp
i−dim R/p
Rp

(Mp) = V(AnnRp
H

i−dim R/p
pRp

(Mp)).

Theo chøng minh (i)⇒ (ii) cña §Þnh lý 2.1.2, ta cã

Psupp
i−dim R/p
Rp

(Mp) ⊆ V(AnnRp
H

i−dim R/p
pRp

(Mp)).

Ng­îc l¹i, lÊy qRp ∈ V(AnnRp
H

i−dim R/p
pRp

(Mp)). Khi ®ã theo MÖnh ®Ò 1.3.1,

tån t¹i q′Rp ∈ AttRp
(H

i−dim R/p
pRp

(Mp)) tháa m·n qRp ⊇ q′Rp. V× vËy

q ⊇ q′ ∈ AttRH
i
m(M)

theo §Þnh lý 1.3.4. V×H i
m(M) tháa m·n tÝnh chÊt (∗) nªn theo §Þnh lý 2.1.2,

ta cã

q ∈ V(AnnRH
i
m(M)) = Psuppi

R(M).

V× vËy qRp ∈ Psupp
i−dim R/p
Rp

(Mp) theo Bæ ®Ò 4.2.1.

(ii)⇒ (i) lµ hiÓn nhiªn.

(i) ⇒ (iii). Gi¶ sö p ∈ Psuppi
R(M). Khi ®ã H i−dim R/p

pRp
(Mp) 6= 0. LÊy

p̂ ∈ Ass R̂/pR̂, tháa m·n dim R̂/p̂ = dimR/p. Ta cã p̂ ∩ R = p vµ ®ång

cÊu tù nhiªn Rp −→ R̂p̂ lµ hoµn toµn ph¼ng. Do ®ã theo §Þnh lý 1.1.4,

H
i−dim R̂/p̂

p̂R̂p̂

(M̂p̂)
∼= H

i−dim R/p
pRp

(Mp)⊗ R̂p̂ 6= 0.

§iÒu nµy kÐo theo p̂ ∈ Psuppi
R̂

(M̂). V× vËy Psuppi
R(M) ⊆ {p̂ ∩ R | p̂ ∈

Psuppi
R̂

(M̂)}.

Ng­îc l¹i, lÊy p̂ ∈ Psuppi
R̂

(M̂). V× Psuppi
R̂

(M̂) = V(AnnR̂(H i
m(M))),

nªn theo Bæ ®Ò 1.3.1, tån t¹i q̂ ∈ min AttR̂H
i
m(M) tháa m·n p̂ ⊇ q̂. Do ®ã

p̂ ∩R ⊇ q̂ ∩R ∈ AttRH
i
m(M),

theo Bæ ®Ò 1.3.3. V× vËy theo MÖnh ®Ò 1.3.1 (ii) vµ §Þnh lý 2.1.2, ta cã

p̂ ∩R ∈ V(AnnRH
i
m(M)) = Psuppi

R(M).
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(iii) ⇒ (i). Theo §Þnh lý 2.1.2 vµ chøng minh (i) ⇒ (ii) cña ®Þnh lý nµy,

ta chØ cÇn chøng minh

V(AnnRH
i
m(M)) ⊆ Psuppi

R(M).

LÊy p ∈ V(AnnRH
i
m(M)). Khi ®ã theo (ii) cña MÖnh ®Ò 1.3.1, tån t¹i

q ∈ min AttRH
i
m(M), p ⊇ q.

Theo Bæ ®Ò 1.3.3, tån t¹i q̂ ∈ AttR̂H
i
m(M) tháa m·n q̂ ∩ R = q. V×

Psuppi
R̂

(M̂) = V(AnnR̂(H i
m(M))) nªn q̂ ∈ Psuppi

R̂
(M̂). V× vËy theo gi¶

thiÕt, ta cã q ∈ Psuppi
R(M), tøc lµ H i−dim R/q

qRq
(Mq) 6= 0. V× Rq-m«®un

H
i−dim R/q
qRq

(Mq) lµ m«®un Artin kh¸c kh«ng nªn nã ph¶i cã mét i®ªan nguyªn

tè g¾n kÕt (xem MÖnh ®Ò 1.3.1). Chó ý r»ng Rq
∼= (Rp)qRp

. Do ®ã ¸p dông

§Þnh lý 1.3.4 trªn vµnh ®Þa ph­¬ng Rp ta cã

H
i−dim R/q+ht(p/q)
pRq

(Mp) 6= 0.

V× R/AnnRH
i
m(M) lµ catenary nªn dimR/q− ht p/q = dimR/p. Do ®ã

0 6= H
i−dim R/q+ht(p/q)
pRq

(Mp) = H
i−(dim R/p+ht(p/q))+ht(p/q)
pRp

(Mp)

= H
i−dim R/p
pRp

(Mp).

VËy p ∈ Psuppi
R(M).

KÕt qu¶ chÝnh ®Çu tiªn cña tiÕt ®­a ra ®iÒu kiÖn cÇn vµ ®ñ ®Ó m«®un

®èi ®ång ®iÒu ®Þa ph­¬ng cÊp cao nhÊt tháa m·n tÝnh chÊt dÞch chuyÓn ®Þa

ph­¬ng.

§Þnh lý 4.2.3. C¸c ®iÒu kiÖn sau lµ t­¬ng ®­¬ng:

(i) Hd
m(M) tháa m·n tÝnh chÊt dÞch chuyÓn ®Þa ph­¬ng;

(ii) Vµnh R/AnnRH
d
m(M) lµ catenary;

(iii) Hd
m(M) tháa m·n tÝnh chÊt (∗);
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(iv) Hd−dim R/p
pRp

(Mp) tháa m·n tÝnh chÊt dÞch chuyÓn ®Þa ph­¬ng víi mäi

p ∈ Supp(M);

(v) Hd−dim R/p
pRp

(Mp) tháa m·n tÝnh chÊt (∗) víi mäi p ∈ Supp(M).

Chøng minh. (i) ⇒ (iii). Theo §Þnh lý 2.1.2 vµ chøng minh (i) ⇒ (ii) cña

®Þnh lý nµy, ta chØ cÇn chøng minh V(AnnR(Hd
m(M)) ⊆ Psuppd

RM. LÊy

p ∈ V(AnnR(Hd
m(M)). V× vËy

p ⊇ q ∈ min AnnRH
d
m(M).

Do ®ã q ∈ AttRH
d
m(M) theo MÖnh ®Ò 1.3.1 (ii). Khi ®ã theo gi¶ thiÕt, ta cã

qRp ∈ AttRp
H

d−dim R/p
pRp

(Mp).

§iÒu nµy kÐo theo Hd−dim R/p
pRp

(Mp) 6= 0. Do ®ã p ∈ Psuppd
R(M).

(iii)⇔ (ii) theo §Þnh lý 1.4.4.

(ii)⇒ (i). LÊy p ∈ Spec(R). Ta cÇn chøng minh

AttRp
(H

d−dim R/p
pRp

(Mp)) = {qRp | q ∈ AttR(Hd
m(M)), q ⊆ p}.

Theo §Þnh lý 1.3.4, ta chØ cÇn chøng minh

AttRp
(H

d−dim R/p
pRp

(Mp)) ⊇ {qRp | q ∈ AttR(Hd
m(M)), q ⊆ p}.

LÊy q ⊆ p vµ q ∈ AttR(Hd
m(M)). Theo §Þnh lý 1.3.6, q ∈ AssR(M) vµ

dimR/q = d. §iÒu nµy kÐo theo qRp ∈ AssRp
(Mp). V× R/AnnR(Hd

m(M))

lµ catenary nªn

dimRp/qRp = ht p/q = dimR/q− dimR/p = d− dimR/p.

Tõ ®ã suy ra theo HÖ qu¶ 1.3.5, qRp ∈ AttRp
(H

d−dim R/p
pRp

(Mp)).

(iii)⇔ (v) theo MÖnh ®Ò 4.2.2.

(iv)⇔ (v) t­¬ng tù (i)⇔ (iii).
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HiÖn t¹i chóng t«i ch­a t×m ®­îc ®iÒu kiÖn cÇn vµ ®ñ ®Ó c¸c m«®un ®èi

®ång ®iÒu ®Þa ph­¬ng cÊp nhá h¬n d tháa m·n tÝnh chÊt dÞch chuyÓn ®Þa

ph­¬ng. V× vËy kÕt qu¶ sau ®©y cã thÓ ®­a ra mét c¸ch tiÕp cËn míi.

§Þnh lý 4.2.4. Cho i ≥ 0 lµ mét sè nguyªn. Gi¶ sö R/AnnRM lµ catenary.

Khi ®ã c¸c ®iÒu kiÖn sau lµ t­¬ng ®­¬ng.

(i) min AttRp
(H

i−dim R/p
pRp

(Mp)) = {qRp | q ∈ min AttR(H i
m(M)), q ⊆

p}, víi p ∈ Spec(R).

(ii) H i
m(M) tháa m·n tÝnh chÊt (∗);

(iii) H i−dim R/p
pRp

(Mp) tháa m·n tÝnh chÊt (∗) víi mäi p ∈ Supp(M).

Chøng minh. (i) ⇒ (ii) t­¬ng tù nh­ chøng minh (i) ⇒ (iii) cña §inh lý

4.2.3.

(ii) ⇒ (i). LÊy qRp ∈ min AttRp
(H

i−dim R/p
pRp

(Mp)). V× H i
m(M) tháa m·n

tÝnh chÊt (∗) nªn H i−dim R/p
pRp

(Mp) còng tháa m·n tÝnh chÊt (∗) theo MÖnh ®Ò

4.2.2. Do ®ã theo §Þnh lý 2.1.2,

Psupp
i−dim R/p
Rp

(Mp) = V(AnnRp
H

i−dim R/p
pRp

(Mp)).

V× vËy qRp ∈ min Psupp
i−dim R/p
Rp

(Mp) theo MÖnh ®Ò 1.3.1. MÆt kh¸c theo

§Þnh lý 1.3.4, ta cã q ∈ AttR(H i
m(M)). LÊy q1 ∈ min AttRH

i
m(M) tháa

m·n q ⊇ q1. V× H i
m(M) tháa m·n tÝnh chÊt (∗) nªn theo §Þnh lý 2.1.2,

Psuppi
R(M) = V(AnnRH

i
m(M)).

Do ®ã q1 ∈ Psuppi
R(M). Theo Bæ ®Ò 4.2.1, ta cã q1Rp ∈ Psupp

i−dim R/p
Rp

(Mp).

V× qRp ⊇ q1Rp vµ tÝnh chÊt tæi tiÓu cña qRp, ta cã q = q1. V× vËy

min AttRp
(H

i−dim R/p
pRp

(Mp)) ⊆ {qRp | q ∈ min AttR(H i
m(M)), q ⊆ p}.

Ng­îc l¹i, lÊy q ⊆ p tháa m·n q ∈ min AttR(H i
m(M)). Khi ®ã theo MÖnh

®Ò 1.3.1, q ∈ min V(AnnRH
i
m(M)). Do ®ã q ∈ min Psuppi

R(M) theo §Þnh
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lý 2.1.2. Theo Bæ ®Ò 4.2.1, ta cã qRp ∈ Psupp
i−dim R/p
Rp

(Mp). Gi¶ sö

qRp ⊇ q1Rp ∈ min Psupp
i−dim R/p
Rp

(Mp).

Do vËy q ⊇ q1 vµ q1 ∈ Psuppi
R(M) theo Bæ ®Ò 4.2.1. TÝnh tèi tiÓu cña q

kÐo theo q = q1. Do ®ã

qRp = q1Rp ∈ min Psupp
i−dim R/p
Rp

(Mp).

Theo MÖnh ®Ò 4.2.2, H i−dim R/p
pRp

(Mp) tháa m·n tÝnh chÊt (∗). V× vËy theo

§Þnh lý 2.1.2 vµ MÖnh ®Ò 1.3.1,

qRp ∈ min Psupp
i−dim R/p
Rp

(Mp) = min AttRp
(H

i−dim R/p
pRp

(Mp)).

(ii)⇔ (ii) theo MÖnh ®Ò 4.2.2.

HÖ qu¶ sau chØ ra mèi liªn hÖ gi÷a cÊu tróc cña vµnh vµ tÝnh chÊt dÞch

chuyÓn ®Þa ph­¬ng cña c¸c m«®un ®èi ®ång ®iÒu ®Þa ph­¬ng víi gi¸ cùc ®¹i,

tÝnh chÊt (∗) cho c¸c m«®un ®èi ®ång ®iÒu ®Þa ph­¬ng víi gi¸ cùc ®¹i cña

mét m«®un h÷u h¹n sinh vµ tÝnh chÊt (∗) cho c¸c m«®un ®èi ®ång ®iÒu ®Þa

ph­¬ng víi gi¸ cùc ®¹i cña ®Þa ph­¬ng ho¸ m«®un ®ã.

HÖ qu¶ 4.2.5. C¸c mÖnh ®Ò sau lµ ®óng:

(i) NÕu H i
m(M) tháa m·n tÝnh chÊt dÞch chuyÓn ®Þa ph­¬ng víi mäi i th×

vµnh R/AnnRM lµ catenary phæ dông vµ R/p lµ kh«ng trén lÉn víi mäi

p ∈ AssR(M).

(ii) Gi¶ sö (R,m) lµ catenary phæ dông vµ cã c¸c thí h×nh thøc lµ Cohen-

Macaulay. Khi ®ã

min AttRp
(H

i−dim R/p
pRp

(Mp)) = {qRp | q ∈ min AttR(H i
m(M)), q ⊆ p}

víi mäi i vµ víi mäi p ∈ Spec(R). H¬n n÷a, nÕu AttRH
i
m(M) =

min AttRH
i
m(M) víi mäi i th× H i

m(M) tháa m·n tÝnh chÊt dÞch chuyÓn ®Þa

ph­¬ng víi mäi i.



68

(iii) H i
m(M) tháa m·n tÝnh chÊt (∗) víi mäi i nÕu vµ chØ nÕu H i

pRp
(M)

tháa m·n tÝnh chÊt (∗) víi mäi i vµ víi mäi p ∈ Supp(M).

Chøng minh. (i) V× H i
m(M) tháa m·n tÝnh chÊt dÞch chuyÓn ®Þa ph­¬ng víi

mäi i, nªn theo (i)⇒ (ii) cña §Þnh lý 4.2.4, H i
m(M) tháa m·n tÝnh chÊt (∗)

víi mäi i. V× vËy theo §Þnh lý 2.2.1, R/AnnRM lµ catenary phæ dông vµ

R/p lµ kh«ng trén lÉn víi mäi p ∈ AssR(M).

(ii) V× (R,m) lµ catenary phæ dông vµ cã c¸c thí h×nh thøc lµ Cohen-

Macaulay nªn theo HÖ qu¶ 2.1.3, H i
m(M) tháa m·n tÝnh chÊt (∗) víi mäi i.

Do vËy kh¼ng ®Þnh ®Çu tiªn cña (ii) ®­îc suy ra theo (ii)⇒ (i) cña §Þnh lý

4.2.4. Víi mÖnh ®Ò thø hai cña (ii), ta chØ cÇn chøng minh

AttRp
(H

i−dim R/p
pRp

(Mp)) = min AttRp
(H

i−dim R/p
pRp

(Mp)).

LÊy qRp ∈ AttRp
(H

i−dim R/p
pRp

(Mp)). Khi ®ã

qRp ⊇ q′Rp ∈ min AttRp
(H

i−dim R/p
pRp

(Mp)).

Suy ra q ⊇ q′ ∈ AttRH
i
m(M) theo §Þnh lý 1.3.4. Tõ gi¶ thiÕt, ta suy ra

q = q′. V× vËy qRp ∈ min AttRp
(H

i−dim R/p
pRp

(Mp)).

(iii) V× H i
m(M) tháa m·n tÝnh chÊt (∗) víi mäi i nªn theo §Þnh lý 2.2.1

vµnh R/AnnRM lµ catenary. V× vËy theo MÖnh ®Ò 4.2.2, ta cã H i
pRp

(M)

tháa m·n tÝnh chÊt (∗) víi mäi i vµ víi mäi p ∈ Supp(M). §iÒu ng­îc l¹i

lµ hiÓn nhiªn.

4.3 TËp i®ªan nguyªn tè g¾n kÕt, tËp gi¸ vµ tËp gi¶ gi¸

Gi¶ sö X lµ mét tËp con trong Spec(R), ta ký hiÖu minX lµ tËp c¸c i®ªan

tèi tiÓu cña X , X lµ bao ®ãng cña X theo t«p« Zariski vµ
◦
X lµ X \ {m}.

Khi R lµ ¶nh ®ång cÊu cña mét vµnh ®Þa ph­¬ng Gorenstein, M. Brodmann

vµ R. Y. Sharp (xem [6, §Þnh lý 11.3.12]) ®· ®­a ra mèi liªn hÖ gi÷a tËp c¸c
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i®ªan nguyªn tè g¾n kÕt vµ tËp gi¸ nh­ sau

min{p ∈
◦

Supp(M) : depthMp + dimR/p = i}

= (min
◦

AttR(H i
m(M))) \

i−1⋃
j=0

AttR(Hj
m(M)).

NÕu H i
m(M) tháa m·n tÝnh chÊt (∗) th× theo §Þnh lý 2.1.2 Psuppi

R(M) =

V(AnnRH
i
m(M)).V× vËy Psuppi

R(M) = AttR(H i
m(M)). §Þnh lý sau chøng

minh l¹i kÕt qu¶ trªn cña M. Brodmann vµ R. Y. Sharp víi gi¶ thiÕt yÕu h¬n,

®ång thêi chØ ra mèi liªn hÖ gi÷a tËp c¸c i®ªan nguyªn tè g¾n kÕt, c¸c tËp

gi¶ gi¸ vµ tËp gi¸ cña M .

§Þnh lý 4.3.1. Gi¶ sö i ≥ 0 lµ mét sè nguyªn. Khi ®ã c¸c mÖnh ®Ò sau lµ

®óng.

(i) {p ∈ Supp(M) | depthMp + dimR/p = i}
= Psuppi

R(M) \
⋃i−1

j=0 Psuppj
R(M).

(ii) NÕu H i
m(M) tháa m·n tÝnh chÊt (∗) th×

{p ∈ AttR(H i
m(M)) | depthMp + dimR/p = i}

= AttR(H i
m(M)) \

i−1⋃
j=0

Psuppj
R(M).

(iii) NÕu Hj
m(M) tháa m·n tÝnh chÊt (∗) víi mäi j 6 i th×

min{p ∈ Supp(M)| depthMp + dimR/p = i }

= (min AttR(H i
m(M))) \

i−1⋃
j=0

V(AnnRH
j
m(M)).

Chøng minh. (i) LÊy p ∈ Psuppi
R(M) \

⋃i−1
j=0 Psuppj

R(M). V× p ∈
Psuppi

R(M) nªnH i−dim(R/p)
pRp

(Mp) 6= 0. Do ®ã p ∈ Supp(M) vµ depthMp ≤
i− dim(R/p). Gi¶ sö r»ng

depthMp + dimR/p = j < i.
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V× depthMp = j − dimR/p nªn Hj−dim(R/p)
pRp

(Mp) 6= 0. Tõ ®ã kÐo theo

p ∈ Psuppj
R(M). §iÒu nµy tr¸i víi gi¶ thiÕt. V× vËy

Psuppi
R(M)\

i−1⋃
j=0

Psuppj
R(M) ⊆ {p ∈ Supp(M) | depthMp+dimR/p = i}.

Ng­îc l¹i, lÊy p ∈ Supp(M) tháa m·n depthMp + dimR/p = i. Do ®ã

H
i−dim(R/p)
pRp

(Mp) 6= 0. Tõ ®ã ta cã p ∈ Psuppi
R(M). Gi¶ sö tån t¹i j tháa

m·n 0 ≤ j < i vµ p ∈ Psuppj
R(M) th× Hj−dim(R/p)

pRp
(Mp) 6= 0. §iÒu nµy kÐo

theo

depthMp + dimR/p ≤ j < i.

§ã lµ ®iÒu v« lý. V× vËy

{p ∈ Supp(M) | depthMp+dimR/p = i} ⊆ Psuppi
R(M)\

i−1⋃
j=0

Psuppj
R(M).

(ii) V×H i
m(M) tháa m·n tÝnh chÊt (∗) nªn Psuppi

R(M) = V(AnnRH
i
m(M))

theo §Þnh lý 2.1.2. V× vËy chøng minh cña (ii) lµ t­¬ng tù nh­ chøng minh

cña (i).

(iii) V× Hj
m(M) tháa m·n tÝnh chÊt (∗), víi mäi j ≤ i nªn theo §Þnh lý

2.1.2, Psuppj
R(M) = V(AnnRH

j
m(M)) víi mäi j ≤ i. Gi¶ sö

p ∈ (min AttR(H i
m(M))) \

i−1⋃
j=0

V(AnnRH
i
m(M)).

V× thÕ theo (i), ta cã

p ∈ Psuppi
R(M)\

i−1⋃
j=0

Psuppj
R(M) = {p ∈ Supp(M) | depthMp+dimR/p = i}.

Gi¶ sö r»ng p ⊇ q, q ∈ min{p ∈ Supp(M) | depthMp + dimR/p = i}. L¹i
theo (i), ta cã q ∈ Psuppi

R(M). MÆt kh¸c,

p ∈ min AttR(H i
m(M)) = min Psuppi

R(M).
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V× vËy

p = q ∈ min{p ∈ Supp(M) | depthMp + dimR/p = i}.

Ng­îc l¹i, lÊy p ∈ min{p ∈ Supp(M) | depthMp + dimR/p = i}. Do
®ã

p ∈ Psuppi
R(M) \

i−1⋃
j=0

Psuppj
R(M) = Psuppi

R(M) \
i−1⋃
j=0

V(AnnRH
j
m(M))

theo (i) vµ theo gi¶ thuyÕt. Khi ®ã tån t¹i q ∈ min Psuppi
R(M) tháa m·n

p ⊇ q. HiÓn nhiªn ta cã

q /∈
i−1⋃
j=0

V(AnnRH
j
m(M)) =

i−1⋃
j=0

Psuppj
R(M).

L¹i v×H i
m(M) tháa m·n tÝnh chÊt (∗) nªn theo §Þnh lý 2.1.2 vµ (ii) cña MÖnh

®Ò 1.3.1, ta cã

q ∈ min Psuppi
R(M) = min AttRH

i
m(M).

Do vËy theo (ii) q ∈ {p ∈ AttR(H i
m(M)) | depthMp + dimR/p = i}. Do

®ã q lµ phÇn tö cña tËp {p ∈ Supp(M) | depthMp + dimR/p = i}. Tõ tÝnh

tèi tiÓu cña p, ta cã p = q.

Chó ý r»ng gi¶ thiÕt H i
m(M) tháa m·n tÝnh chÊt (∗) trong mÖnh ®Ò (ii) vµ

Hj
m(M) tháa m·n tÝnh chÊt (∗) víi mäi j ≤ i trong (iii) cña §Þnh lý 4.3.1

kh«ng thÓ bá ®i ®­îc. VÝ dô, xÐt (R,m) lµ miÒn nguyªn, ®Þa ph­¬ng, chiÒu

2 ®­îc x©y dùng bëi M. Ferrand vµ D. Raynaud [53] tháa m·n R̂ cã mét

i®ªan nguyªn tè nhóng p̂ chiÒu 1. Ta cã H1
m(R) kh«ng tháa m·n tÝnh chÊt (∗)

(xem [12, VÝ dô 4.1]). DÔ tÝnh ®­îc Psupp0
R(R) = V(AnnRH

0
m(R)) = ∅.

V× vËy 0 théc vÕ tr¸i cña c¸c c«ng thøc trong (ii), (iii) nh­ng nã kh«ng thuéc

vÕ ph¶i cña c¸c c«ng thøc ®ã.

C«ng thøc (iii) trong §Þnh lý 4.3.1 cã mèi liªn hÖ víi §Þnh lý triÖt cña

Faltings. Gi¶ sö b ⊆ a lµ c¸c i®ªan cña R. Theo thuËt ng÷ cña M. Brodmann



72

vµ R. Y. Sharp [6, Ch­¬ng 9], b -chiÒu h÷u h¹n fb
a (M) cñaM t­¬ng øng víi

a ®­îc ®Þnh nghÜa bëi

fb
a (M) := inf{i ∈ N : b *

√
(AnnRH i

a(M))}

vµ b-tèi tiÓu a-®é s©u ®iÒu chØnh cña M ®­îc ®Þnh nghÜa bëi

λb
a(M) = inf{depthMp + ht(a + p)/p : p ∈ Spec(R) \ V(b)}.

NÕu R lµ catenary phæ dông vµ tÊt c¶ c¸c thí h×nh thøc lµ Cohen-Macaulay

th× §Þnh lý triÖt ®óng trªn R, nghÜa lµ fb
a (M) = λb

a(M) (xem [6, Bµi tËp

9.6.6]). VËn dông §Þnh lý 4.3.1, ta chøng minh l¹i ®­îc kÕt qu¶ trªn mét

cho tr­êng hîp riªng a = m víi mét gi¶ thiÕt kh¸c lµ c¸c m«®un ®èi ®ång

®iÒuH i
m(M) tháa m·n tÝnh chÊt (∗). Chó ý r»ng trong Ch­¬ng 2 chóng t«i ®·

chØ ra lu«n tån t¹i mét vµnh R catenary nh­ng kh«ng tháa m·n ®ång thêi c¸c

®iÒu kiÖn R catenary phæ dông vµ R cã c¸c thí h×nh thøc lµ Cohen-Macaulay

vµ trªn ®ã tån t¹i R-m«®un h÷u h¹n sinh M mµ c¸c m«®un ®èi ®ång ®iÒu

víi gi¸ cùc ®¹i tháa m·n tÝnh chÊt (∗).

HÖ qu¶ 4.3.2. Gi¶ sö H i
m(M) tháa m·n tÝnh chÊt (∗) víi mäi i. Gi¶ sö b lµ

mét i®ªan cña R. Khi ®ã fb
m(M) = λb

m(M).

Chøng minh. Gäi i vµ j lµ c¸c sè nguyªn. Theo [6, MÖnh ®Ò 7.2.11], ta cã√
AnnRH i

m(M) =
⋂

p∈min AttR Hi
m(M)

p.

V× vËy b 6⊆
√

AnnRH i
m(M) nÕu vµ chØ nÕu min AttRH

i
m(M) \ V(b) 6= ∅.

MÆt kh¸c b ⊆
√

AnnRH
j
m(M) kÐo theo V(b) ⊇ V(

√
AnnRH

j
m(M)). V×

Hj
m(M) tháa m·n tÝnh chÊt (∗) nªn theo §Þnh lý 2.1.2

V(b) ⊇ V(

√
AnnRH

j
m(M)) = V(AnnRH

i
m(M)) = Psuppj

R(M).
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Tõ nh÷ng kh¼ng ®Þnh trªn vµ §Þnh lý 4.3.1, ta cã

fb
m(M) = inf{i ∈ N : b *

√
(AnnRH i

m(M))}

= inf{i ∈ N : b *
√

(AnnRH i
m(M)) and b ⊆

√
(AnnRH

j
m(M)),∀j < i}

= inf{i ∈ N : min AttRH
i
m(M) \ [

i−1⋃
j=0

Psuppj
R(M) ∪ V(b)] 6= ∅}

= inf{i ∈ N : [min AttRH
i
m(M) \

i−1⋃
j=0

Psuppj
R(M)] \ V(b) 6= ∅}

= inf{i ∈ N : i = depthMp + dimR/p, p ∈ Supp(M) \ V(b)}

= inf{depthMp + dimR/p, p ∈ Spec(R) \ V(b)}

= λb
m(M).

VËy fb
m(M) = λb

m(M).

KÕt luËn Ch­¬ng 4

Trong ch­¬ng nµy chóng t«i ®· thu ®­îc nh÷ng kÕt qu¶ sau.

- §­a ra c«ng thøc béi liªn kÕt cho m«®un ®èi ®ång ®iÒu H i
m(M) víi i lµ sè

nguyªn kh«ng ©m cho tr­íc d­íi gi¶ thiÕt H i
m(M) tháa m·n tÝnh chÊt (∗),

trong ®ã q lµ i®ªan m nguyªn s¬.

- §­a ra ®iÒu kiÖn cÇn vµ ®ñ cho tÝnh chÊt dÞch chuyÓn ®Þa ph­¬ng cña m«®un

®èi ®ång ®iÒu ®Þa ph­¬ng cÊp cao nhÊt Hd
m(M) th«ng qua tÝnh catenary cña

vµnh R/AnnRH
d
m(M).

- §­a ra ®iÒu kiÖn cÇn vµ ®ñ ®Ó

min AttRp
(H

i−dim R/p
pRp

(Mp)) = {qRp | q ∈ min AttR(H i
m(M)), q ⊆ p},

víi p ∈ Spec(R) vµ i lµ mét sè nguyªn kh«ng ©m cho tr­íc víi ®iÒu kiÖn

vµnh R/AnnRM lµ catenary.

- §­a ra mét liªn hÖ gi÷a tËp c¸c i®ªan nguyªn tè g¾n kÕt cña c¸c m«®un

®èi ®ång ®iÒu ®Þa ph­¬ng víi tËp gi¸ vµ c¸c tËp gi¶ gi¸ cña M .
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KÕt luËn cña luËn ¸n

1. §Æc tr­ng tÝnh chÊt gäi lµ tÝnh chÊt (∗) cho m«®un ®èi ®ång ®iÒu ®Þa

ph­¬ng H i
m(M) th«ng qua tËp gi¶ gi¸ Psuppi(M).

2. ChØ ra c¸c quan hÖ gi÷a tÝnh chÊt (∗) cñaH i
m(M) vµ tÝnh catenary phæ dông

cña vµnh R/AnnRM , tÝnh kh«ng trén lÉn cña vµnh R/p víi p ∈ Ass(M).

3. §Æc tr­ng tÝnh chÊt (∗) cña m«®un ®èi ®ång ®iÒu ®Þa ph­¬ng H i
m(M) tùa

kh«ng trén lÉn th«ng qua tÝnh catenary cña vµnh c¬ së vµ chiÒu Noether

cña H i
m(M) .

4. øng dông cña tÝnh chÊt (∗) ®Ó ®­a ra c«ng thøc béi liªn kÕt cho H i
m(M)

vµ chØ ra c¸c mèi quan hÖ gi÷a c¸c tËp i®ªan nguyªn tè g¾n kÕt, gi¶ gi¸ vµ

gi¸ qua ®Þa ph­¬ng hãa.

5. Mét sè bµi to¸n ph¸t triÓn trùc tiÕp cña luËn ¸n: Nghiªn cøu cÊu tróc cña

líp vµnh ®Þa ph­¬ng Noether (R,m) mµ c¸c m«®un ®èi ®ång ®iÒu ®Þa

ph­¬ng H i
m(R) tháa m·n tÝnh chÊt (∗) víi mäi i; §Æc tr­ng líp vµnh ®Þa

ph­¬ng Noether (R,m) mµ Suppi
R(M) lµ ®ãng víi mäi R-m«®un h÷u h¹n

sinh M vµ víi mäi i.
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