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Lêi cam ®oan

T«i xin cam ®oan ®©y lµ c«ng tr×nh nghiªn cøu cña t«i. C¸c kÕt qu¶ cña luËn ¸n lµ

míi vµ ch−a tõng ®−îc ai c«ng bè trong bÊt k× c«ng tr×nh nµo kh¸c.

T¸c gi¶

Lª M¹nh Hµ



Lêi c¶m ¬n

T«i kh«ng thÓ diÔn t¶ hÕt b»ng lêi lßng biÕt ¬n s©u s¾c cña t«i ®èi víi c« gi¸o TS.

Phan ThÞ Hµ D−¬ng vµ còng kh«ng lêi nµo cã thÓ kÓ hÕt c«ng lao cña C« ®èi víi

t«i. H¬n c¶ mét ng−êi h−íng dÉn khoa häc, C« rÌn ròa t«i tõng ngµy trong suèt

bèn n¨m t«i lµm nghiªn cøu sinh. Tõ nh÷ng ngµy ®Çu tiªn, kÓ tõ khi t«i ch−a ®−îc

häc nhiÒu vÒ tæ hîp, vÒ to¸n rêi r¹c, C« ®· d¹y b¶o, chØ dÉn t«i mét c¸ch tØ mÈn,

nghiªm kh¾c vµ kiªn tr×. Vµ h¬n c¶, t«i lu«n c¶m nhËn ®−îc t×nh th−¬ng quý, tin

yªu cña C« dµnh cho t«i, t«i ®· kh«ng ngõng phÊn ®Êu vµ tr−ëng thµnh d−íi sù

d¹y b¶o vµ niÒm tin yªu Êy. §ã lµ nh÷ng t×nh c¶m v« cïng quý gi¸ ®èi víi t«i, lµ

nguån ®éng viªn v« cïng to lín vµ sÏ m·i th¾p s¸ng niÒm say mª nghiªn cøu khoa

häc cña t«i. T«i sÏ cßn phÊn ®Êu nhiÒu h¬n n÷a ®Ó xøng ®¸ng víi c«ng lao cña C«

®· bá ra, xøng ®¸ng víi niÒm tin cña C« ®· dµnh cho t«i.

T«i xin bµy tá lßng biÕt ¬n s©u s¾c ®Õn PGS. TS. Phan Trung Huy, thÇy ®· ®éng

viªn gióp ®ì t«i tõ nh÷ng ngµy ®Çu tiªn khi t«i võa míi b¾t ®Çu thi nghiªn cøu sinh.

Trong suèt qu¸ tr×nh lµm nghiªn cøu sinh, t«i lu«n nhËn ®−îc nh÷ng gãp ý, ®éng

viªn cña ThÇy vÒ c¸c kÕt qu¶ mµ t«i ®¹t ®−îc ë c¸c buæi xªmina cña Phßng. ThÇy

®· ®äc vµ gãp nh÷ng ý kiÕn x¸c ®¸ng ®èi víi b¶n dù th¶o cña luËn ¸n nµy. T«i xin

tá lßng biÕt ¬n s©u s¾c ®Õn ThÇy.

Trong qu¸ tr×nh häc tËp vµ nghiªn cøu t¹i ViÖn To¸n, t«i lu«n nhËn ®−îc sù quan

t©m s©u s¾c cña PGS. TS Ph¹m Trµ ¢n, ThÇy Ph¹m Trµ ¢n kh«ng nh÷ng chØ b¶o

t«i vÒ mÆt kiÕn thøc mµ cßn lu«n quan t©m ®Õn nh÷ng khã kh¨n trong cuéc sèng

hµng ngµy. ThÇy ®· ®−a ra ý t−ëng ®Ó gióp t«i t×m ra mèi liªn hÖ gi÷a c¸c hÖ ®éng

lùc rêi r¹c vµ c¸c hÖ tin häc. Nhê ®ã t«i ®· cã ®−îc mét sè kÕt qu¶ cña luËn ¸n

ë ch−¬ng 3. Tuy ThÇy hiÖn nay ®· nghØ h−u nh−ng ThÇy ®· dµnh thêi gian ®Ó ®äc

vµ gãp nh÷ng ý kiÕn x¸c ®¸ng ®èi víi b¶n dù th¶o cña luËn ¸n nµy. Nh©n dÞp nµy



t«i xin ch©n thµnh c¶m ¬n ThÇy.

T«i xin c¶m ¬n c¸c thÇy vµ c¸c anh chÞ em trong xªmina cña phßng C¬ së To¸n

häc cña tin häc cña ViÖn To¸n häc vÒ nh÷ng trao ®æi, hç trî vµ chia sÎ trong khoa

häc còng nh− trong cuéc sèng. §Æc biÖt, t«i xin ch©n thµnh c¸m ¬n GS. TS. Ng«

§¾c T©n vµ TS. Lª C«ng Thµnh ®· gãp nh÷ng ý kiÕn x¸c ®¸ng ®èi víi c¸c kÕt qu¶

cña luËn ¸n th«ng qua c¸c buæi xªmina cña phßng.

T«i xin tr©n träng c¶m ¬n ViÖn To¸n häc, c¸c phßng chøc n¨ng, Trung t©m §µo

t¹o sau ®¹i häc cña ViÖn To¸n häc ®· t¹o ®iÒu kiÖn tèt nhÊt gióp t«i häc tËp, nghiªn

cøu vµ tham gia mét c¸ch hiÖu qu¶ c¸c buæi sinh ho¹t khoa häc cña ViÖn ®Ó t«i cã

thÓ hoµn thµnh luËn ¸n nµy.

T«i xin c¶m ¬n c¸c b¹n trong xªmina "TÝnh to¸n tæ hîp vµ c¸c hÖ ®éng lùc rêi

r¹c" vÒ nh÷ng th¶o luËn vµ gãp ý trong c¸c buæi xªmina. §Æc biÖt, t«i xin c¸m ¬n

b¹n Ph¹m V¨n Trung vµ b¹n TrÇn ThÞ Thu H−¬ng ®· cïng t«i häc tËp vµ trao ®æi

kiÕn thøc d−íi sù h−íng dÉn cña C« gi¸o Phan ThÞ Hµ D−¬ng trong suèt hai n¨m

qua. B¹n TrÇn ThÞ Thu H−¬ng ®· ®äc kü b¶n th¶o cña luËn ¸n vµ chØ ra c¸c lçi

trong luËn ¸n. Nh©n dÞp nµy t«i tr©n träng c¶m ¬n nh÷ng ý kiÕn trao ®æi cña c¸c

b¹n còng nh− nh÷ng t×nh c¶m cña c¸c b¹n ®· dµnh cho t«i trong nh÷ng lóc khã

kh¨n trong cuéc sèng.

T«i xin c¶m ¬n khoa To¸n tr−êng §¹i häc S− ph¹m - §¹i häc HuÕ ®· trang bÞ

cho t«i nh÷ng kiÕn thøc c¬ b¶n vÒ to¸n häc. T«i xin c¶m ¬n Ban gi¸m hiÖu tr−êng

§¹i häc S− ph¹m - §¹i häc HuÕ ®· cho t«i c¬ héi ®−îc ®i häc tËp vµ nghiªn cøu.

T«i xin c¶m ¬n Ban chñ nhiÖm khoa Gi¸o dôc TiÓu häc ®· t¹o ®iÒu kiÖn thu xÕp

c«ng viÖc thuËn lîi cho t«i trong suèt thêi gian t«i lµm nghiªn cøu sinh.

Cuèi cïng t«i muèn bµy tá lßng biÕt ¬n s©u s¾c tíi bè, mÑ, vµ em g¸i, nh÷ng

ng−êi ®· c¶m th«ng vµ chia sÎ mäi khã kh¨n cïng t«i suèt nh÷ng n¨m th¸ng qua

®Ó t«i cã thÓ hoµn thµnh luËn ¸n nµy.
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1

Më ®Çu

N¨m 1987, Bak, Tang vµ Wiesenfeld [7, 8] ®· ®−a ra vÊn ®Ò ®ét biÕn tù tæ chøc

(Self Organization Criticality - SOC) trong vËt lý: khi mét hÖ ®ang ë tr¹ng th¸i æn

®Þnh (steady state, critical state) ®−îc nhiÔu b»ng mét t¸c ®éng nhá, th× hÖ sÏ biÕn

®æi ®Õn mét tr¹ng th¸i æn ®Þnh míi. T¸c ®éng nhá nµy cã thÓ g©y nªn nh÷ng biÕn

®æi lín cña hÖ. Ch¼ng h¹n nh− hiÖn t−îng tuyÕt lë hay hiÖn t−îng c¸t lë, chØ cÇn sù

chuyÓn ®éng nhá mang tÝnh ®Þa ph−¬ng cña tõng h¹t (grain) cã thÓ g©y nªn nh÷ng

biÕn ®æi lín toµn côc cña c¶ nói tuyÕt hay c¸c cét c¸t (sand piles). §©y lµ mét trong

nh÷ng ®Æc tr−ng cña hiÖn t−îng SOC. HiÖn t−îng nµy th−êng x¶y ra ®èi víi c¸c hÖ

vËt lý trong tù nhiªn vµ ®−îc c¸c nhµ VËt lý häc trªn m« h×nh hãa thµnh m« h×nh

SPM (Sand Piles Model) cña to¸n rêi r¹c. Tõ ®ã cã rÊt nhiÒu nghiªn cøu vÒ hiÖn

t−îng SOC vµ hÖ SPM [20], [22], [24] , [25], [26], [27], [28], [30], [44], [78]. HÖ

SPM ®· ®−îc nghiªn cøu trong nhiÒu lÜnh vùc kh¸c nhau víi nhiÒu c¸ch tiÕp cËn

kh¸c nhau, ®iÓn h×nh lµ c¸c c«ng tr×nh cña Dhar (1990) [20, 21, 25] vµ Cori, Rossin

(1998) [18] nghiªn cøu hÖ SPM b»ng c¸ch tiÕp cËn ®¹i sè vµ liªn hÖ víi c©y bao

trïm cña ®å thÞ; Goles vµ Kiwi [27] nghiªn cøu c¸c ®iÓm dõng cña hÖ SPM. §Æc

biÖt, vµo nh÷ng n¨m 1990, Bjorner, Lov¸sz vµ Shor [4, 5] ®· nghiªn cøu hÖ ®éng

lùc CFG - mét më réng cña hÖ SPM - b»ng c¸ch tiÕp cËn cña lý thuyÕt ng«n ng÷;

N. Biggs (1993) [3] nghiªn cøu tÝnh héi tô cña mét sè hÖ kinh tÕ ®Ó t×m ra c¸c thêi

®iÓm cã nh÷ng biÕn ®éng lín. Morvan, Goles vµ Phan [30, 31, 32, 33, 34, 64] ®·

sö dông cÊu tróc dµn ®Ó chøng minh tÝnh héi tô; Phan, Latapy vµ Lª [52, 54, 57]

®· sö dông ph−¬ng ph¸p c©y hµm sinh nghiªn cøu c¸c më réng v« h¹n cña mét sè

hÖ c¬ b¶n, t×m ra tÝnh chÊt truy håi cña chóng vµ x©y dùng mét sè thuËt to¸n còng
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nh− ch−¬ng tr×nh m« pháng hÖ.

Môc ®Ých cña luËn ¸n nµy lµ nghiªn cøu c¸c hÖ theo h−íng tiÕp cËn cÊu tróc cña

kh«ng gian tr¹ng th¸i. LuËn ¸n sö dông cÊu tróc dµn ®Ó t×m hiÓu tÝnh héi tô cña

c¸c hÖ míi, vÒ c¸c ®iÓm ®ét biÕn cña chóng vµ sö dông kü thuËt ®Õm b»ng ph−¬ng

ph¸p ECO (Enumeration of Combinatorial Objects) ®Ó tÝnh to¸n lùc l−îng cña hÖ.

ViÖc chøng minh cÊu tróc dµn cña kh«ng gian tr¹ng th¸i (configuration space) cña

hÖ cho phÐp x¸c ®Þnh tÝnh héi tô vµ trong mét sè tr−êng hîp cã thÓ chØ ra ®−îc

®iÓm dõng hay ®iÓm ®ét biÕn cña hÖ. Ngoµi ra, cÊu tróc dµn cho phÐp x¸c ®Þnh tÝnh

®¹t ®−îc: nh÷ng tr¹ng th¸i ®¹t ®−îc tõ hai tr¹ng th¸i a vµ b cho tr−íc cã thÓ ®¹t

®−îc tõ tr¹ng th¸i c = a ∧ b, c lµ cËn d−íi lín nhÊt cña a vµ b. Ph−¬ng ph¸p ECO

lµ ph−¬ng ph¸p míi [9], [10] rÊt h÷u hiÖu trong viÖc tÝnh to¸n lùc l−îng cña c¸c hÖ

nhê vµo cÊu tróc ®Ö quy cña c©y ECO, vµ cã mèi liªn hÖ chÆt chÏ víi hµm sinh.

TiÕp theo, chóng t«i t×m hiÓu mèi quan hÖ gi÷a c¸c hÖ CFG vµ më réng cña nã

víi c¸c hÖ tin häc næi tiÕng (m¹ng Petri). M¹ng Petri ®· ®−îc ®Þnh nghÜa tõ nh÷ng

n¨m 1962 [67], vµ ®· ®−îc nghiªn cøu trong nhiÒu c«ng tr×nh [13], [39], [42], [43],

[45], [63], [65], [66], [68], [77]. ViÖc chøng minh mèi liªn hÖ gi÷a c¸c hÖ CFG

vµ m¹ng Petri cho phÐp sö dông c¸c ph−¬ng ph¸p nghiªn cøu còng nh− c¸c thuËt

to¸n cña m¹ng Petri vµo nghiªn cøu c¸c hÖ CFG. Cuèi cïng, chóng t«i sö dông lý

thuyÕt tËp s¾p thø tù (order theory) ®Ó nghiªn cøu cÊu tróc thø tù cña kh«ng gian

tr¹ng th¸i cña c¸c hÖ CFG më réng. §Æc biÖt, chóng t«i cßn t×m hiÓu mèi liªn hÖ

gi÷a c¸c hÖ CFG më réng vµ lý thuyÕt luång trong m¹ng ®Ó gi¶i bµi to¸n ®¹t ®−îc

(reachability problem) cña hÖ CFG më réng. Bµi to¸n ®¹t ®−îc lµ mét bµi to¸n

quan träng trong viÖc nghiªn cøu c¸c hÖ. Mét mÆt nã cho biÕt c¸c tr¹ng th¸i nµo

cã thÓ x¶y ra, c¸c tr¹ng th¸i nµo kh«ng bao giê x¶y ra. MÆt kh¸c, nã cho ta biÕt

mèi quan hÖ gi÷a c¸c tr¹ng th¸i, tõ tr¹ng th¸i nµo ®−îc ®Õn tr¹ng th¸i nµo. Trong

tr−êng hîp m¹ng Petri tæng qu¸t, ®©y lµ bµi to¸n më. ChØ cã mét sè Ýt tr−êng hîp

gi¶i ®−îc trong thêi gian ®a thøc, cßn nhiÒu tr−êng hîp ®· ®−îc chøng minh lµ NP

®Çy ®ñ. Trong luËn ¸n, chóng t«i ®· x©y dùng thuËt to¸n gi¶i bµi to¸n ®¹t ®−îc cña
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hÖ CCFG trong thêi gian O(|V |3), trong ®ã |V | lµ sè ®Ønh cña ®å thÞ nÒn.

LuËn ¸n ®−îc chia lµm 4 ch−¬ng. Trong Ch−¬ng 1, chóng t«i nh¾c l¹i mét sè

kiÕn thøc c¬ b¶n ®· biÕt sÏ ®−îc sö dông trong luËn ¸n nh−: lý thuyÕt tËp s¾p thø

tù, lý thuyÕt dµn, mét sè kh¸i niÖm liªn quan ®Õn lý thuyÕt ®å thÞ, ph−¬ng ph¸p

®Õm b»ng hµm sinh. PhÇn cuèi ch−¬ng nµy sÏ tr×nh bµy c¸c kh¸i niÖm vÒ hÖ ®éng

rêi r¹c vµ mét sè bµi to¸n liªn quan.

C¸c kÕt qu¶ míi cña chóng t«i ®−îc tr×nh bµy trong c¸c Ch−¬ng 2, 3 vµ 4.

Néi dung cña Ch−¬ng 2 dùa trªn kÕt qu¶ cña bµi b¸o [56]. Trong ch−¬ng nµy,

chóng t«i nghiªn cøu mèi liªn hÖ gi÷a c¸c m« h×nh cét c¸t më réng vµ ph©n ho¹ch

cña sè tù nhiªn. HÖ cét c¸t (Sand Piles Model - SPM) lµ mét hÖ ®éng lùc quan träng

®−îc ®Ò xuÊt bëi ba nhµ VËt lý Bak, Tang vµ Wiesenfield vµo n¨m 1987 [7] ®Ó m«

h×nh hãa hiÖn t−îng ®ét biÕn tù tæ chøc (Self-Organized Criticality - SOC). HÖ SPM

nµy ®· ®−îc chøng minh lµ mét tr−êng hîp ®Æc biÖt cña hÖ Chip Firing Game (CFG)

[30]. Theo c¸c nghiªn cøu [20], [21], [27], [28], [30], [31], [33], [34], ... m« h×nh

cét c¸t cã liªn quan chÆt chÏ víi ph©n ho¹ch cña sè tù nhiªn. Trong ch−¬ng nµy,

chóng t«i sÏ xÐt ®Õn c¸c m« h×nh cét c¸t víi ng−ìng d cho luËt vËn ®éng vµ mèi

liªn hÖ cña chóng víi c¸c ph©n ho¹ch d-chÆt cña sè tù nhiªn. Ph−¬ng ph¸p chÝnh

®−îc sö dông ë ®©y lµ ph−¬ng ph¸p ECO (Enumeration of Combinatorial Objects),

mét ph−¬ng ph¸p tÝnh to¸n tæ hîp sö dông c©y sinh vµ ®−îc ph¸t triÓn trong nh÷ng

n¨m gÇn ®©y [9], [10]. Ph−¬ng ph¸p nµy cho phÐp chóng t«i chøng minh cÊu tróc

cña kh«ng gian tr¹ng th¸i vµ tÝnh to¸n sè c¸c tr¹ng th¸i cña m« h×nh. Bªn c¹nh ®ã,

nhê cã ph−¬ng ph¸p nµy chóng t«i còng nghiªn cøu ®−îc cÊu tróc ®Ö quy cña tËp

c¸c ph©n ho¹ch d-chÆt vµ ®−a ra chøng minh cho mét sè ®¼ng thøc tæ hîp.

Ch−¬ng 3 nghiªn cøu vÒ mèi quan hÖ gi÷a c¸c hÖ CFG vµ m¹ng Petri. Néi dung

cña ch−¬ng nµy dùa trªn kÕt qu¶ cña bµi b¸o [58]. Trong phÇn ®Çu ch−¬ng 3, chóng

t«i nh¾c l¹i c¸c kÕt qu¶ ®· biÕt vÒ hÖ ®éng lùc CFG vµ c¸c më réng cña nã. TiÕp

theo chóng t«i chøng minh song ¸nh gi÷a c¸c hÖ CFG vµ mét sè m¹ng Petri ®Æc
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biÖt.

Ch−¬ng 4 cña luËn ¸n ®−îc viÕt dùa trªn kÕt qu¶ cña c¸c bµi b¸o [53, 55, 59].

Trong ch−¬ng nµy chóng t«i nghiªn cøu cÊu tróc kh«ng gian tr¹ng th¸i vµ bµi to¸n

®¹t ®−îc cña hÖ ®éng lùc CCFG (Conflicting Chip Firing Game - CFG t−¬ng

tranh) - mét më réng cña hÖ ®éng lùc CFG. PhÇn ®Çu ch−¬ng nµy chóng t«i nh¾c

l¹i bµi to¸n ®¹t ®−îc cña mét sè m¹ng Petri ®Æc biÖt. PhÇn tiÕp theo cña Ch−¬ng 4,

chóng t«i nghiªn cøu cÊu tróc thø tù cña kh«ng gian tr¹ng th¸i cña hÖ CCFG trªn

®å thÞ cã h−íng kh«ng chu tr×nh. Chóng t«i ®−a ra kh¸i niÖm hä n¨ng l−îng cña

c¸c tr¹ng th¸i cña hÖ ®Ó ®Æc tr−ng cho thø tù cña kh«ng gian tr¹ng th¸i vµ chóng

t«i x©y dùng thuËt to¸n ®Ó x¸c ®Þnh thø tù nµy. PhÇn cuèi ch−¬ng nµy, chóng t«i

nghiªn cøu bµi to¸n ®¹t ®−îc cña hÖ CCFG trªn ®å thÞ cã h−íng tæng qu¸t. Chóng

t«i ®−a ra kh¸i niÖm m¹ng vËn t¶i t−¬ng øng víi tr¹ng th¸i cña hÖ ®Ó ®Æc tr−ng cho

tÝnh ®¹t ®−îc cña hÖ CCFG. Chóng t«i sö dông thuËt to¸n Push-Relabel, mét biÕn

thÓ cña thuËt to¸n Ford-Fulkerson ®Ó gi¶i bµi to¸n ®¹t ®−îc cña hÖ CCFG trong thêi

gian O(m3) víi m lµ sè ®Ønh cña ®å thÞ nÒn cña hÖ CCFG.

Trong phÇn kÕt luËn cña luËn ¸n, chóng t«i tãm t¾t l¹i c¸c kÕt qu¶ ®· ®¹t ®−îc

vµ nªu mét sè h−íng nghiªn cøu tiÕp theo.
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Ch−¬ng 1

KiÕn thøc chuÈn bÞ

Trong ch−¬ng nµy chóng t«i tr×nh bµy mét sè kiÕn thøc c¬ së vµ mét sè kÕt qu¶

®· biÕt vÒ tËp s¾p thø tù, dµn, hµm sinh, ®å thÞ vµ mét sè kh¸i niÖm vµ bµi to¸n

trong lý thuyÕt hÖ ®éng lùc rêi r¹c nh»m gióp cho viÖc tr×nh bµy c¸c kÕt qu¶ trong

c¸c ch−¬ng sau. C¸c kiÕn thøc trong ch−¬ng nµy ®−îc tham kh¶o trong c¸c tµi liÖu

[1, 11, 23, 73, 75, 76, 80].

1.1 TËp thø tù - Dµn

1.1.1 TËp thø tù

§Þnh nghÜa 1.1.1. Cho P lµ mét tËp hîp. Mét thø tù (hay thø tù bé phËn) trªn P

lµ mét quan hÖ hai ng«i ≤ trªn P tháa m·n 3 tÝnh chÊt sau víi mäi x, y, z ∈ P,

+ TÝnh ph¶n x¹: x ≤ x,

+ TÝnh ph¶n ®èi xøng: nÕu x ≤ y vµ y ≤ x th× x = y,

+ TÝnh b¾c cÇu: nÕu x ≤ y vµ y ≤ z th× x ≤ z.

Mét tËp P ®−îc trang bÞ quan hÖ thø tù ≤ ®−îc gäi lµ mét tËp thø tù (ordered

set) hay lµ tËp thø tù bé phËn (partially ordered set) vµ ký hiÖu lµ (P,≤) khi cÇn

nh¾c ®Õn quan hÖ thø tù ≤.

Cho P lµ mét tËp thø tù vµ Q lµ mét tËp con cña P . Khi ®ã trªn Q c¶m sinh
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mét thø tù tõ P nh− sau: víi mäi x, y ∈ Q, x ≤ y trong Q khi vµ chØ khi x ≤ y

trong P , vµ ta gäi (Q,≤) lµ mét tËp thø tù con cña (P,≤).

Tõ ®©y trë vÒ sau ta ký hiÖu P lµ mét tËp thø tù.

§Þnh nghÜa 1.1.2. Cho P lµ mét tËp thø tù. Khi ®ã P ®−îc gäi lµ mét d©y chuyÒn

(chain) nÕu víi mäi x, y ∈ P ta cã x ≤ y hoÆc y ≤ x, tøc lµ hai phÇn tö bÊt

kú trong P ®Òu so s¸nh ®−îc víi nhau. TËp thø tù P ®−îc gäi lµ mét ph¶n xÝch

(antichain) nÕu víi mäi x, y ∈ P mµ x ≤ y th× x = y, tøc lµ hai phÇn tö bÊt kú

kh¸c nhau trong P kh«ng so s¸nh ®−îc víi nhau.

§Þnh nghÜa 1.1.3. Cho P lµ mét tËp thø tù, x, y ∈ P . Ta nãi r»ng phÇn tö y phñ

phÇn tö x (y covers x) vµ ký hiÖu lµ x ≺ y hay y Â x nÕu x < y vµ víi mäi z ∈ P

mµ x ≤ z < y th× x = z.

BiÓu ®å Hasse (Hasse diagrams): Cho P lµ mét tËp thø tù h÷u h¹n. Khi ®ã ta

cã thÓ biÓu diÔn c¸c phÇn tö cña P bëi c¸c h×nh trßn nhá hay c¸c ®iÓm vµ c¸c ®o¹n

th¼ng nèi gi÷a c¸c phÇn tö cña P ®Ó chØ quan hÖ phñ. BiÓu ®å Hasse biÓu diÔn tËp

thø tù P ®−îc x©y dùng nh− sau:

+ Víi mçi phÇn tö x ∈ P , cho t−¬ng øng víi mét ®iÓm P (x) trong mÆt ph¼ng

R2.

+ Víi mçi quan hÖ phñ x ≺ y, vÏ ®o¹n th¼ng `(x, y) nèi ®iÓm P (x) víi P (y)

sao cho P (x) thÊp h¬n (theo nghÜa täa ®é thø hai cña P (x) nhá h¬n) P (y).

Sau ®©y lµ mét sè vÝ dô:

a

b

c

d

2
2

42

H×nh 1.1: Mét sè vÝ dô vÒ tËp thø tù.
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Mèi quan hÖ gi÷a c¸c tËp thø tù ®−îc nh¾c l¹i trong ®Þnh nghÜa sau

§Þnh nghÜa 1.1.4. Cho P vµ Q lµ c¸c tËp thø tù. Khi ®ã, ¸nh x¹ φ : P → Q ®−îc

gäi lµ

(i) b¶o toµn thø tù (order-preserving) nÕu víi mäi x, y ∈ P mµ x ≤ y th×

φ(x) ≤ φ(y) trong Q,

(ii) mét phÐp nhóng thø tù (order embedding) nÕu víi mäi x, y ∈ P , x ≤ y khi

vµ chØ khi φ(x) ≤ φ(y) trong Q,

(iii) mét ®¼ng cÊu thø tù (order isomorphism) nÕu φ lµ mét phÐp nhóng thø tù

vµ φ lµ mét song ¸nh.

NÕu φ lµ mét phÐp nhóng thø tù th× ta ký hiÖu φ : P ↪→ Q. NÕu tån t¹i mét

®¼ng cÊu thø tù gi÷a P vµ Q th× ta nãi P ®¼ng cÊu víi Q vµ ký hiÖu lµ P u Q.

Mét trong nh÷ng hä tËp thø tù quan träng lµ ideal thø tù (order ideal) vµ läc thø

tù (order filter) ®−îc nh¾c l¹i trong ®Þnh nghÜa sau:

§Þnh nghÜa 1.1.5. Cho P lµ mét tËp thø tù vµ Q lµ mét tËp con cña P . Khi ®ã:

(i) Q ®−îc gäi lµ mét ideal thø tù (order ideal) nÕu víi mäi x ∈ Q, y ∈ P mµ

y ≤ x th× y ∈ Q,

(ii) Q ®−îc gäi lµ mét läc thø tù (order filter) nÕu víi mäi x ∈ Q, y ∈ P mµ

y ≥ x th× y ∈ Q.

Tõ ®Þnh nghÜa trªn ta thÊy r»ng Q lµ ideal thø tù khi vµ chØ khi P \Q lµ läc thø

tù. Sau nµy, ®Ó cho gän, ®«i khi ta nãi ideal (t−¬ng øng, läc) thay cho ideal thø tù

(t−¬ng øng, läc thø tù). B©y giê, víi Q ⊆ P, x ∈ P ta cã c¸c ký hiÖu sau:

↓ Q := {y ∈ P |∃x ∈ Q : y ≤ x}, ↑ Q := {y ∈ P |∃x ∈ Q : y ≥ x},

↓ x := {y ∈ P |y ≤ x}, ↑ x := {y ∈ P |y ≥ x}.

Tõ c¸c ®Þnh nghÜa nµy, ta dÔ dµng kiÓm tra ®−îc ↓ Q lµ ideal bÐ nhÊt chøa Q vµ

↑ Q lµ läc bÐ nhÊt chøa Q. ↓ Q (t−¬ng øng, ↑ Q) cßn ®−îc gäi lµ ideal (t−¬ng øng,
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läc) thø tù sinh bëi Q. Hä tÊt c¶ c¸c ideal (t−¬ng øng, läc) cña P ®−îc ký hiÖu lµ

O(P ) (t−¬ng øng, F(P )). O(P ) vµ F(P ) còng lµ c¸c tËp thø tù víi quan hÖ thø

tù bao hµm tËp hîp.

TiÕp theo, chóng t«i sÏ nh¾c l¹i ®Þnh nghÜa mét sè phÇn tö ®Æc biÖt cña tËp thø

tù nh− phÇn tö nhá nhÊt, lín nhÊt, cùc ®¹i, cùc tiÓu.

§Þnh nghÜa 1.1.6. Cho P lµ mét tËp thø tù vµ Q ⊆ P . Khi ®ã

(i) phÇn tö a ∈ Q ®−îc gäi lµ phÇn tö cùc ®¹i cña Q nÕu víi mäi x ∈ Q mµ

a ≤ x th× x = a,

(ii) phÇn tö a ∈ Q ®−îc gäi lµ phÇn tö lín nhÊt cña Q nÕu víi mäi x ∈ Q ta cã

x ≤ a.

C¸c kh¸i niÖm phÇn tö cùc tiÓu vµ phÇn tö nhá nhÊt ®−îc ®Þnh nghÜa ®èi ngÉu.

1.1.2 Dµn

Mét sè tÝnh chÊt quan träng cña tËp thø tù P ®−îc thÓ hiÖn bëi sù tån t¹i cña cËn

trªn vµ cËn d−íi cña c¸c tËp con cña P . C¸c tÝnh chÊt nµy cho phÐp ta ®Þnh nghÜa

kh¸i niÖm dµn vµ dµn ®Çy ®ñ. Tr−íc hÕt ta cã c¸c ®Þnh nghÜa vÒ cËn trªn vµ cËn

d−íi.

§Þnh nghÜa 1.1.7. Cho P lµ mét tËp thø tù vµ S ⊆ P . PhÇn tö x ∈ P ®−îc gäi lµ

mét cËn trªn cña S nÕu s ≤ x víi mäi s ∈ S. PhÇn tö x ∈ P ®−îc gäi lµ cËn trªn

nhá nhÊt cña S nÕu

+ x lµ mét cËn trªn cña S, vµ

+ x ≤ y víi mäi cËn trªn y cña S.

Kh¸i niÖm cËn d−íi vµ cËn d−íi lín nhÊt ®−îc ®Þnh nghÜa ®èi ngÉu.

CËn trªn nhá nhÊt (t−¬ng øng, cËn d−íi lín nhÊt) cña tËp S (nÕu tån t¹i) ®−îc

ký hiÖu lµ
∨

S (t−¬ng øng,
∧

S). §Æc biÖt, cËn trªn nhá nhÊt (t−¬ng øng, cËn d−íi
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lín nhÊt) cña hai phÇn tö x vµ y ®−îc ký hiÖu lµ x ∨ y (t−¬ng øng, x ∧ y).

Sau ®©y, chóng ta sÏ quan t©m ®Õn c¸c tËp thø tù P mµ víi mäi phÇn tö x, y ∈ P

®Òu tån t¹i cËn trªn nhá nhÊt vµ cËn d−íi lín nhÊt.

§Þnh nghÜa 1.1.8. Cho L lµ mét tËp thø tù kh¸c rçng. Khi ®ã

(i) NÕu x∨y vµ x∧y tån t¹i víi mäi x, y ∈ L th× L ®−îc gäi lµ mét dµn (lattice).

(ii) NÕu
∨

S vµ
∧

S tån t¹i víi mäi S ⊆ L th× L ®−îc gäi lµ mét dµn ®Çy ®ñ

(complete lattice).

N5 M2 M3

H×nh 1.2: Mét sè vÝ dô vÒ c¸c dµn.

NÕu L lµ mét dµn th× c¸c to¸n tö ∨ vµ ∧ lµ c¸c phÐp to¸n hai ng«i trªn L. Khi

®ã ta cã cÊu tróc ®¹i sè 〈L,∨,∧〉. CÊu tróc dµn con ®−îc ®Þnh nghÜa nh− sau:

§Þnh nghÜa 1.1.9. Cho L lµ mét dµn, M lµ mét tËp con cña L. Khi ®ã M ®−îc gäi

lµ mét dµn con cña dµn L nÕu víi mäi a, b ∈ M, ta cã a ∨ b ∈ M vµ a ∧ b ∈ M .

Nh− vËy, mét tËp con cña L lµ dµn con cña dµn L nÕu nã ®ãng ®èi víi c¸c phÐp

to¸n ∨,∧.

Dµn L ®−îc gäi lµ cã phÇn tö ®¬n vÞ nÕu tån t¹i 1 ∈ L sao cho víi mäi

a ∈ L, a = a ∧ 1. §èi ngÉu l¹i, dµn L ®−îc gäi lµ cã phÇn tö kh«ng nÕu tån t¹i

0 ∈ L sao cho víi mäi a ∈ L, a = a ∨ 0.

Mét dµn h÷u h¹n lu«n bÞ chÆn bëi 0 =
∧

L vµ 1 =
∨

L.

Gièng nh− mèi quan hÖ gi÷a c¸c tËp thø tù, c¸c dµn quan hÖ víi nhau th«ng qua

c¸c ¸nh x¹ vµ ®−îc thÓ hiÖn qua ®Þnh nghÜa sau ®©y:
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§Þnh nghÜa 1.1.10. Cho L vµ K lµ c¸c dµn. Khi ®ã, ¸nh x¹ f : L → K ®−îc gäi

lµ mét ®ång cÊu hay ®ång cÊu dµn nÕu f b¶o toµn c¸c phÐp to¸n ∨ vµ ∧, tøc lµ,

víi mäi a, b, c ∈ L:

f(a ∨ b) = f(a) ∨ f(b) vµ f(a ∧ b) = f(a) ∧ f(b).

NÕu ®ång cÊu f : L → K lµ mét song ¸nh th× ta cã ®¼ng cÊu dµn L u K.

NÕu ®ång cÊu f : L → K lµ mét ®¬n ¸nh th× dµn con f(L) cña dµn K ®¼ng cÊu

víi dµn L vµ ta nãi f lµ mét phÐp nhóng (dµn) L vµo K.

NÕu L vµ K lµ c¸c dµn bÞ chÆn bëi 0 vµ 1 th× ta th−êng xÐt c¸c ¸nh x¹ f : L → K

b¶o toµn 0 vµ 1, tøc lµ f(0) = 0, f(1) = 1. C¸c ¸nh x¹ nµy ®−îc gäi lµ c¸c {0, 1}-

®ång cÊu.

Mét sè tÝnh chÊt cña ®ång cÊu dµn ®−îc thÓ hiÖn trong mÖnh ®Ò sau:

MÖnh ®Ò 1.1.11. Cho L,K lµ c¸c dµn vµ f : L → K lµ mét ¸nh x¹. Khi ®ã:

(i) C¸c kh¼ng ®Þnh sau lµ t−¬ng ®−¬ng:

(a) f b¶o toµn thø tù;

(b) (∀a, b ∈ L)f(a ∨ b) ≥ f(a) ∨ f(b);

(c) (∀a, b ∈ L)f(a ∧ b) ≤ f(a) ∧ f(b);

§Æc biÖt, nÕu f lµ mét ®ång cÊu dµn th× f b¶o toµn thø tù.

(ii) C¸c kh¼ng ®Þnh sau lµ t−¬ng ®−¬ng:

(a) f lµ ®¼ng cÊu thø tù;

(b) f lµ song ¸nh vµ lµ phÐp nhóng thø tù;

(c) f lµ ®¼ng cÊu dµn.

Mét trong nh÷ng líp dµn cã nhiÒu øng dông lµ dµn modula vµ dµn ph©n phèi.

C¸c líp dµn nµy lµ kh«ng gian tr¹ng th¸i cña mét sè hÖ ®éng lùc ®−îc xÐt ®Õn

trong c¸c ch−¬ng sau. Sau ®©y, chóng t«i nh¾c l¹i tÝnh chÊt modula vµ tÝnh chÊt
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ph©n phèi cña dµn còng nh− c¸c ®Æc tr−ng cña chóng.

§Þnh nghÜa 1.1.12. Cho L lµ mét dµn. Khi ®ã L ®−îc gäi lµ

(i) dµn ph©n phèi nÕu L tháa m·n luËt ph©n phèi:

(∀a, b, c ∈ L) a ∧ (b ∨ c) = (a ∧ b) ∨ (a ∧ c).

(ii) dµn modula nÕu L tháa m·n luËt modula:

(∀a, b, c ∈ L) a ≥ c ⇒ a ∧ (b ∨ c) = (a ∧ b) ∨ c.

Nh− vËy, nÕu mét dµn lµ ph©n phèi th× modula. Ng−îc l¹i th× kh«ng ®óng. Tån

t¹i nh÷ng dµn modula nh−ng kh«ng ph©n phèi.

VÝ dô 1.1.13. Dµn M3 (diamond) lµ dµn modula nh−ng kh«ng ph©n phèi. Dµn N5

(pentagon) kh«ng ph¶i lµ dµn modula vµ do ®ã cïng kh«ng lµ dµn ph©n phèi.

§Æc tr−ng cña dµn modula vµ dµn ph©n phèi ®−îc tr×nh bµy trong §Þnh lý sau

®©y. §Þnh lý nµy cã tªn gäi lµ §Þnh lý M3 − N5 v× c¸c dµn M3 vµ N5 ®Æc tr−ng

cho tÝnh chÊt modula vµ tÝnh chÊt ph©n phèi.

§Þnh lý 1.1.14. Cho L lµ mét dµn. Khi ®ã:

(i) Dµn L kh«ng ph¶i lµ dµn modula khi vµ chØ khi L chøa dµn N5 nh− lµ mét

dµn con.

(ii) Dµn L kh«ng ph¶i lµ dµn ph©n phèi khi vµ chØ khi L chøa dµn M3 hoÆc dµn

N5 nh− lµ mét dµn con.

Mét líp dµn ®ãng vai trß quan träng trong viÖc nghiªn cøu cÊu tróc ®¹i sè cña

dµn vµ øng dông nhiÒu trong khoa häc m¸y tÝnh lµ líp dµn Bun (Boolean lattice).

§Ó ®Þnh nghÜa dµn Bun tr−íc hÕt ta ®Þnh nghÜa phÇn tö bï (complement) cña mét

phÇn tö.

§Þnh nghÜa 1.1.15. Cho L lµ dµn cã 0 vµ 1, a lµ mét phÇn tö cña L. Khi ®ã, phÇn

tö b ∈ L ®−îc gäi lµ ®−îc gäi lµ phÇn tö bï (complement) cña a nÕu a ∧ b = 0 vµ

a∨ b = 1. NÕu a cã duy nhÊt mét phÇn tö bï th× ta ký hiÖu phÇn tö bï cña a lµ a′.
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§Þnh nghÜa 1.1.16. Dµn L ®−îc gäi lµ dµn Bun (Boolean lattice) nÕu:

(i) L lµ dµn ph©n phèi,

(ii) L cã 0 vµ 1,

(iii) mçi phÇn tö a ∈ L cã duy nhÊt phÇn tö bï a′ ∈ L.

Nh− vËy, dµn Bun lµ mét dµn ph©n phèi ®Æc biÖt, trong ®ã cã chøa c¸c phÇn tö

0, 1 vµ to¸n tö lÊy phÇn bï ′ lµ mét phÇn trong cÊu tróc cña dµn Bun.

Mét vÝ dô ®¬n gi¶n nhÊt vÒ dµn Bun lµ dµn P(X) c¸c tËp con cña tËp X . Trong

dµn nµy, phÇn tö 0 chÝnh lµ tËp hîp rçng, phÇn tö 1 chÝnh lµ X , mçi phÇn tö

A ∈ P(X) cã phÇn tö bï chÝnh lµ tËp hîp X \ A, phÇn bï cña tËp A trong tËp X .

Mét kÕt qu¶ ®· biÕt vÒ biÓu diÔn dµn h÷u h¹n lµ: mäi dµn Bun h÷u h¹n ®Òu ®¼ng

cÊu víi dµn P(X), víi mét X nµo ®Êy. Dµn P(X) cßn cã tªn gäi lµ dµn siªu khèi

(hypercube).

Mét dµn ®−îc gäi lµ nöa ph©n phèi trªn (upper locally distributive), ký hiÖu lµ

ULD [62], nÕu mçi ®o¹n gi÷a mét phÇn tö vµ cËn trªn bÐ nhÊt cña c¸c phñ trªn

(upper cover) cña nã lµ mét siªu khèi. Dµn nöa ph©n phèi d−íi (lower locally

distributive - LLD) ®−îc ®Þnh nghÜa ®èi ngÉu. Mét trong nh÷ng ®Æc tr−ng cña tÝnh

chÊt ph©n phèi lµ [74]: dµn L lµ dµn ph©n phèi khi vµ chØ khi L võa lµ dµn LLD

võa lµ dµn ULD.

1.2 Mét sè kiÕn thøc c¬ b¶n vÒ lý thuyÕt ®å thÞ

Trong phÇn nµy chóng t«i nh¾c l¹i mét sè kh¸i niÖm liªn quan ®Õn lý thuyÕt ®å thÞ

sÏ sö dông trong c¸c ch−¬ng sau.

§Þnh nghÜa 1.2.1. Mét ®å thÞ v« h−íng lµ mét cÆp cã thø tù G = (V, E), ë ®©y V

lµ mét tËp, E lµ tËp víi c¸c phÇn tö lµ c¸c ®a tËp 2 phÇn tö trªn V .
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C¸c phÇn tö cña V gäi lµ c¸c ®Ønh, cßn c¸c phÇn tö cña E ®−îc gäi lµ c¸c c¹nh

cña ®å thÞ v« h−íng G. NÕu e = {a, b} lµ mét c¹nh cña G th× a vµ b ®−îc gäi lµ

c¸c ®Ønh ®Çu mót cña cña c¹nh e hay c¸c ®Ønh liªn thuéc víi e. Ta th−êng ký hiÖu

c¹nh {a, b} ng¾n gän lµ ab.

§Þnh nghÜa 1.2.2. Mét ®å thÞ cã h−íng lµ mét cÆp cã thø tù G = (V, E), ë ®©y V

lµ mét tËp, E lµ mét tËp con cña tËp tÝch §Ò-c¸c V × V, tøc lµ E lµ mét quan hÖ

hai ng«i trªn V .

C¸c phÇn tö cña V gäi lµ c¸c ®Ønh, cßn c¸c phÇn tö cña E ®−îc gäi lµ c¸c cung

cña ®å thÞ cã h−íng G. Cô thÓ h¬n, nÕu (a, b) ∈ E th× (a, b) ®−îc gäi lµ cung cña

G víi ®Ønh ®Çu lµ a, ®Ønh cuèi lµ b vµ cã h−íng ®i tõ a ®Õn b.

§å thÞ cã h−íng ®−îc ®Þnh nghÜa nh− trªn còng th−êng ®−îc gäi lµ ®¬n ®å thÞ

cã h−íng. Lý do lµ v× víi hai ®Ønh a vµ b bÊt kú tån t¹i nhiÒu nhÊt mét cung víi

®Ønh ®Çu lµ a vµ ®Ønh cuèi lµ b. T−¬ng tù, ®å thÞ v« h−íng ®−îc ®Þnh nghÜa nh−

trªn còng ®−îc gäi lµ ®¬n ®å thÞ v« h−íng.

Trong tr−êng hîp gi÷a c¸c cÆp ®Ønh cã thÓ cã nhiÒu cung (®å thÞ cã h−íng) hay

nhiÒu c¹nh (®å thÞ v« h−íng), th× ta cã kh¸i niÖm ®a ®å thÞ ®−îc ®Þnh nghÜa nh−

sau:

§Þnh nghÜa 1.2.3. Mét ®a ®å thÞ v« h−íng G lµ mét cÆp cã thø tù G = (V, E), ë

®©y V lµ mét tËp cßn E lµ mét ®a tËp víi c¸c phÇn tö ®Òu lµ ®a tËp 2 phÇn tö trªn

V. T−¬ng tù, mét ®a ®å thÞ cã h−íng G lµ mét cÆp cã thø tù G = (V,E), ë ®©y V

lµ mét tËp cßn E lµ mét ®a tËp víi c¸c phÇn tö ®Òu thuéc tÝch §Ò-c¸c V × V.

Ng−êi ta th−êng biÓu diÔn ®å thÞ trªn mÆt ph¼ng nh− sau. C¸c ®Ønh cña G ®−îc

biÓu diÔn b»ng c¸c vßng trßn nhá, c¸c c¹nh (hay cung) ®−îc biÓu diÔn b»ng mét

®−êng cong nèi c¸c ®Ønh víi c¹nh, mòi tªn ®Ó chØ h−íng tõ ®Ønh ®Çu ®Õn ®Ønh cuèi

®èi víi ®å thÞ cã h−íng.

Cã nh÷ng ®å thÞ kh¸c nhau nh−ng sau khi ®æi tªn c¸c ®Ønh cña c¸c ®å thÞ ®ã
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H×nh 1.3: VÝ dô vÒ ®a ®å thÞ v« h−íng (tr¸i) vµ ®a ®å thÞ cã h−íng (ph¶i).
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H×nh 1.4: VÝ dô vÒ ®å thÞ v« h−íng (tr¸i) vµ ®å thÞ cã h−íng (ph¶i).

th× chóng l¹i trïng nhau. Nh÷ng ®å thÞ nh− thÕ ®−îc gäi lµ ®¼ng cÊu vµ trong lý

thuyÕt ®å thÞ ta th−êng ®ång nhÊt chóng. Cô thÓ h¬n, ®å thÞ cã h−íng (t−¬ng øng,

v« h−íng) G = (V, E) vµ G′ = (V ′, E ′) ®−îc gäi lµ ®¼ng cÊu víi nhau nÕu tån t¹i

song ¸nh ϕ : V → V ′ sao cho (a, b) ∈ E (t−¬ng øng, {a, b} ∈ E) khi vµ chØ khi

(ϕ(a), ϕ(b)) ∈ E′ (t−¬ng øng, {ϕ(a), ϕ(b)} ∈ E′). Song ¸nh ϕ nh− trªn ®−îc gäi

lµ ®¼ng cÊu cña G vµ G′. Hai ®å thÞ ®¼ng cÊu víi nhau G vµ G′ ®−îc ký hiÖu lµ

G ∼= G′.

§Þnh nghÜa 1.2.4. §å thÞ G′ = (V ′, E ′) ®−îc gäi lµ ®å thÞ con cña ®å thÞ G = (V, E)

nÕu V ′ ⊆ V vµ E ′ ⊆ E. §å thÞ con G′ = (V ′, E ′) cña ®å thÞ G = (V,E) ®−îc gäi

lµ ®å thÞ con bao trïm cña G nÕu V ′ = V . NÕu E ′ chøa tÊt c¶ c¸c cung hay c¸c

c¹nh cña G, mµ c¶ hai ®Ønh liªn thuéc cña nã ®Òu thuéc V ′ th× G′ = (V ′, E ′) ®−îc

gäi lµ ®å thÞ con cña G = (V, E) c¶m sinh bëi tËp ®Ønh V ′. Khi ®ã, G′ còng ®−îc

ký hiÖu lµ G′ = G[V ′].

§Þnh nghÜa 1.2.5. Gi¶ sö G = (V, E) lµ mét ®å thÞ cã h−íng. Mét ®−êng ®i cã

h−íng trong G lµ mét d·y v0v1v2 . . . vn sao cho vi ∈ V víi mäi i = 0, 1, . . . , n vµ

(vi−1, vi) ∈ E víi mäi i = 0, 1, . . . , n.

Trong ®Þnh nghÜa trªn, ®Ønh v0 ®−îc gäi lµ ®Ønh ®Çu, cßn vn ®−îc gäi lµ ®Ønh



15

cuèi trong ®−êng ®i cã h−íng v0v1v2 . . . vn. Mét chu tr×nh cã h−íng lµ mét ®−êng

®i cã h−íng víi ®Ønh ®Çu vµ ®Ønh cuèi trïng nhau. Kh¸i niÖm ®−êng ®i v« h−íng

vµ chu tr×nh v« h−íng ®−îc ®Þnh nghÜa t−¬ng tù.

§Þnh nghÜa 1.2.6. Cho ®å thÞ v« h−íng G. BËc (degree) cña ®Ønh v, ký hiÖu dG(v)

hay deg(v) lµ sè c¹nh liªn thuéc víi v, trong ®ã khuyªn ®−îc tÝnh hai lÇn.

§Þnh nghÜa 1.2.7. Cho ®å thÞ cã h−íng G. BËc ®i ra (out-degree) cña ®Ønh v, ký

hiÖu deg+(v), lµ sè cung xuÊt ph¸t tõ ®Ønh v. BËc ®i vµo (in-degree) cña ®Ønh v,

ký hiÖu deg−(v), lµ sè cung ®i vµo ®Ønh v. BËc cña ®Ønh v lµ tæng bËc ®i ra vµ bËc

®i vµo cña ®Ønh ®ã: deg(v) = deg+(v) + deg−(v).

§Þnh nghÜa 1.2.8. §å thÞ (cã h−íng, v« h−íng) G ®−îc gäi lµ liªn th«ng nÕu gi÷a

hai ®Ønh bÊt kú ®Òu tån t¹i mét ®−êng ®i v« h−íng. §å thÞ cã h−íng G gäi lµ liªn

th«ng m¹nh nÕu gi÷a hai ®Ønh bÊt kú ®Òu tån t¹i mét ®−êng ®i cã h−íng.

TËp S ⊆ V cña mét ®å thÞ (cã h−íng, v« h−íng) G = (V,E) ®−îc gäi lµ mét

thµnh phÇn liªn th«ng cña G, nÕu G[S] liªn th«ng vµ víi mäi V
′′ ⊆ V vµ V

′′
thùc

sù chøa S, ®å thÞ G[V
′′
] lµ kh«ng liªn th«ng.

T−¬ng tù, tËp S ⊆ V cña mét ®å thÞ cã h−íng G = (V, E) ®−îc gäi lµ mét thµnh

phÇn liªn th«ng m¹nh cña G nÕu G[S] liªn th«ng m¹nh vµ víi mäi V
′′ ⊆ V vµ V

′′

thùc sù chøa S, ®å thÞ G[V
′′
] lµ kh«ng liªn th«ng m¹nh.

§Þnh nghÜa 1.2.9. Cho ®å thÞ cã h−íng G = (V,E). Mét Thµnh phÇn ®ãng (closed

component) S cña ®å thÞ G lµ mét thµnh phÇn liªn th«ng m¹nh S ⊆ V mµ kh«ng

cã cung ra ngoµi, tøc lµ kh«ng tån t¹i cung nµo tõ mét ®Ønh bÊt kú trong S ®Õn mét

®Ønh bÊt kú trong V \ S.

VÝ dô 1.2.10. §å thÞ cã h−íng G gåm 3 thµnh phÇn liªn th«ng (H×nh 1.5) trong

®ã cã ba thµnh phÇn liªn th«ng m¹nh lµ {v1, v2, v3, v4}, {v5, v6, v7}, {v8, v9, v10} vµ

hai thµnh phÇn ®ãng lµ {v1, v2, v3, v4}, {v8, v9, v10}.
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H×nh 1.5: VÝ dô vÒ ®å thÞ cã h−íng.

1.3 Hµm sinh

Trong phÇn nµy chóng t«i nh¾c l¹i ph−¬ng ph¸p ®Õm rÊt h÷u hiÖu lµ ph−¬ng ph¸p

®Õm dïng hµm sinh. Kh¸i niÖm quan träng lµm c¬ së cho viÖc nghiªn cøu vµ ph¸t

triÓn ph−¬ng ph¸p nµy lµ chuçi lòy thõa h×nh thøc. B»ng c¸c phÐp to¸n ®−îc ®Þnh

nghÜa trªn c¸c ®èi t−îng nµy ta cã thÓ biÕn chóng thµnh mét cÊu tróc ®¹i sè. V× thÕ

mµ ta sö dông ®−îc c¸c c«ng cô còng nh− c¸c kÕt qu¶ cña c¸c lÜnh vùc to¸n häc

kh¸c vµo viÖc gi¶i quyÕt c¸c bµi to¸n ®Õm trong tæ hîp. Gi¶ sö cÇn ®Õm ®èi t−îng tæ

hîp phô thuéc vµo sè tù nhiªn n. Gäi an lµ sè c¸c ®èi t−îng tæ hîp nµy. Ta cÇn ph¶i

biÓu diÔn an d−íi d¹ng t−êng minh theo n. Hai lo¹i hµm sinh th−êng dïng lµ hµm

sinh th−êng (ordinary generating function) vµ hµm sinh mò (exponential generating

function). Sau ®©y, chóng t«i chØ tr×nh bµy kh¸i niÖm hµm sinh th−êng, ®−îc sö

dông trong c¸c ch−¬ng sau.

Hµm sinh th−êng cña d·y sè (an)∞0 lµ chuçi lòy thõa h×nh thøc
∑∞

n=0 anx
n; trong

®ã an gäi lµ hÖ sè cña xn.

Sau ®ã, b»ng c¸c ph−¬ng ph¸p ®¹i sè vµ gi¶i tÝch, ta cã thÓ tÝnh ®−îc hµm sinh

A(x). Ta dïng khai triÓn Taylor cña A(x):

A(x) = b0 + b1x + b2x
2 + . . .

Tõ ®Þnh nghÜa hµm sinh A(x) vµ khai triÓn nµy, ta cã an = bn vµ do ®ã ta cã c«ng
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thøc t−êng minh cho an.

Ký hiÖu C[[x]] lµ tËp tÊt c¶ c¸c chuçi lòy thõa h×nh thøc, hÖ sè phøc. Khi ®ã,

theo quan ®iÓm ®¹i sè giao ho¸n, C[[x]] lµ mét vµnh ®Þa ph−¬ng chÝnh quy ®Çy ®ñ

mét chiÒu. §Ó x¸c ®Þnh sù tån t¹i cña c¸c chuçi lòy thõa h×nh thøc, chóng t«i tr×nh

bµy kh¸i niÖm héi tô trong C[[x]].

§Þnh nghÜa 1.3.1. Cho F1(x), F2(x), . . . lµ mét d·y c¸c chuçi lòy thõa h×nh thøc vµ

F (x) =
∑

n≥0 anx
n ∈ C[[x]]. Khi ®ã, ta nãi d·y Fi(x) héi tô vÒ F (x) khi i →∞,

(ký hiÖu lµ Fi(x) → F (x)), nÕu víi mäi n ≥ 0, tån t¹i δ(n) sao cho c¸c hÖ sè cña

xn trong Fi(x) lµ an víi mäi i ≥ δ(n).

Mét ®Þnh nghÜa t−¬ng ®−¬ng vÒ sù héi tô trong C[[x]] nh− sau: Tr−íc hÕt, ta ®Þnh

nghÜa bËc cña chuçi lòy thõa h×nh thøc F (x) =
∑

n≥0 anx
n, ký hiÖu deg F (x),

lµ sè tù nhiªn n nhá nhÊt sao cho an 6= 0. Khi ®ã, Fi(x) héi tô khi vµ chØ khi

limi→∞ deg(Fi+1(x)− Fi(x)) = ∞.

Ta ®Þnh nghÜa tæng v« h¹n
∑

j≥0 Fj(x) cã gi¸ trÞ F (x) nÕu
∑i

j=0 Fj(x) → F (x).

Ta còng ®Þnh nghÜa t−¬ng tù cho tr−êng hîp tÝch v« h¹n
∏

j≥1 Fj(x). Trong tr−êng

hîp tÝch v« h¹n, ta gi¶ thiÕt mçi phÇn tö Fj(x) tháa m·n Fj(0) = 1.

Tõ c¸c ®Þnh nghÜa trªn ta cã hai mÖnh ®Ò sau:

MÖnh ®Ò 1.3.2. Tæng v« h¹n
∑

j≥0 Fj(x) héi tô khi vµ chØ khi limj→∞ deg Fj(x) =

∞.

MÖnh ®Ò 1.3.3. TÝch v« h¹n
∏

j≥1(1 + Fj(x)), víi Fj(0) héi tô khi vµ chØ khi

limj→∞ deg Fj(x) = ∞.

§Ó kÕt thóc phÇn nµy chóng t«i tr×nh bµy mét vÝ dô vÒ hµm sinh.

VÝ dô 1.3.4. T×m c«ng thøc t−êng minh cho c¸c sè Fibonaci: a0 = a1 = 1, an =

an−1 + an−2 víi n ≥ 2.
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Ta sÏ t×m hµm sinh cho d·y sè Fibonaci {an}n≥0. Ta cã

F (x) =
∑
n≥0

anx
n = 1 + x +

∑
n≥2

anx
n = 1 + x +

∑
n≥2

(an−2 + an−1)x
n

= 1 + x + x
∑
n≥2

an−1x
n−1 + x2

∑
n≥2

an−2x
n−2 = 1 + x + x(F (x)− 1) + x2F (x).

Gi¶i ph−¬ng tr×nh nµy ta ®−îc F (x) = x
1−x−x2 . Khai triÓn Taylor cña hµm F (x) ta

cã

F (x) =
∑
n≥0

1√
5

((
1 +

√
5

2

)n

−
(

1−√5

2

)n)
xn

Sö dông ®ång nhÊt thøc ta cã c«ng thøc t−êng minh cho an:

an =
1√
5

((
1 +

√
5

2

)n

−
(

1−√5

2

)n)
.

1.4 HÖ ®éng lùc rêi r¹c

Trong phÇn nµy chóng t«i tr×nh bµy mét sè kh¸i niÖm vµ mét sè bµi to¸n cña hÖ

®éng lùc rêi r¹c. Tr−íc hÕt chóng t«i cã ®Þnh nghÜa tæng qu¸t vÒ hÖ ®éng lùc rêi

r¹c.

§Þnh nghÜa 1.4.1. HÖ ®éng lùc rêi r¹c (discrete dynamical system) S lµ mét hÖ

gåm kh«ng gian tr¹ng th¸i M vµ tËp c¸c luËt vËn ®éng R. C¸c luËt vËn ®éng cho

phÐp ta ®¹t ®−îc c¸c tr¹ng th¸i míi tõ c¸c tr¹ng th¸i tr−íc ®ã. Mét c¸ch h×nh thøc,

hÖ ®éng lùc rêi r¹c lµ mét bé ba S = (M,R,N), trong ®ã:

+ kh«ng gian tr¹ng th¸i cña hÖ M lµ mét tËp hîp,

+ R lµ tËp c¸c hµm φ : N ×M → 2M tháa m·n φ(t2, φ(t1, x)) = φ(t1 + t2, x)

víi mäi t1, t2 ∈ N vµ víi mäi x ∈M.

§å thÞ ®¹t ®−îc (reachability graph) cña mét hÖ ®éng lùc rêi r¹c lµ mét ®å

thÞ cã h−íng x¸c ®Þnh nh− sau: mçi ®Ønh cña ®å thÞ biÓu diÔn mét tr¹ng th¸i

(configuration) cña hÖ. Mét cung cã ®Ønh ®Çu biÓu diÔn tr¹ng th¸i a vµ ®Ønh cuèi

biÓu diÔn tr¹ng th¸i b nÕu tån t¹i φ ∈ R sao cho b ∈ φ(1, a). Trong tr−êng hîp nµy
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ta nãi b ®¹t ®−îc (hay nhËn ®−îc) trùc tiÕp tõ a, tøc lµ tr¹ng th¸i b nhËn ®−îc tõ

tr¹ng th¸i a b»ng c¸ch ¸p dông luËt vËn ®éng mét lÇn. Ta còng nãi a lµ tr¹ng th¸i

kÕ tr−íc (predecessor) tr¹ng th¸i b hay a phñ (cover) b vµ b ®−îc gäi lµ mét tr¹ng

th¸i kÕ sau (successor) cña a, ký hiÖu lµ a Â b hay b ≺ a. Tr¹ng th¸i b ®−îc gäi

lµ ®¹t ®−îc (hay nhËn ®−îc) (reachable) tõ tr¹ng th¸i a nÕu b nhËn ®−îc tõ a b»ng

c¸ch ¸p dông mét d·y c¸c luËt vËn ®éng.

Mét tr¹ng th¸i ®¹t ®−îc (tõ tr¹ng th¸i ban ®Çu) mµ t¹i ®ã kh«ng thÓ ¸p dông luËt

vËn ®éng gäi lµ ®iÓm dõng (fixed point) cña hÖ. HÖ ®éng lùc ®−îc gäi lµ héi tô nÕu

cã ®óng mét ®iÓm dõng.

Sau ®©y chóng ta sÏ ph¸t biÓu mét sè bµi to¸n ®¹t ®−îc (reachability problem)

cña hÖ ®éng lùc rêi r¹c:

+ Bµi to¸n t ®¹t ®−îc (t-reachability): Cho hÖ ®éng lùc rêi r¹c S; a, b lµ hai

tr¹ng th¸i cña hÖ, t lµ mét sè nguyªn d−¬ng. H·y x¸c ®Þnh xem b¾t ®Çu tõ tr¹ng

th¸i a, hÖ S cã ®¹t ®−îc tr¹ng th¸i b sau kh«ng qu¸ t b−íc hay kh«ng.

+ Bµi to¸n ®¹t ®−îc (reachability): Cho hÖ ®éng lùc rêi r¹c S; a, b lµ hai tr¹ng

th¸i cña hÖ. H·y x¸c ®Þnh xem b¾t ®Çu tõ tr¹ng th¸i a, hÖ S cã ®¹t ®−îc tr¹ng th¸i

b hay kh«ng?

+ Bµi to¸n x¸c ®Þnh tÝnh dõng (fixed point reachability): Cho hÖ ®éng lùc rêi

r¹c S vµ O lµ mét tr¹ng th¸i cña hÖ. H·y x¸c ®Þnh xem b¾t ®Çu tõ tr¹ng th¸i O, hÖ

S cã dõng hay kh«ng? NÕu hÖ dõng th× h·y x¸c ®Þnh ®iÓm dõng.

Trong luËn ¸n nµy chóng t«i quan t©m ®Õn bµi to¸n x¸c ®Þnh tÝnh dõng khi nghiªn

cøu c¸c ph©n ho¹ch cña sè tù nhiªn trong ch−¬ng 2, bµi to¸n ®¹t ®−îc cña hÖ ®éng

lùc CCFG trong ch−¬ng 4, vµ cÊu tróc kh«ng gian (hay ®å thÞ ®¹t ®−îc) cña c¸c hÖ

CFG vµ c¸c më réng cña nã trong ch−¬ng 3 vµ 4.
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Ch−¬ng 2

M« h×nh cét c¸t vµ ph©n ho¹ch cña sè
tù nhiªn

Trong ch−¬ng nµy, chóng t«i nghiªn cøu mèi liªn hÖ gi÷a c¸c m« h×nh cét c¸t më

réng vµ ph©n ho¹ch cña sè tù nhiªn. HÖ cét c¸t (Sand Piles Model - SPM) lµ mét

hÖ ®éng lùc quan träng ®−îc ®Ò xuÊt bëi ba nhµ VËt lý Bak, Tang vµ Wiesenfield

vµo n¨m 1987 [7] ®Ó m« h×nh hãa hiÖn t−îng ®ét biÕn tù tæ chøc (Self-Organized

Criticality - SOC). HÖ SPM nµy ®· ®−îc chøng minh lµ mét tr−êng hîp ®Æc biÖt

cña hÖ Chip Firing Game (CFG) [30] (c¸c kÕt qu¶ vÒ hÖ CFG vµ c¸c më réng cña

nã sÏ ®−îc tr×nh bµy trong c¸c Ch−¬ng 3 vµ 4 cña luËn ¸n). Theo c¸c nghiªn cøu

[20], [21], [27], [28], [30], [31], [33], [34], ... m« h×nh cét c¸t cã liªn quan chÆt

chÏ víi ph©n ho¹ch cña sè tù nhiªn. Trong ch−¬ng nµy, chóng t«i sÏ xÐt ®Õn c¸c m«

h×nh cét c¸t víi ng−ìng d cho luËt vËn ®éng vµ mèi liªn hÖ cña chóng víi c¸c ph©n

ho¹ch d-chÆt cña sè tù nhiªn. Ph−¬ng ph¸p chÝnh ®−îc sö dông ë ®©y lµ ph−¬ng

ph¸p ECO (Enumeration of Combinatorial Objects), mét ph−¬ng ph¸p tÝnh to¸n tæ

hîp sö dông c©y sinh vµ ®−îc ph¸t triÓn trong nh÷ng n¨m gÇn ®©y [9], [10]. Ph−¬ng

ph¸p nµy cho phÐp chóng t«i chøng minh cÊu tróc cña kh«ng gian tr¹ng th¸i vµ tÝnh

to¸n sè c¸c tr¹ng th¸i cña m« h×nh. Bªn c¹nh ®ã, nhê cã ph−¬ng ph¸p nµy chóng

t«i còng nghiªn cøu ®−îc cÊu tróc ®Ö quy cña tËp c¸c ph©n ho¹ch d-chÆt vµ ®−a ra

chøng minh cho mét sè ®¼ng thøc tæ hîp.
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2.1 Ph©n ho¹ch sè tù nhiªn vµ hÖ ®éng lùc rêi r¹c

Môc ®Ých chÝnh cña phÇn nµy lµ nghiªn cøu mèi quan hÖ gi÷a hÖ SPM më réng vµ

tËp d-P(n) c¸c ph©n ho¹ch d-chÆt (d ≥ 0) cña sè tù nhiªn n.Chóng t«i sÏ chøng

minh r»ng d-P(n) víi quan hÖ thø tù thèng trÞ (dominance order) chÝnh lµ kh«ng

gian tr¹ng th¸i cña mét hÖ ®éng lùc rêi r¹c. Mét sè kÕt qu¶ trong môc nµy lµ më

réng c¸c kÕt qu¶ cña Latapy vµ Phan trong tr−êng hîp ph©n ho¹ch th−êng (d = 0)

[57] vµ c¸c kÕt qu¶ cña Le, Phan trong tr−êng hîp ph©n ho¹ch chÆt (d = 1) [54].

2.1.1 C¸c ®Þnh nghÜa vµ ký hiÖu

Trong phÇn nµy chóng t«i nh¾c l¹i mét sè kh¸i niÖm vÒ ph©n ho¹ch cña sè tù nhiªn

vµ hÖ ®éng lùc rêi r¹c.

§Þnh nghÜa 2.1.1. Ph©n ho¹ch a lµ mét d·y c¸c sè nguyªn d−¬ng kh«ng t¨ng

(a1, a2, .., al) víi a1 ≥ a2 ≥ ... ≥ al > 0, (quy −íc ai = 0,∀i ≥ l+1). C¸c ai gäi lµ

c¸c phÇn cña ph©n ho¹ch a. Ta nãi r»ng a lµ mét ph©n ho¹ch cña n (hay a cã träng

sè n), ký hiÖu lµ a ` n hay |a| = n, nÕu
∑l

i=1 ai = n. Ta ký hiÖu P(n) = {a ` n}
lµ tËp tÊt c¶ c¸c ph©n ho¹ch cña sè nguyªn d−¬ng n. TËp hîp P(n) ®−îc trang bÞ

mét thø tù bé phËn, gäi lµ thø tù thèng trÞ (dominance ordering), x¸c ®Þnh nh− sau:

víi hai ph©n ho¹ch a vµ b cña n, ta cã a ≥ b khi vµ chØ khi
∑

i>j ai ≤
∑

i>j bi víi

mäi j ≥ 0 [6]. Ta sö dông ®Þnh nghÜa nµy cho c¶ tr−êng hîp a vµ b lµ ph©n ho¹ch

cña c¸c sè nguyªn d−¬ng m vµ n víi m ≥ n [57].

Ph©n ho¹ch cña sè tù nhiªn liªn hÖ chÆt chÏ víi mét hÖ ®éng lùc næi tiÕng trong

VËt lý, ®ã lµ m« h×nh cét c¸t tuÇn tù. M« h×nh cét c¸t tuÇn tù (sequential Sand

Piles Model (SPM)) ®−îc c¸c nhµ vËt lý Bak, Tang vµ Wiesenfeld ®−a ra vµo n¨m

1987 ®Ó m« pháng hiÖn t−îng tù ®ét biÕn (SOC - Self organized criticality) [7].

Mét tr¹ng th¸i cña hÖ SPM lµ v« h¹n c¸c cét c¸t cã thø tù, trong ®ã chØ cã k cét

chøa mét sè h¹t c¸t (grains). Do ®ã mçi tr¹ng th¸i cña hÖ nµy ®−îc m« t¶ b»ng
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mét bé s = (s1, . . . , sk), ë ®©y si lµ sè h¹t ë cét thø i. LuËt vËn ®éng (luËt r¬i)

cña hÖ nµy nh− sau: mét h¹t cã thÓ r¬i tõ cét i xuèng cét i + 1 nÕu si − si+1 ≥ 2.

LuËt nµy x¸c ®Þnh mét quan hÖ phñ (covering relation) trªn tËp tr¹ng th¸i ®¹t ®−îc.

Bao ®ãng ph¶n x¹ vµ b¾c cÇu cña quan hÖ nµy lµ mét thø tù ≤SPM vµ nã tu©n theo

thø tù thèng trÞ (dominance order) [33]. Tr¹ng th¸i ban ®Çu lµ (n), tøc lµ n h¹t ë

cét ®Çu tiªn, c¸c cét kh¸c kh«ng chøa h¹t nµo c¶. TËp hîp tÊt c¶ c¸c tr¹ng th¸i ®¹t

®−îc tõ tr¹ng th¸i ®Çu (n) víi thø tù ≤SPM lµ mét dµn, ký hiÖu lµ SPM(n) [33].

B»ng c¸ch më réng thªm luËt vËn ®éng (luËt r¬i vµ luËt tr−ît), th× m« h×nh SPM

trë thµnh m« h×nh Brylawsky. Brylawsky (1973) ®· chøng minh tËp tÊt c¶ c¸c ph©n

ho¹ch cña n víi thø tù thèng trÞ lµ mét dµn, ký hiÖu lµ LB(n) [6], víi cËn trªn bÐ

nhÊt cña hai ph©n ho¹ch p vµ q ®−îc x¸c ®Þnh nh− sau:

sup(p, q) = r ⇐⇒ ∀j :

j∑

i=1

ri = min

(
j∑

i=1

pi,

j∑

i=1

qi

)

H×nh 2.1: LuËt r¬i (V) vµ luËt tr−ît (H) trong hÖ Brylawsky.

Chóng t«i nghiªn cøu c¸c ph©n ho¹ch cña sè tù nhiªn theo h−íng më réng hai

luËt (luËt r¬i vµ luËt tr−ît) b»ng c¸ch thªm ng−ìng cho c¸c luËt vËn ®éng. Chóng

t«i nhËn ®−îc c¸c kÕt qu¶ më réng cña Brylawsky vÒ cÊu tróc dµn cña tËp d-P(n)

c¸c ph©n ho¹ch d-chÆt cña sè tù nhiªn n. Tr−íc hÕt, chóng t«i tr×nh bµy mét sè

®Þnh nghÜa vÒ ph©n ho¹ch chÆt, ph©n ho¹ch d-chÆt cña sè tù nhiªn vµ c¸c luËt vËn

®éng.

§Þnh nghÜa 2.1.2. Ph©n ho¹ch a = (a1, a2, .., al) gäi lµ ph©n ho¹ch chÆt nÕu c¸c

phÇn cña a lµ c¸c sè nguyªn d−¬ng kh¸c nhau, tøc lµ a1 > a2 > ... > al > 0. TËp
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hîp tÊt c¶ c¸c ph©n ho¹ch chÆt cña sè tù nhiªn n ®−îc ký hiÖu lµ SP(n).

§Þnh nghÜa 2.1.3. Cho d lµ mét sè tù nhiªn. Mét ph©n ho¹ch d-chÆt (d-strict

partition) a = (a1, . . . , al) lµ mét ph©n ho¹ch tháa m·n ai − ai+1 ≥ d, víi mäi

1 ≤ i ≤ l− 1. Riªng víi al cã thÓ nhËn gi¸ trÞ nhá h¬n d. TËp hîp tÊt c¶ c¸c ph©n

ho¹ch d-chÆt cña n ký hiÖu lµ d-P(n).

Trong tr−êng hîp d = 0, 0-P(n) chÝnh lµ tËp hîp P(n) tÊt c¶ c¸c ph©n ho¹ch

cña n, vµ trong tr−êng hîp d = 1, ta cã 1-P(n) chÝnh lµ tËp hîp SP(n) c¸c ph©n

ho¹ch chÆt cña n. Ký hiÖu d-P =
⋃

n≥0 d-P(n) lµ tËp tÊt c¶ c¸c ph©n ho¹ch d-chÆt.

Sau ®©y, ta xÐt hÖ ®éng lùc rêi r¹c cã kh«ng gian tr¹ng th¸i lµ d-P(n), trong ®ã

c¸c luËt vËn ®éng cña nã ®−îc x¸c ®Þnh nh− sau:

§Þnh nghÜa 2.1.4. Cho a lµ mét ph©n ho¹ch d-chÆt cña n, ta ¸p dông c¸c luËt vËn

®éng lªn a ®Ó nhËn ®−îc mét ph©n ho¹ch d-chÆt kh¸c cña n nh− sau: (Xem h×nh

2.2)

- LuËt däc (luËt V):

(a1, . . . , ai, ai+1, . . . , al) → (a1, . . . , ai−1, ai+1+1, . . . , al) nÕu ai−ai+1 ≥ d+2

- LuËt ngang (luËt H) víi ®é dµi k ≥ 2:

(a1, . . . , p+k+1, p+k−d, p+k−2d, . . . , p+k−(k−1)d, p+k−kd−1, . . . , al) →
(a1, . . . , p + l, p + k − d, p + k − 2d, . . . , p + k − (k − 1)d, p + k − kd, . . . , al)

vµ luËt ngang víi ®é dµi 1 : (a1, . . . , p + 2, p− d, . . . , al) → (a1, . . . , p + 1, p−
d + 1, . . . , al).

Chó ý r»ng luËt ngang ®é dµi 1 còng chÝnh lµ mét tr−êng hîp cña luËt däc.

2.1.2 CÊu tróc cña d-P(n)

Môc ®Ých cña phÇn nµy lµ nghiªn cøu cÊu tróc thø tù cña tËp d-P(n). Ký hiÖu

(n) = (n, 0, . . . , 0). Tr−íc hÕt, chóng t«i chøng minh r»ng mäi ph©n ho¹ch d-chÆt



24

H×nh 2.2: LuËt däc (V) vµ luËt ngang (H) trong tr−êng hîp d = 2.

cña n ®Òu ®¹t ®−îc tõ tr¹ng th¸i ban ®Çu (n) b»ng c¸ch ¸p dông c¸c luËt vËn ®éng

(däc vµ ngang). Chóng t«i sö dông kü thuËt chøng minh trong [54].

Bæ ®Ò 2.1.5. TËp hîp d-P(n) chÝnh lµ tËp c¸c ph©n ho¹ch d-chÆt ®¹t ®−îc tõ tr¹ng

th¸i ®Çu (n) b»ng c¸ch ¸p dông hai luËt vËn ®éng V vµ H.

Chøng minh. Cho a = (a1, . . . , am) lµ mét ph©n ho¹ch d-chÆt cña n vµ a 6= (n). Ta

chøng minh tån t¹i mét con ®−êng tõ (n) ®Õn a. B»ng ph−¬ng ph¸p truy håi, ta chØ

cÇn chøng minh r»ng tån t¹i ph©n ho¹ch d-chÆt a′ cña n vµ a′ phñ a. Ta xÐt hai

tr−êng hîp:

+ Tr−êng hîp 1: nÕu tån t¹i d·y ai, ai+1, . . . , aj tháa m·n ®ång thêi c¸c ®iÒu

kiÖn:

• ak − ak+1 ≥ d, víi mäi k = i, i + 1, . . . , j − 1, nÕu i 6= j; trong tr−êng hîp

i = j th× ai cã thÓ nhá h¬n d.

• i = 1, hoÆc ai−1 − ai ≥ d + 1,

• j = m hoÆc lµ aj − aj+1 ≥ d + 1,

th× ta chän a′ = (a1, . . . , ai−1, ai + 1, ai+1, . . . , aj−1, aj − 1, aj+1, . . . , am). Khi ®ã,

râ rµng a′ ∈ d-P(n) vµ ta cã thÓ nhËn ®−îc a tõ a′ b»ng c¸ch ¸p dông luËt H.
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+ Tr−êng hîp 2: nÕu kh«ng tån t¹i d·y sè trong a nh− tr−êng hîp 1 th× a tháa

m·n mét trong c¸c tr−êng hîp sau:

• a1 − a2 ≥ d + 1 vµ m = 2,

• hoÆc lµ a2 − a3 ≥ d + 1.

Khi ®ã ta chän a′ = (a1 + 1, a2 − 1, a3, . . . , am). DÔ dµng kiÓm tra a′ ∈ d-P(n)

vµ ta cã thÓ ¸p dông luËt V ë vÞ trÝ ®Çu tiªn cña a′ ®Ó nhËn ®−îc a. MÖnh ®Ò ®−îc

chøng minh.

Chóng ta ®· biÕt r»ng tËp hîp P(n) tÊt c¶ c¸c ph©n ho¹ch cña n víi quan hÖ thø

tù thèng trÞ lµ mét dµn [6], ký hiÖu lµ LB(n), trong ®ã

inf(a, b) = c khi vµ chØ khi víi mäi j ≥ 1, ta cã
j∑

i=1

ci = min(

j∑

i=1

ai,

j∑

i=1

bi).

Nh¾c l¹i r»ng 0-P(n) chÝnh lµ P(n) vµ còng lµ LB(n) khi nhÊn m¹nh ®Õn cÊu

tróc dµn. B»ng c¸ch chøng minh t−¬ng tù nh− trong [54], ta cã thÓ chøng minh

r»ng tËp d-P(n)(d ≥ 1) lµ mét tËp thø tù con (subposet) cña P(n) vµ còng lµ mét

dµn. Do ®ã ta cã thÓ viÕt b ≤ a thay cho b ≤d a víi a, b lµ hai ph©n ho¹ch d-chÆt

cña n. Ta cã kÕt qu¶ sau:

§Þnh lý 2.1.6. TËp d-P(n) cïng víi hai phÐp to¸n ∨ vµ ∧ lµ mét dµn. H¬n n÷a,

cËn d−íi lín nhÊt cña hai phÇn tö trong d-P(n) ®−îc x¸c ®Þnh nh− trong P(n).

Chó ý 2.1.7. d-P(n) kh«ng ph¶i lµ dµn con cña P(n). ThËt vËy, cËn trªn bÐ nhÊt

cña hai phÇn tö trong d-P(n) kh¸c víi cËn trªn bÐ nhÊt cña hai phÇn tö trong

P(n). Ch¼ng h¹n, (8, 4, 3, 1) ∨ (7, 5, 4) = (8, 4, 4) kh«ng lµ mét ph©n ho¹ch chÆt.

Tuy nhiªn, ta vÉn cã a ∨d b ≥ a ∨ b víi mäi ph©n ho¹ch d-chÆt a, b.
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Khi nghiªn cøu c¸c hÖ ®éng lùc, mét c©u hái tù nhiªn ®−îc ®Æt ra lµ: khi nµo

th× hÖ héi tô? tøc lµ cã duy nhÊt mét ®iÓm dõng. NÕu hÖ héi tô th× h·y x¸c ®Þnh

®iÓm dõng duy nhÊt ®ã. Trong tr−êng hîp d-P(n), v× hÖ nµy cã cÊu tróc dµn nªn

cã duy nhÊt ®iÓm dõng. Chóng ta sÏ ®−a ra c«ng thøc t−êng minh cña ®iÓm dõng

duy nhÊt nµy. ThËt vËy, gäi p lµ sè tù nhiªn duy nhÊt tháa m·n

1
2p((p− 1)d + 2) ≤ n < 1

2(p + 1)(pd + 2).

Khi ®ã, ta cã duy nhÊt biÓu diÔn n− 1
2p(2 + (p− 1)d) = qp + r, trong ®ã r < p.

Gäi Π(d) lµ ph©n ho¹ch d-chÆt ®−îc x¸c ®Þnh nh− sau:

Π(d) = (1 + (p− 1)d + q + 1, 1 + (p− 2)d + q + 1, . . . ,

1 + (p− r)d + q + 1, 1 + (p− r − 1)d + q, . . . , 1 + d + q, 1 + q)

Ta dÔ dµng kiÓm tra ®−îc Π(d) lµ ®iÓm dõng cña hÖ vµ ta cã mÖnh ®Ò sau:

MÖnh ®Ò 2.1.8. Π(d) lµ ®iÓm dõng cña hÖ d-P(n).

2.1.3 Mèi quan hÖ gi÷a d-P(n + 1) vµ d-P(n)

Trong phÇn nµy chóng t«i nghiªn cøu mèi quan hÖ gi÷a d-P(n + 1) vµ d-P(n).

Tr−íc hÕt, chóng t«i tr×nh bµy mét sè kh¸i niÖm c¬ b¶n vµ c¸c ký hiÖu.

Cho a = (a1, a2, . . . , am) lµ mét ph©n ho¹ch d-chÆt. Khi ®ã, ph©n ho¹ch nhËn

®−îc tõ a b»ng c¸ch thªm mét vµo thµnh phÇn thø j ®−îc ký hiÖu lµ a↓j . §Ó ý r»ng

a↓j kh«ng nhÊt thiÕt lµ mét ph©n ho¹ch d-chÆt. Ta cã mét sè kh¸i niÖm vµ ký hiÖu

sau:

+ Cho S lµ tËp c¸c ph©n ho¹ch d-chÆt. Ký hiÖu S↓j := {a↓j |a ∈ S}.

+ Succ(a) lµ tËp c¸c ph©n ho¹ch d-chÆt nhËn ®−îc trùc tiÕp tõ ph©n ho¹ch d-chÆt

a.

+ di(a) = ai − ai+1 víi quy −íc am+1 = 0

+ Ta nãi r»ng a cã mét b−íc nh¶y (cliff) t¹i vÞ trÝ i nÕu di(a) ≥ d + 2.
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+ NÕu tån t¹i ` ≥ i sao cho dj(a) = d víi mäi i ≤ j < ` vµ d`(a) = d + 1 hoÆc

` = m, th× ta nãi a cã mét cÇu thang (slippery plateau) t¹i vÞ trÝ i. T−¬ng tù, ta nãi

r»ng a cã cÇu thang nh¶y (non-slippery plateau) t¹i vÞ trÝ i nÕu dj(a) = d víi mäi

i ≤ j < ` vµ d`(a) ≥ d + 2. Sè tù nhiªn `− i + 1 ®−îc gäi lµ ®é dµi cña cÇu thang

t¹i i. §Æc biÖt, khi ` = i, cÇu thang cã ®é dµi 1.

+ TËp c¸c phÇn tö cña d-P(n) b¾t ®Çu b»ng mét b−íc nh¶y, cÇu thang cã ®é dµi

` hay cã cÇu thang nh¶y cã ®é dµi ` ®−îc ký hiÖu t−¬ng øng lµ C, d-P`, nd-P`.

Chó ý r»ng mçi phÇn tö cña d-P(n) ®Òu thuéc vµo mét trong ba tËp hîp nµy.

DÔ thÊy r»ng a↓1 còng lµ mét ph©n ho¹ch d-chÆt. Do ®ã, ta cã thÓ ®Þnh nghÜa

phÐp nhóng π : d-P(n) → d-P(n)↓1 ⊆ d-P(n+1) vµ b»ng c¸ch sö dông c«ng thøc

cña phÇn tö infimum, ta dÔ dµng chøng minh ®−îc mÖnh ®Ò sau:

Bæ ®Ò 2.1.9. TËp d-P(n)↓1 lµ mét dµn con cña d-P(n + 1).

TiÕp theo, chóng t«i sÏ ®Æc tr−ng c¸c phÇn tö cßn l¹i cña d-P(n + 1) mµ kh«ng

thuéc vµo d-P(n)↓1 .

§Þnh lý 2.1.10. TËp d-P(n + 1) lµ hîp rêi cña c¸c tËp d-P(n)↓i , tøc lµ

d-P(n + 1) = d-P(n)↓1 t`≥1 d-P ↓`+1

` (n).

Chøng minh. DÔ dµng chøng minh r»ng mçi phÇn tö cña tËp hîp d-P(n)↓1 vµ

d-P ↓`+1

` lµ mét phÇn tö cña d-P(n+1). H¬n n÷a, c¸c tËp hîp nµy lµ rêi nhau. Nh−

vËy, tËp hîp ë vÕ ph¶i lµ mét tËp con cña tËp hîp ë vÕ tr¸i.

TiÕp theo ta sÏ chøng minh tËp hîp ë vÕ tr¸i lµ mét tËp con cña tËp hîp ë vÕ

ph¶i. XÐt b ∈ d-P(n + 1) tïy ý.

+ NÕu b1 − b2 ≥ d + 1 th× b ∈ d-P(n)↓1 .

+ NÕu b b¾t ®Çu b»ng mét cÇu thang hoÆc cÇu thang nh¶y cã ®é dµi `+1, ` ≥ 1,

th× b ∈ d-P ↓`+1

` (n).
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1

2

3

4   

5 31 

6 41 

7 51  

8 61 42  

9 71 52 

10 81 62 

11 91 72  53                

12 10,1 82  63                                   

13 11,1 92  73                                

14 12,1 10,2  83   64                                                

15 13,1 11,2  93   74                531                                      

16 14,1 12,2 10,3   84         631                                      

15,1 13,2 11,3   94     75         731   

 14,2 12,3  10,4     85       831  641 

  13,3  11,4     95            931  741 

    12,4     10,5     86      10,31  841        

       11,5     96       11,31  941      751   642 

         10,6       12,31  10,41      851   742 

97 11,41      951          842   

     10,51     861 942  752   

        961 10,42  852    

     952        753 

             862 

             853 

          7531 

H×nh 2.3: C¸c phÇn tö ®Çu tiªn cña dµn v« h¹n 2-P(∞).

2.1.4 Dµn v« h¹n d-P(∞)

Trong c¸c phÇn tr−íc, chóng ta ®· nghiªn cøu cÊu tróc cña d-P(n), më réng tõ

d-P(n) lªn d-P(n+1) vµ quan hÖ cÊu tróc gi÷a c¸c tËp nµy. Trong môc nµy, chóng

ta tiÕp tôc nghiªn cøu cÊu tróc dµn cña më réng v« h¹n cña d-P(n). Ta xem d-P(n)

lµ hÖ ®éng lùc rêi r¹c víi kh«ng gian tr¹ng th¸i lµ c¸c ph©n ho¹ch d-chÆt cña n,

víi tr¹ng th¸i ®Çu lµ (n) vµ hai luËt vËn ®éng V vµ H. Më réng v« h¹n cña d-P(n)

chÝnh lµ d-P(∞), lµ hÖ ®éng lùc rêi r¹c víi kh«ng gian tr¹ng th¸i lµ tËp tÊt c¶ c¸c
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ph©n ho¹ch d-chÆt (sai kh¸c ®¼ng cÊu), tr¹ng th¸i ban ®Çu lµ (∞), víi cét ®Çu tiªn

cã v« h¹n h¹t vµ c¸c cét cßn l¹i kh«ng chøa h¹t nµo. Chóng ta ký hiÖu d-P(∞) lµ

kh«ng gian tr¹ng th¸i cña hÖ ®éng lùc nµy. Mçi phÇn tö cña d-P(∞) sÏ cã d¹ng

(∞, a2, a3, . . . , ak). Quan hÖ thø tù bé phËn gi÷a c¸c phÇn tö trong d-P(∞) ®−îc

®Þnh nghÜa nh− sau:

a ≥∞ b nÕu
∑

i≥j ai ≤
∑

i≥j bi víi mäi j ≥ 2.

Nh− vËy, quan hÖ thø tù thèng trÞ t−¬ng ®−¬ng víi quan hÖ thø tù c¶m sinh bëi

c¸c luËt vËn ®éng V vµ H cña hÖ ®éng lùc nµy. H×nh vÏ 2.3 biÓu diÔn mét sè ph©n

ho¹ch ®Çu tiªn cña 2-P(∞), trong ®ã thµnh phÇn ®Çu tiªn ∞ kh«ng ®−îc tr×nh bµy

ë ®©y. Chó ý lµ trªn c¸c h×nh vÏ cña luËn ¸n nµy ta ký hiÖu a1a2 . . . ak thay cho

(a1, a2, . . . , ak), ®Ó chØ c¸c ph©n ho¹ch cña n.

Cho hai phÇn tö bÊt kú a = (∞, a2, . . . , ak), b = (∞, b2, . . . , b`) cña tËp d-P(∞),

ta x¸c ®Þnh phÇn tö c nh− sau: ci = max(
∑

j≥i aj,
∑

j≥i bj) −
∑

j>i cj víi mäi i

sao cho 2 ≤ i ≤ max(k, `) vµ ci = 0 nÕu i > max(k, `).

Khi ®ã, ta dÔ dµng kiÓm tra ®−îc c ∈ d-P(∞), tøc lµ c1 = ∞, ci − ci+1 ≥ d víi

mäi i > 1, vµ h¬n thÕ c = a ∧ b. Tõ ®ã ta cã kÕt qu¶ sau:

§Þnh lý 2.1.11. TËp d-P(∞) cïng víi hai phÐp to¸n ∨ vµ ∧ lµ mét dµn.

Trong h×nh vÏ 2.3, ta cã thÓ nh×n thÊy c¸c phÇn tö cña 2-P(∞) ®¼ng cÊu víi

2-P(n). B©y giê ta sÏ x¸c ®Þnh c¸c ®¼ng cÊu nµy. Ta ®Þnh nghÜa hai phÐp nhóng

chÝnh t¾c nh− sau:

π : d-P(n) −→ d-P(∞)
a = (a1, a2, . . . , ak) 7→ π(a) = (∞, a2, . . . , ak)

χ : d-P(n) −→ d-P(∞)
a = (a1, a2, . . . , ak) 7→ χ(a) = (∞, a1, a2, . . . , ak)

Tõ ®Þnh nghÜa ta cã ngay mÖnh ®Ò sau:
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MÖnh ®Ò 2.1.12. C¸c ¸nh x¹ π vµ χ lµ c¸c phÐp nhóng dµn.

Sö dông phÐp nhóng χ, ta cã thÓ xem d-P(∞) nh− lµ hîp rêi cña c¸c d-P(n)

víi n ∈ N:

d-P(∞) =
⊔
n≥0

d-P(n).

2.1.5 C©y v« h¹n Td-P(∞)

Môc ®Ých cña phÇn nµy lµ nghiªn cøu cÊu tróc c©y v« h¹n Td-P (∞) sinh ra tÊt c¶ c¸c

ph©n ho¹ch d-chÆt dùa vµo cÊu tróc cña dµn v« h¹n d-P(∞). C©y Td-P (∞) chÝnh lµ

c©y bao trïm cña dµn d-P(∞). Chóng t«i sÏ ®−a ra mét sè tÝnh chÊt cña c©y nµy.

Tõ §Þnh lý 2.1.10, ta ®Þnh nghÜa c©y Td-P (∞) nh− sau:

+ Td-P (∞) lµ c©y nhÞ ph©n v« h¹n cã gèc t¹i (0);

+ Mçi nót a ∈ Td-P (∞) lu«n cã mét con tr¸i lµ a↓1;

+ NÕu a b¾t ®Çu b»ng mét cÇu thang cã ®é dµi ` + 1, th× a cã mét con ph¶i lµ

a↓`+1 .

H×nh vÏ 2.4 minh häa phÇn ®Çu cña c©y T2-P (∞).

Tõ mÖnh ®Ò 2.1.12, ta cã tÝnh chÊt cña c©y Td-P (∞).

MÖnh ®Ò 2.1.13. TÇng thø n cña c©y Td-P (∞) lµ tËp hîp tÊt c¶ c¸c phÇn tö cña

d-P(n).

2.2 Ph−¬ng ph¸p ECO vµ ph©n ho¹ch sè tù nhiªn

Ph©n ho¹ch cña sè tù nhiªn, ®Æc biÖt lµ bµi to¸n ®Õm c¸c d¹ng ph©n ho¹ch ®· ®−îc

nghiªn cøu nhiÒu vµ cã nhiÒu kÕt qu¶ thó vÞ. Mét sè kÕt qu¶ ®· ®−îc chóng t«i

tr×nh bµy trong môc 3.1 theo quan ®iÓm cña hÖ ®éng lùc rêi r¹c. Trong môc nµy,

chóng t«i nghiªn cøu ph©n ho¹ch cña sè tù nhiªn theo mét h−íng tiÕp cËn kh¸c,
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1

2

3

4 31  

5 41 

6 51 42 

7 61 52 

8 71 62 53 

9 81 72 63        531 

10 91 82 73 64       631 

11 10,1 92 83 74       731      641 

12 11,1 10,2 93 84 75      831      741              642 

13 12,1 11,2 10,3 94 85      931      841      751           742  

14 13,1 12,2 11,3 10,4 95 86     10,31    9,41     851            842           752  

15 14,1 13,2 12,3 11,4 10,5 96     11,31    10,41   951       861      942          852        753 

16 15,1 14,2 13,3 12,4 11,5 10,6 97 12,31    11,41  10,51     961     10,42       952     862    853    7531 

H×nh 2.4: C©y c¸c ph©n ho¹ch 2-chÆt

®ã lµ sö dông ph−¬ng ph¸p ECO vµ chóng t«i còng ®¹t ®−îc nh÷ng kÕt qu¶ t−¬ng

tù. Theo c¸ch tiÕp cËn nµy, chóng t«i ®Þnh nghÜa to¸n tö ECO cho c¸c ph©n ho¹ch

d-chÆt vµ ®−a ra cÊu tróc cña c©y sinh v« h¹n Td-P , sinh ra ®óng tÊt c¶ c¸c ph©n

ho¹ch d-chÆt.

2.2.1 Ph−¬ng ph¸p ECO

Ph−¬ng ph¸p ECO (Enumeration Combinatorial Objects) ®· ®−îc giíi thiÖu ®Çu tiªn

bëi c¸c nhµ to¸n häc Barcucci, Del Lungo, Pergola, vµ Pinzani trong hai bµi b¸o
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chÝnh [9, 10]. Ph−¬ng ph¸p nµy chñ yÕu dïng ®Ó gi¶i bµi to¸n ®Õm c¸c cÊu h×nh tæ

hîp. §Ó gi¶i bµi to¸n ®Õm c¸c cÊu h×nh tæ hîp b»ng ph−¬ng ph¸p ECO, tr−íc hÕt

ta ®−a ra ®Þnh nghÜa to¸n tö ECO, sau ®ã x©y dùng c©y sinh t−¬ng øng cho to¸n tö

ECO nµy vµ rót ra hµm sinh t−¬ng øng víi c©y sinh. Bµi to¸n ®Õm trë nªn râ rµng

h¬n khi ta x©y dùng ®−îc cÊu tróc cña c©y sinh. Tõ ®ã cã thÓ ®Õm c¸c cÊu h×nh

tæ hîp víi c¸c tÝnh chÊt kh¸c nhau. Sau ®©y, chóng t«i tr×nh bµy c¸c ®Þnh nghÜa c¬

b¶n.

§Þnh nghÜa 2.2.1. Cho O lµ mét líp c¸c ®èi t−îng tæ hîp, p : O → N sao cho

On = {x ∈ O : p(x) = n} tháa m·n |On| h÷u h¹n. To¸n tö ECO trªn líp c¸c ®èi

t−îng tæ hîp O lµ mét to¸n tö ϑ : On → 2On+1 tháa m·n hai ®iÒu kiÖn sau:

1. Víi mçi Y ∈ On+1, tån t¹i X ∈ On, sao cho Y ∈ ϑ(X),

2. Víi mäi X1, X2 ∈ On mµ X1 6= X2, th× ϑ(X1) ∩ ϑ(X2) = ∅.

Nh− vËy, víi mçi Y ∈ On+1 tån t¹i duy nhÊt X ∈ On sao cho Y ∈ ϑ(X). §iÒu

nµy chøng tá hä c¸c tËp hîp {ϑ(X) : X ∈ On} lµ mét ph©n ho¹ch cña tËp On+1.

Do ®ã, ta cã thÓ m« t¶ ®Ö quy c¸c phÇn tö cña O. Tõ ®ã cã thÓ x©y dùng hµm sinh

cho c¸c phÇn tö cña O víi c¸c tham sè kh¸c nhau.

Cho to¸n tö ECO ϑ. Khi ®ã, ta cã thÓ x©y dùng c©y sinh (generating tree) cho

to¸n tö nµy nh− sau:

+ Gèc cña c©y ®Æt ë tÇng 0, t−¬ng øng víi c¸c ®èi t−îng cã kÝch th−íc nhá nhÊt

(ë ®©y, c¸c ®èi t−îng thuéc tËp hîp On gäi lµ cã kÝch th−íc n).

+ C¸c ®èi t−îng cã cïng kÝch th−íc th× n»m trªn cïng mét tÇng.

+ Con cña mçi ®èi t−îng O ∈ O ®−îc x¸c ®Þnh th«ng qua to¸n tö ECO ϑ, cô

thÓ lµ, tËp c¸c con cña O ∈ O lµ ϑ(O).

Cho {|On|}n lµ d·y c¸c ®èi t−îng tæ hîp. Khi ®ã hµm fO(x) =
∑

n≥m |On|xn

®−îc gäi lµ hµm sinh cña d·y nµy. §«i khi, hµm nµy còng ®−îc gäi lµ hµm sinh

cña c©y sinh t−¬ng øng. Trong nhiÒu cÊu tróc tæ hîp, c¸c phÇn tö ®−îc s¾p xÕp mét
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c¸ch ®Ö quy nªn to¸n tö ECO cßn cã thªm tÝnh chÊt kÕ tiÕp vµ c©y sinh còng tháa

m·n luËt kÕ tiÕp (succession rule) vµ cã cÊu tróc ®Ö quy kh¸ ®Ñp ®Ï. To¸n tö ECO

vµ c©y sinh t−¬ng øng mµ chóng t«i ®Þnh nghÜa cho c¸c ®èi t−îng tæ hîp, cô thÓ lµ

ph©n ho¹ch cña sè tù nhiªn sau ®©y kh«ng tháa m·n luËt kÕ tiÕp.

2.2.2 Ph©n ho¹ch d-chÆt vµ ph−¬ng ph¸p ECO

Tr−íc hÕt, ta ®Þnh nghÜa to¸n tö ECO cho ph©n ho¹ch d-chÆt cña c¸c sè tù nhiªn.

§Þnh nghÜa 2.2.2. To¸n tö ϑ : d-P(n) → 2d-P(n+1) x¸c ®Þnh nh− sau:

+ Víi mçi a = (a1, a2, . . . , al) ∈ d-P(n), a↓1 = (a1 + 1, a2, . . . , al) lµ mét phÇn

tö cña ϑ(a), phÇn tö nµy gäi lµ con tr¸i cña a.

+ NÕu a b¾t ®Çu b»ng mét cÇu thang cã d¹ng: p, p−d, . . . , p−id, p−(i+1)d−1,

th× ϑ(a) chøa thªm phÇn tö a↓i+2 (gäi lµ con ph¶i cña a) b¾t ®Çu b»ng d·y

p, p− d, . . . , p− id, p− (i + 1)d.

C©y sinh t−¬ng øng T2-P cña to¸n tö nµy trïng víi c©y bao trïm cña dµn v« h¹n

2-P(∞) (h×nh 2.4) ®−îc tr×nh bµy trong c¸c phÇn tr−íc theo quan ®iÓm cña hÖ

®éng lùc rêi r¹c. B©y giê ta sÏ chøng minh r»ng to¸n tö ϑ trong ®Þnh nghÜa trªn lµ

to¸n tö ECO cho ph©n ho¹ch d-chÆt cña c¸c sè tù nhiªn.

Bæ ®Ò 2.2.3. To¸n tö ϑ lµ mét to¸n tö ECO, tøc lµ ϑ tháa m·n hai ®iÒu kiÖn sau:

(i) Víi mçi b ∈ d-P(n + 1), tån t¹i a ∈ d-P(n) sao cho b ∈ ϑ(a),

(ii) Víi mäi a, a′ ∈ d-P(n) mµ a 6= a′, th× ϑ(a) ∩ ϑ(a′) = ∅.

Chøng minh. (i) LÊy tïy ý b = (b1, b2, . . . , bl) ∈ d-P(n + 1). Khi ®ã

+ NÕu b1 − b2 ≥ d + 1 th× chän a = (b1 − 1, b2, . . . , bl). Ta cã ngay a ∈ d-P(n)

vµ a↓1 = b. Do ®ã b ∈ ϑ(a).

+ NÕu b1 = b2 + d, ta viÕt b d−íi d¹ng: b = (b1, b1 − d, b1 − 2d, . . . , b1 −
id, b1 − (i + 1)d, bi+3, . . . , bl), trong ®ã b1 − (i + 2)d − 1 ≥ bi+3 ≥ 0. Chän
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a = (b1, b1−d, b1−2d, . . . , b1− id, b1− (i+1)d−1, bi+3, . . . , bl). Ta cã a ∈ d-P(n)

vµ b = a↓i+2. VËy b ∈ ϑ(a).

(ii) Gi¶ sö a, a′ ∈ d-P(n), vµ a 6= a′. Khi ®ã a↓1 6= a
′↓1. Ta xÐt c¸c tr−êng hîp:

+ NÕu a = (p, p − d, . . . , p − id, p − (i + 1)d − 1, . . .) cã con ph¶i lµ b =

(p, p−d, . . . , p− id, p− (i+1)d, . . .) th× b 6= a
′↓1 v× nÕu kh«ng th× a′ kh«ng lµ ph©n

ho¹ch d-chÆt.

+ T−¬ng tù, con ph¶i (nÕu cã) cña a′ kh¸c a↓1.

+ Gi¶ sö a = (p, p−d, . . . , p−id, p−(i+1)d−1, . . .) vµ a′ = (p′, p′−d, . . . , p′−
i′d, p′− (i′+1)d−1, . . .) cã c¸c con ph¶i t−¬ng øng lµ b = (p, p−d, . . . , p− id, p−
(i + 1)d, . . .) vµ b′ = (p′, p′ − d, . . . , p′ − i′d, p′ − (i′ + 1)d, . . .). Khi ®ã, nÕu b = b′

th× p = p′, i = i′ vµ do ®ã a = a′. §iÒu nµy m©u thuÉn víi gi¶ thiÕt lµ a 6= a′.

VËy ϑ(a) ∩ ϑ(a′) = ∅. MÖnh ®Ò ®−îc chøng minh.

2.2.3 CÊu tróc ®Ö quy cña c©y v« h¹n Td-P(∞)

Trong phÇn nµy chóng t«i tr×nh bµy cÊu tróc ®Ö quy cña c©y sinh Td-P(∞) vµ tÝnh

to¸n c¸c hµm sinh t−¬ng øng.

§Ó chøng minh cÊu tróc ®Ö quy cña c©y Td-P chóng t«i sö dông mét sè d¹ng c©y

con cña Td-P .

§Þnh nghÜa 2.2.4. [57] Ta gäi c©y con Xk cña Td-P tháa m·n:

+ gèc cña c©y ®Æt t¹i phÇn tö a = (m,m− d,m− 2d, . . . , m− (k − 1)d, ak+1, . . . ),

trong ®ã ak+1 ≤ m− kd− 1,

+ NÕu a chØ cã mét con th× Xk lµ toµn bé c©y con cã gèc t¹i a,

+ NÕu a cã hai con th× Xk lµ c©y gèc a vµ con tr¸i cña a,

+ X0 lµ mét nót.
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Sö dông kü thuËt chøng minh trong [57], ta cã thÓ chøng minh r»ng tÊt c¶ c¸c c©y

con Xk lµ ®¼ng cÊu víi nhau (h×nh 2.5).

X 1 X 2
X 3 X k-2 X k-1

X k

1 4 k-2 k-1 k2 3

H×nh 2.5: CÊu tróc ®Ö quy cña c¸c c©y con Xk

CÊu tróc cña c¸c c©y con Xk ®−îc thÓ hiÖn trong mÖnh ®Ò sau:

MÖnh ®Ò 2.2.5. Mçi c©y con Xk (k ≥ 1) lµ mét d©y chuyÒn k + 1 nót, c¸c c¹nh

cña nã ®−îc d¸n nh·n 1, 2, . . . , k vµ nót thø i ®−îc nèi víi nót tiÕp theo bëi c¹nh

®−îc d¸n nh·n i vµ nót thø i lµ gèc cña c©y con Xi−1, 1 ≤ i ≤ k + 1.

1    1               2              1               2       3                1    2 3                 4             1    ....

   

1
X                       

1
X      

2
X                 

1
X           

2
X      

3
X

H×nh 2.6: BiÓu diÔn c©y Td-P nh− mét d©y chuyÒn.

Tõ cÊu tróc ®Ö quy nµy cho phÐp ta biÓu diÔn c©y Td-P nh− mét d©y chuyÒn (h×nh

2.9). Trong tr−êng hîp d = 0, ta nhËn ®−îc c©y TP nh− trong [57] (h×nh 2.7) vµ

trong tr−êng hîp d = 1, ta nhËn ®−îc biÓu diÔn cña c©y TSP nh− trong [54] (h×nh

2.9):

§Þnh lý 2.2.6. [57] C©y TP cã thÓ ®−îc biÓu diÔn nh− mét d©y chuyÒn v« h¹n nh−

sau: nót thø i cña d©y chuyÒn nµy lµ b = (1, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
i−1

) ®−îc nèi víi nót tiÕp theo

bëi c¹nh d¸n nh·n i, vµ b lµ gèc cña c©y con Xi−1.

X 1 X 2
X 3 X 5 X 6

1 11 111
1 2 3 4

X 4

1111 11111
5 6

111111
7

H×nh 2.7: BiÓu diÔn c©y TP nh− mét d©y chuyÒn

H¬n n÷a, ta cã thÓ chøng minh tÝnh chÊt m¹nh h¬n cña mçi c©y con trong d©y

chuyÒn:
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HÖ qu¶ 2.2.7. C©y con Xk cña c©y Td-P cã gèc t¹i (1+(k−1)d, 1+(k−2)d, . . . , 1+

2d, 1 + d, 1) chøa ®óng c¸c ph©n ho¹ch cã ®é dµi k.

Chó ý r»ng, trong tr−êng hîp tæng qu¸t c©y Td-P kh«ng cã d¹ng X∞ :=

limk→∞Xk. Tuy nhiªn, ®iÒu nµy ®óng trong tr−êng hîp d = 0.

HÖ qu¶ 2.2.8. [57] C©y TP ®¼ng cÊu víi c©y X∞.

Theo bæ ®Ò 2.2.3, ta cã to¸n tö ECO cho c¸c ph©n ho¹ch chÆt ®−îc ®Þnh nghÜa

nh− sau:

§Þnh nghÜa 2.2.9. ϑ1 : SP(n) → 2SP(n+1) tháa m·n: víi mçi a = (a1, a2, . . . , al) ∈
SP(n), a↓1 = (a1 + 1, a2, . . . , al) lµ mét phÇn tö cña ϑ1(a), gäi lµ (con tr¸i)

cña a. H¬n n÷a, nÕu a cã d¹ng (m,m − 1, . . . , m − i,m − i − 2, ai+3, . . . , al)

(ai+3 ≤ m − i − 3) th× ϑ1(a) chøa thªm phÇn tö (gäi lµ con ph¶i cña a) cã d¹ng:

a↓i+2 = (m,m− 1, . . . , m− i, m− i− 1, ai+3, . . . , al).

To¸n tö ECO nµy cho t−¬ng øng c©y d¸n nh·n c¸c ph©n ho¹ch chÆt TSP ®−îc

minh häa ë h×nh vÏ 2.8.

Víi ®Þnh nghÜa cña c©y Xk nh− trong môc 2.2.3, ta cã thÓ m« t¶ cÊu tróc ®Ö quy

cña c©y TSP nh− lµ mét tr−êng hîp ®Æc biÖt:

Bæ ®Ò 2.2.10. Cho a = (m,m − 1, . . . , m − k, ak+2, . . .) (víi ak+2 ≤ m − k − 2).

Khi ®ã:

+ NÕu a chØ cã mét con tr¸i th× c©y con gèc t¹i a cã d¹ng Xk+1,

+ NÕu a cã hai con th× c©y gèc a chøa con tr¸i cña a cã d¹ng Xk+1.

NhËn thÊy r»ng, c¸c phÇn tö trªn ®−êng ph¶i cïng cña c©y TSP cã d¹ng

a = (m,m − 1,m − 2, . . . ,m − k) nªn tháa m·n ®iÒu kiÖn trong Bæ ®Ò 2.2.10.

Mçi nót a = (m,m− 1,m− 2, . . . , m− k) trªn ®−êng ph¶i cïng cña c©y TSP treo

mét c©y con Xk+1 t−¬ng øng. CÊu tróc ®Ö quy nµy cho phÐp ta biÓu diÔn c©y TSP

nh− lµ mét d©y chuyÒn (h×nh 2.9) vµ ta cã ®Þnh lý sau:
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  0 

  1 

  2 

  3  21 

  4  31  

  5  41  32 

  6  51  42    321 

  7  61  52  43   421     

  8  71  62  53   521   431    

  9  81  72  63  54  621   531    432  

 10  91  82  73  64  721   631   541   532    4321 

H×nh 2.8: C©y c¸c ph©n ho¹ch chÆt

§Þnh lý 2.2.11. C©y TSP cã thÓ ®−îc biÓu diÔn nh− mét d©y chuyÒn v« h¹n

(), 1, 2, 21, 31, 32, 321, . . . , (n− 1, n− 2, . . . , 1), (n, n− 2, . . . , 2, 1), . . . ,

(n, n− 1, . . . , 3, 2), (n, n− 1, . . . , 3, 2, 1), . . . víi c¸c c¹nh t−¬ng øng

1, 1, 2, 1, 2, 3, . . . , 1, 2, . . . , n, . . .; mçi nót tr−íc c¹nh k ≥ 1 lµ gèc cña c©y con

Xk−1.

1   1 1       2       2    21        1     31      2     32  3     321      1  421 2 431 3     432      4    4321  1 ....

   

1
X                       

1
X      

2
X                 

1
X           

2
X      

3
X

H×nh 2.9: BiÓu diÔn c©y TSP nh− mét d©y chuyÒn.
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2.3 Mét sè tÝnh to¸n trªn c©y v« h¹n

Trong phÇn nµy chóng t«i sö dông cÊu tróc ®Ö quy cña c©y sinh TP vµ kü thuËt d¸n

nh·n trªn c©y ®Ó tÝnh to¸n hµm sinh cña c¸c d¹ng ph©n ho¹ch vµ chøng minh l¹i

mét sè ®¼ng thøc vÒ ph©n ho¹ch. Víi mçi tÝnh to¸n chóng t«i sÏ cã c¸ch d¸n nh·n

thÝch hîp.

Tr−íc hÕt, chóng t«i ®Þnh nghÜa hµm sinh cho c©y v« h¹n.

§Þnh nghÜa 2.3.1. a) Cho T lµ c©y v« h¹n, d¸n nh·n t trªn c¸c c¹nh cña nã theo

mét qui luËt nµo ®ã. Gäi nt(a) lµ sè nh·n t trªn ®−êng ®i tõ gèc cña c©y T ®Õn

®Ønh a. Khi ®ã, hµm sinh (generating function) mét biÕn cña T øng víi c¸ch d¸n

nh·n ®ã lµ: fT (t) =
∑

a∈T tnt(a),

b) Cho T lµ c©y v« h¹n, d¸n nh·n t vµ s trªn c¸c c¹nh cña nã theo mét qui luËt

nµo ®ã. Gäi nt(a) (t−¬ng øng, ns(a)) lµ sè nh·n t (t−¬ng øng, s) trªn ®−êng ®i tõ

gèc cña c©y T ®Õn ®Ønh a. Khi ®ã, hµm sinh (generating function) hai biÕn cña T

øng víi c¸ch d¸n nh·n ®ã lµ: fT (t, s) =
∑

a∈T tnt(a)sns(a).

Tõ ®Þnh nghÜa trªn ta cã ngay fT (t) =
∑∞

n=0 p(n)tn, trong ®ã p(n) lµ sè ®Ønh ë

tÇng thø n cña c©y T .

Tõ ®©y trë vÒ sau, ta d¸n nh·n t trªn tÊt c¶ c¸c c¹nh cña c©y T ®ang xÐt. Ta cã

kÕt qu¶ ®Çu tiªn trªn c©y con Xk vµ c©y TP .

Bæ ®Ò 2.3.2. Hµm sinh cho mçi c©y con Xk lµ

fXk
(t) =

1

(1− t)(1− t2) . . . (1− tk)
.

H¬n n÷a, hµm sinh cña c©y TP lµ

fTP
(t) =

∞∏
n=1

1

(1− tn)
, hoÆc fTP

(t) = 1 +
∞∑

n=1

tn
n∏

k=1

1

(1− tk)
.

Chøng minh. Ta cã fX1(t) = 1
1−t . Khi ®ã, theo mÖnh ®Ò 2.2.5, ta cã fXk

(t) =

fXk−1
(t) + tkfXk

(t). Chøng minh quy n¹p ta tÝnh ®−îc fXk
(t).
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H¬n n÷a, tõ hÖ qu¶ 2.2.8, TP cã d¹ng X∞, nªn ta cã c«ng thøc ®Çu tiªn cña

hµm sinh fTP
. T−¬ng tù, ¸p dông ®Þnh lý 2.2.6, ta nhËn ®−îc c«ng thøc thø hai cña

fTP
.

B©y giê, v× TP lµ c©y cña c¸c ph©n ho¹ch nªn hµm sinh P (t) cña c¸c ph©n ho¹ch

cña sè tù nhiªn b»ng hµm sinh fTP
(t), tøc lµ ta cã

P (t) =
∞∏

n=1

1

(1− tn)
.

TiÕp theo, b»ng tÝnh to¸n hµm sinh hai biÕn cña c©y TP theo c¸c c¸ch kh¸c nhau,

ta nhËn ®−îc ®¼ng thøc Euler thø nhÊt trong ®Þnh lý sau:

§Þnh lý 2.3.3. (§¼ng thøc Euler 1)

1 +
∞∑

k=1

sktk

(1− t) . . . (1− tk)
=

∞∏

i=1

1

1− sti
.

Chøng minh. Ta d¸n nh·n s trªn c©y TP theo hai c¸ch kh¸c nhau vµ chøng minh

r»ng hai c¸ch d¸n nh·n nµy cho cïng mét hµm sinh.

Tr−íc hÕt, ta d¸n nh·n s trªn mçi c¹nh a → a↓1. Khi ®ã, víi mçi ®Ønh λ trªn

c©y TP , nh·n s tõ gèc c©y ®Õn ®Ønh a ®óng b»ng thµnh phÇn lín nhÊt a(λ) cña

ph©n ho¹ch λ. Ký hiÖu f1(t, s) lµ hµm sinh theo c¸ch d¸n nh·n nµy. Theo c¸ch

d¸n nh·n nµy, c©y TP cã d¹ng X∞ nªn ta cã f1
X1

(t, s) = f1
X1

(t, s) = 1
1−st vµ do ®ã

f1
Xk

(t, s) = f1
Xk−1

(t, s) + stkf1
Xk

(t, s). Tõ ®©y suy ra

∑

l(λ)≤k

t|λ|sa(λ) = f1
Xk

(t, s) =
k∏

i=1

1

1− sti
, vµ

∑

λ∈P

t|λ|sa(λ) = f1
TP

(t, s) =
∞∏

i=1

1

1− sti
.

TiÕp theo, ta d¸n nh·n c©y TP theo c¸ch thø hai: d¸n nh·n s trªn ®−êng ph¶i

nhÊt cña c©y TP . Gäi f2(t, s) lµ hµm sinh t−¬ng øng víi c¸ch d¸n nh·n nµy. Khi

®ã víi mçi nót a trªn c©y TP , sè nh·n s tõ gèc c©y ®Õn nót a b»ng ®é dµi l(λ) cña
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ph©n ho¹ch λ. Ta thÊy r»ng kh«ng cã nh·n s trong c¸c c©y Xk nªn hµm sinh f2
Xk

chÝnh lµ hµm fXk
.

Theo c¸ch d¸n nh·n nµy, c©y TP kh«ng cã d¹ng X∞ mµ lµ tæng cña c¸c c©y Xk

nªn ta cã

∑

λ∈P

t|λ|sl(λ) = f2
TP

(t, s) = 1 +
∞∑

k=1

sktkfXk
(t) = 1 +

∞∑

k=1

sktk

(1− t) . . . (1− tk)
.

Cuèi cïng, do sè c¸c ph©n ho¹ch cña n cã thµnh phÇn lín nhÊt lµ k b»ng sè c¸c

ph©n ho¹ch cña n cã ®é dµi k, nªn ta cã hai hµm sinh f1
TP

(t, s) vµ f2
TP

(t, s) b»ng

nhau. Tõ ®ã ta cã ®¼ng thøc Euler thø nhÊt:

1 +
∞∑

k=1

sktk

(1− t) . . . (1− tk)
=

∞∏

i=1

1

1− sti
.

Sau ®©y, ta tÝnh hµm sinh cho c¸c ph©n ho¹ch chÆt vµ lý luËn t−¬ng tù nh− trong

§Þnh lý 2.3.3, ta nhËn ®−îc ®¼ng thøc Euler thø hai

§Þnh lý 2.3.4. (§¼ng thøc Euler 2)

1 +
∞∑

k=1

sktk(k+1)/2

k∏
i=1

(1− ti)

=
∞∏

i=1

(1 + sti).

Chøng minh. Ta d¸n nh·n t trªn mçi c¹nh cña c©y TSP . Khi ®ã ta cã c«ng thøc

hµm sinh cña c©y TSP :

fTSP
(t) =

∞∑

k=0

sp(k)tk = 1 +
∞∑

k=1

tk(k+1)/2fXk
(t) = 1 +

∞∑

k=1

tk(k+1)/2

k∏
i=1

(1− ti)

,

ë ®©y sp(k) lµ sè c¸c ph©n ho¹ch chÆt cña k.

MÆt kh¸c, ta ®· biÕt hµm sinh cña c¸c ph©n ho¹ch chÆt lµ SP (t) =
∏∞

k=0 (1 + tk),

nªn ta cã

1 +
∞∑

k=1

tk(k+1)/2

k∏
i=1

(1− ti)

=
∞∏

k=0

(1 + tk).
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Hoµn toµn t−¬ng tù, ta tÝnh hµm sinh hai biÕn cña c©y TSP . Tr−íc hÕt, ta ®Þnh

nghÜa hµm sinh hai biÕn cho c¸c ph©n ho¹ch chÆt:

SP (t, s) =
∑

n

(
∑

λ`n

sl(λ))tn

ë ®©y, sè mò s biÓu diÔn ®é dµi cña ph©n ho¹ch .

DÔ thÊy r»ng SP (t, s) =
∞∏
i=1

(1 + sti).

H¬n n÷a, trªn c©y TSP , nÕu ta d¸n nh·n s däc theo c¸c c¹nh () → 1 vµ

(m, m− 1, . . . , 3, 2) → (m,m− 1, . . . , 3, 2, 1),m ≥ 2 trªn ®−êng ph¶i nhÊt, víi sè

mò s biÓu thÞ cho ®é dµi cña c¸c ph©n ho¹ch chÆt th× hµm sinh hai biÕn cña c©y

TSP chÝnh lµ SP (t, s). Sö dông cÊu tróc ®Ö quy cña c©y TSP (§Þnh lý 2.2.11), ta

cã:

fTSP
(t, s) =

∑
n

(
∑

λ`n

sl(λ))tn = 1 +
∞∑

k=1

sktk(k+1)/2

k∏
i=1

(1− ti)

,

Tõ ®ã ta cã ®¼ng thøc Euler 2.

§Ó kÕt thóc phÇn nµy, chóng t«i ®−a ra c«ng thøc hµm sinh cho c©y Td-P . Ký

hiÖu d-p(n) = |d-P(n)|, lµ sè c¸c ph©n ho¹ch d-chÆt cña n. Ta ®Þnh nghÜa hµm sinh

mét biÕn vµ hµm sinh hai biÕn t−¬ng øng cña c©y Td-P nh− sau:

fTd-P (t) =
∞∑

n=0

d-p(n)tn vµ fd-P (t, s) =
∞∑

n=0

(
∑

λ∈d-P(n)

sl(λ))tn.

Sö dông kü thuËt d¸n nh·n nh− trªn, ta tÝnh ®−îc c¸c hµm sinh cña c©y nµy nh−

sau:

fTd-P (t) =
∞∑

n=0

d-P (n)tn = 1 +
∑
n≥1

t
n(nd+2−d)

2

(1− t)(1− t2) . . . (1− tn)
.

fTd-P (t, s) =
∞∑

n=0

(
∑

λ∈d-P(n)

sl(λ))tn = 1 +
∑
n≥1

snt
n(nd+2−d)

2

(1− t)(1− t2) . . . (1− tn)
.
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§Æc biÖt, trong tr−êng hîp d = 2, ta nhËn ®−îc c«ng thøc

fT2-P (t) = 1 +
∑
n≥1

tn
2

(1− t)(1− t2) . . . (1− tn)
,

lµ vÕ ph¶i cña ®¼ng thøc Ramanujan:

1 +
∑
n≥1

tn
2

(1− t)(1− t2) . . . (1− tn)
=

∞∏

i=0

1

(1− t5i+1)(1− t5i+4)
.

§Ó chøng minh ®¼ng thøc nµy, ta x©y dùng c©y sinh cho vÕ ph¶i (c¸c ph©n ho¹ch

víi c¸c phÇn cã d¹ng 5d + 1 hoÆc 5d + 4). Nh− vËy, víi viÖc sö dông c«ng cô duy

nhÊt lµ c©y ECO (c©y sinh cña to¸n tö ECO), chóng t«i ®· chøng minh ®−îc mét

sè song ¸nh gi÷a c¸c d¹ng ph©n ho¹ch, vµ b»ng kü thuËt d¸n nh·n trªn c©y ECO

®· chøng minh ®−îc mét sè ®¼ng thøc vÒ ph©n ho¹ch cña sè tù nhiªn.

2.4 KÕt luËn ch−¬ng 2

Trong ch−¬ng nµy chóng t«i nghiªn cøu tËp c¸c ph©n ho¹ch d-chÆt cña sè tù nhiªn

vµ ®· thu ®−îc c¸c kÕt qu¶ sau:

- Theo h−íng tiÕp cËn hÖ ®éng lùc rêi r¹c chóng t«i ®· x©y dùng hÖ ®éng lùc rêi

r¹c cã kh«ng gian tr¹ng th¸i chÝnh lµ tËp d-P(n) c¸c ph©n ho¹ch d-chÆt cña mét sè

tù nhiªn n cho tr−íc vµ nghiªn cøu cÊu tróc cña tËp nµy còng nh− më réng cña nã:

+ Chøng minh ®−îc d-P(n) cã cÊu tróc dµn vµ chØ ra c«ng thøc t−êng

minh cña ®iÓm dõng.

+ §−a ra quan hÖ cÊu tróc gi÷a d-P(n) vµ d-P(n + 1). Chøng minh cÊu

tróc dµn cña d-P(∞) - lµ më réng v« h¹n cña d-P(n). §−a ra mét sè tÝnh chÊt cña

c©y bao trïm Td-P(∞) cña dµn d-P(∞).

- Theo h−íng tiÕp cËn b»ng ph−¬ng ph¸p ECO, chóng t«i ®· x©y dùng to¸n tö

ECO cho ph©n ho¹ch d-chÆt cña c¸c sè tù nhiªn vµ x©y dùng c©y sinh t−¬ng øng.
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C©y sinh cña to¸n tö ECO nµy chÝnh lµ c©y Td-P(∞) nh− ®· tr×nh bµy theo c¸ch tiÕp

cËn cña hÖ ®éng lùc rêi r¹c.

+ X©y dùng ®−îc cÊu tróc ®Ö quy cña c©y sinh Td-P(∞). §Æc biÖt, khi

d = 1 chóng t«i nhËn ®−îc cÊu tróc ®Ö quy cña c©y sinh cña c¸c ph©n ho¹ch chÆt.

+ Chøng minh ®−îc ®¼ng thøc Euler thø nhÊt vµ ®¼ng thøc Euler thø hai

b»ng kü thuËt d¸n nh·n trªn c¸c c©y sinh.
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Ch−¬ng 3

C¸c hÖ ®éng lùc CFG vµ m¹ng Petri

Trong ch−¬ng nµy chóng t«i nh¾c l¹i mét sè ®Þnh nghÜa, tÝnh chÊt, c¸c h−íng nghiªn

cøu vÒ c¸c hÖ CFG vµ tr×nh bµy mét sè kÕt qu¶ vÒ mèi quan hÖ gi÷a c¸c hÖ ®éng

lùc CFG vµ m¹ng Petri. Chóng t«i chøng minh c¸c hÖ CFG lµ c¸c m¹ng Petri ®Æc

biÖt.

3.1 CFG cæ ®iÓn

Trong phÇn nµy, chóng t«i tr×nh bµy c¸c kÕt qu¶ vÒ cÊu tróc cña CFG cæ ®iÓn. C¸c

kÕt qu¶ nµy ®−îc tham kh¶o trong c¸c bµi b¸o [4], [52].

3.1.1 C¸c ®Þnh nghÜa

§Þnh nghÜa 3.1.1. HÖ ®éng lùc CFG (Chip Firing Game) [4] ®−îc ®Þnh nghÜa trªn

mét ®a ®å thÞ (cã h−íng hoÆc v« h−íng) G = (V, E). Mçi tr¹ng th¸i lµ mét ph©n

ho¹ch chip trªn c¸c ®Ønh cña ®å thÞ, luËt vËn ®éng ®−îc ®Þnh nghÜa nh− sau: mçi

®Ønh cã thÓ ch¸y ®−îc nÕu sè chip t¹i ®Ønh ®ã lín h¬n hoÆc b»ng bËc (®i) ra cña nã

vµ ho¹t ®éng ch¸y cña ®Ønh ®ã sÏ lµ chuyÓn mét sè chip ®Õn c¸c ®Ønh l©n cËn däc

theo mçi c¹nh (hay cung) ®i ra tõ nã. HÖ nµy ®−îc ký hiÖu lµ CFG(G), G gäi lµ

®å thÞ nÒn cña hÖ.

NÕu t¹i mçi thêi ®iÓm chØ ¸p dông luËt ch¸y cho mét ®Ønh (ch¸y ®−îc) th× ta cã
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hÖ CFG tuÇn tù. NÕu t¹i mçi thêi ®iÓm ta ¸p dông luËt ch¸y ®ång thêi cho tÊt c¶

c¸c ®Ønh (ch¸y ®−îc) th× ta cã CFG song song. Khi xÐt mét hÖ CFG nÕu kh«ng nãi

g× thªm th× ta hiÓu CFG nµy lµ CFG tuÇn tù.

Mét tr¹ng th¸i a = (a1, . . . , am) cña hÖ lµ mét hîp thµnh m phÇn cña sè tù nhiªn

n, ë ®©y n lµ tæng sè chip cña hÖ (n sÏ kh«ng thay ®æi trong qu¸ tr×nh biÕn ®æi cña

hÖ), m = |V | lµ sè ®Ønh cña ®å thÞ G, ai lµ sè chip t¹i ®Ønh i ∈ V . §Ønh i gäi lµ

ch¸y ®−îc (firable) t¹i tr¹ng th¸i a nÕu ai ≥ deg+(i) (deg+(i) lµ tæng bËc ®i ra cña

i).

Tïy theo môc ®Ých nghiªn cøu ta cã mét sè ký hiÖu cña hÖ ®éng lùc CFG nh−

sau:

• CFG(G,O) lµ hÖ CFG víi tr¹ng th¸i ban ®Çu O, trong tr−êng hîp nµy ký hiÖu

CFG(G,O) còng ®Ó chØ kh«ng gian tr¹ng th¸i cña hÖ, tøc lµ tËp hîp tÊt c¶

c¸c tr¹ng th¸i nhËn ®−îc tõ tr¹ng th¸i O. Trong hÖ CFG(G,O) tæng sè chip

trªn c¸c ®Ønh cña ®å thÞ kh«ng thay ®æi.

• CFG(G,n) lµ hÖ CFG víi tæng sè chip n kh«ng thay ®æi trong suèt qu¸ tr×nh

biÕn ®æi cña hÖ, CFG(G, n) lµ hîp cña c¸c CFG(G,O).
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H×nh 3.1: Qu¸ tr×nh chuyÓn tr¹ng th¸i cña mét CFG víi 9 chips.
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ViÖc nghiªn cøu hµnh vi cña hÖ CFG lµ kh¸ phøc t¹p, trong tr−êng hîp tæng qu¸t

th× CFG cã thÓ kh«ng dõng. N¨m 1991, A. Bjoner, L.Lov¸sz vµ P.W.Shor ®· chøng

minh tÝnh dõng cña CFG trong tr−êng hîp v« h−íng nh− sau:

§Þnh lý 3.1.2. [4] Cho CFG(G, n) trªn ®å thÞ v« h−íng G = (V,E). Khi ®ã

a) NÕu n > 2|V | − |E| th× CFG(G,n) kh«ng dõng.

b) NÕu |E| ≤ n ≤ 2|E| − |V | th× tån t¹i tr¹ng th¸i O1 sao cho CFG(G,O1)

kh«ng dõng vµ tån t¹i tr¹ng th¸i O2 sao cho CFG(G,O2) dõng.

c) NÕu n < |E| th× CFG(G,n) dõng.

CÊu tróc dµn cña CFG trong tr−êng hîp cã h−íng ®· ®−îc chøng minh trong [5],

[52]. Tuy nhiªn, ®å thÞ nÒn cña líp CFG nµy tháa m·n tÝnh chÊt kh«ng chøa thµnh

phÇn ®ãng.

3.1.2 CÊu tróc dµn cña kh«ng gian tr¹ng th¸i

Trong phÇn nµy chóng t«i sÏ tr×nh bµy cÊu tróc dµn cña kh«ng gian tr¹ng th¸i cña

CFG trªn ®å thÞ nÒn kh«ng chøa thµnh phÇn ®ãng. C¸c kÕt qu¶ cña môc nµy ®−îc

tham kh¶o trong [5], [52]. Trong toµn bé môc nµy G = (V, E) lµ ®a ®å thÞ cã h−íng

kh«ng chøa thµnh phÇn ®ãng. Tr−íc hÕt ta ®Æc tr−ng cÊu tróc thø tù cña kh«ng gian

tr¹ng th¸i.

§Þnh nghÜa 3.1.3. (Quan hÖ kÕ tiÕp) Cho CFG(G,O). Trªn CFG(G,O) ta x¸c

®Þnh mét quan hÖ hai ng«i nh− sau: víi a, b ∈ CFG(G,O), a ≥CFG b khi vµ chØ

khi b nhËn ®−îc tõ a sau khi ¸p dông luËt ch¸y vµo mét sè ®Ønh. §Æc biÖt, ta ký

hiÖu a → b ®Ó chØ b nhËn ®−îc tõ a sau khi ch¸y mét ®Ønh.

Khi nãi vÒ quan hÖ thø tù trªn CFG, chóng t«i ký hiÖu ≥ thay cho a ≥CFG b.

Cho p ∈ V ∗ lµ mét d·y c¸c ®Ønh. Ký hiÖu |p|i lµ sè lÇn ¸p dông luËt ch¸y cho

®Ønh i trong d·y p. Ta cã bæ ®Ò sau:
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Bæ ®Ò 3.1.4. Cho s, t ∈ V ∗, a lµ mét tr¹ng th¸i bÊt kú. Khi ®ã nÕu xuÊt ph¸t tõ

a, ¸p dông luËt ch¸y cho c¸c ®Ønh trong s hoÆc t cïng dÉn ®Õn tr¹ng th¸i b th×

|s|i = |t|i.

Bæ ®Ò nµy cho phÐp ta ®Þnh nghÜa kh¸i niÖm shot-vect¬ cña hai tr¹ng th¸i a vµ b

víi b lµ tr¹ng th¸i nhËn ®−îc tõ a trong mét CFG.

§Þnh nghÜa 3.1.5. Cho a, b ∈ CFG(G). Ký hiÖu ki(a, b) lµ sè lÇn ch¸y ®Ønh i trong

qu¸ tr×nh tõ a ®Õn b. Shot-vect¬ k(a, b) lµ bé (k1(a, b), . . . , km(a, b)), |k(a, b)| =
∑n

i=1 ki(a, b) lµ sè lÇn ¸p dông luËt ch¸y ®Ó nhËn ®−îc b tõ a.

NÕu a, b cïng nhËn ®−îc tõ mét tr¹ng th¸i O th× ta ®Þnh nghÜa k(O, a) ≤ k(O, b)

khi vµ chØ khi ∀i, ki(O, a) ≤ ki(O, b). H¬n n÷a, nÕu a ≥ b th× ta cã k(O, b) =

k(O, a) + k(a, b).

§Þnh lý 3.1.6. Cho a, b ∈ CFG(G,O). Khi ®ã

a ≥ b ⇐⇒ k(O, a) ≤ k(O, b).

§Þnh lý 3.1.7. Kh«ng gian tr¹ng th¸i cña CFG(G,O) víi quan hÖ thø tù kÕ tiÕp

lµ mét dµn ph©n bËc. H¬n n÷a, cËn d−íi ®óng cña hai phÇn tö a vµ b ®−îc x¸c

®Þnh nh− sau: cho k lµ vect¬ x¸c ®Þnh bëi ki = max(ki(O, a), ki(O, b)),∀i ∈ V vµ

c lµ tr¹ng th¸i x¸c ®Þnh bëi k(O, c) = k. Khi ®ã c = inf(a, b).

CÊu tróc dµn cña kh«ng gian tr¹ng th¸i cho phÐp ta x¸c ®Þnh ®−îc tr¹ng th¸i gÆp

nhau cña hai tr¹ng th¸i bÊt kú: víi a, b ∈ CFG(G,O), tån t¹i tr¹ng th¸i c sao cho

tõ a vµ b ®Òu ®i ®−îc ®Õn c, tøc lµ tån t¹i mét con ®−êng ®i tõ a ®Õn c vµ mét con

®−êng ®i tõ b ®Õn c. H¬n n÷a, víi mäi tr¹ng th¸i d bÊt kú mµ c¶ hai tr¹ng th¸i a

vµ b ®Òu ®i ®−îc ®Õn d th× tõ c còng ®i ®−îc ®Õn d. NÕu a Ã b trong CFG(G,O)

th× cã thÓ cã nhiÒu ®−êng ®i tõ a ®Õn b. §Þnh lý 3.1.7 cho thÊy mäi con ®−êng ®i

tõ a ®Õn b ®Òu cã ®é dµi b»ng nhau.
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3.1.3 M« pháng hÖ SPM b»ng CFG

Trong thùc tÕ cã nhiÒu m« h×nh thùc chÊt lµ tr−êng hîp ®Æc biÖt cña CFG, trong sè

®ã cã thÓ kÓ ®Õn c¸c hÖ nh− SPM vµ c¸c më réng cña nã, dµn Young, m« h×nh EFG

(Edge Firing Games), c¸c hÖ thèng ®Õm,... KÕt qu¶ m« pháng c¸c m« h×nh nµy bëi

hÖ CFG ®−îc tr×nh bµy trong [30]. Sau ®©y chóng t«i tr×nh bµy m« h×nh SPM ®−îc

m« pháng bëi hÖ ®éng lùc CFG. Cho hÖ SPM(n). XÐt ®å thÞ G = (V, E), víi

V = {0, 1, . . . , n} vµ E = {(i, i + 1)|1 ≤ i ≤ n− 1} ∪ {(i, i− 1)|1 ≤ i ≤ n}. Víi

mçi tr¹ng th¸i p cña SPM(n) x¸c ®Þnh mét tr¹ng th¸i π(p) cña CFG(G,n) nh−

sau: ®Ønh i chøa pi − pi+1 chips (i ≥ 1), ®Ønh 0 kh«ng chøa chip. Khi ®ã, víi mçi

tr¹ng th¸i π(p) cña CFG ta cã π(p) → π(p′) khi vµ chØ khi p → p′ trong SPM(n).

Do ®ã, víi tr¹ng th¸i ®Çu π((n)), kh«ng gian tr¹ng th¸i CFG(G, (n)) d¼ng cÊu víi

SPM(n). H×nh 3.2 lµ mét vÝ dô.

H×nh 3.2: M· ho¸ mét SPM b»ng mét CFG

3.1.4 CFG t« mµu

Nh− ®· biÕt kh«ng gian tr¹ng th¸i cña mét CFG héi tô lµ mét dµn ph©n phèi. Ký

hiÖu L(CFG) lµ tËp tÊt c¶ c¸c dµn sinh bëi c¸c CFG héi tô. N¨m 2001, nhãm

nghiªn cøu cña C. Magnien, H. D. Phan vµ L. Vuillon ®· chøng minh r»ng líp c¸c

dµn ph©n phèi thùc sù chøa trong líp dµn L(CFG) vµ líp dµn L(CFG) thùc sù
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chøa trong líp dµn ULD. Nh− vËy, víi mçi dµn ph©n phèi LD lu«n tån t¹i mét CFG

héi tô cã kh«ng gian tr¹ng th¸i lµ LD, vµ tån t¹i nh÷ng CFG héi tô cã kh«ng gian

tr¹ng th¸i lµ dµn kh«ng ph©n phèi (h×nh 3.3). Tuy nhiªn, tån t¹i nh÷ng dµn ULD

kh«ng lµ kh«ng gian tr¹ng th¸i cña mét CFG héi tô nµo (h×nh 3.4). Ký hiÖu D lµ

tËp tÊt c¶ c¸c dµn ph©n phèi. Khi ®ã ta cã kÕt qu¶ sau:

§Þnh lý 3.1.8. [64, §Þnh lý 4.1 vµ ®Þnh lý 4.2] D  L(CFG)  ULD.

c

1 1

1

ba

c

s

a b

ab

b a 
c

c

H×nh 3.3: CFG vµ kh«ng gian tr¹ng th¸i t−¬ng øng

Trong phÇn nµy chóng t«i giíi thiÖu mét më réng cña CFG sinh ra ®óng líp dµn

ULD.

§Þnh nghÜa 3.1.9. [64] Cho ®å thÞ G = (V ; E) vµ X lµ tËp c¸c mµu. Ta gäi ®å thÞ

t« mµu (coloured graph) lµ bé (V ; E; X; col) trong ®ã col lµ ¸nh x¹ mµu tõ E vµo

X. H¹n chÕ cña ®å thÞ nµy lªn mµu c ∈ X lµ ®å thÞ Gc = (V ; col−1(c)) chØ gåm

c¸c c¹nh cã mµu c. M« h×nh CFG t« mµu ®−îc ®Þnh nghÜa trªn mét ®a ®å thÞ cã

h−íng t« mµu G = (V ; E; X; col). Mçi tr¹ng th¸i cña CFG nµy ®−îc cho bëi mét

hµm σ : V → NX , t¹i mçi ®Ønh chøa mét sè chip víi c¸c mµu kh¸c nhau. Víi mçi

v ∈ V, c ∈ X , ta ký hiÖu σc(v) lµ sè c¸c chip cã mµu c t¹i ®Ønh v. T¹i mçi thêi

®iÓm, mçi ®Ønh cã mét tr¹ng th¸i lµ ®ãng hay më. LuËt vËn ®éng cña CFG t« mµu

lµ viÖc më c¸c ®Ønh. §iÒu kiÖn ®Ó cã thÓ më ®Ønh v lµ:
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H×nh 3.4: Dµn ULD kh«ng lµ kh«ng gian tr¹ng th¸i cña mét CFG nµo

• v ®ang ®ãng,

• tån t¹i mét mµu c ∈ X sao cho v cã thÓ ch¸y (theo nghÜa cæ ®iÓn) trªn Gc (tøc

lµ, sè chip cã mµu c t¹i ®Ønh v lín h¬n hoÆc b»ng sè cung cã mµu c ®i ra tõ

®Ønh v).

ViÖc më ®Ønh v gåm cã:

• ®¸nh dÊu ®Ønh v ®· më,

• víi mçi mµu c ∈ X , xÐt CFG mµu c h¹n chÕ trªn c¸c ®Ønh ®· më, cho CFG

vËn hµnh ®Õn khi ®¹t ®Õn tr¹ng th¸i cuèi cïng.

M« h×nh CFG t« mµu trªn ®å thÞ G ký hiÖu lµ ColCFG(G).

C©u hái ®Æt ra lµ liÖu CFG t« mµu cã dõng kh«ng? §Ó ®¶m b¶o ®iÒu nµy th× c¸c

CFG mµu c ph¶i héi tô. §iÒu ®ã cã nghÜa lµ c¸c ®å thÞ Gc ph¶i kh«ng chøa thµnh
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phÇn ®ãng [52]. Nh− vËy khi xÐt CFG t« mµu trªn ®å thÞ t« mµu G = (V ; E; X; col),

®iÒu kiÖn kh«ng chøa thµnh phÇn ®ãng cña c¸c ®å thÞ G = (V, E, {c}) ph¶i ®−îc

tháa m·n.

                   

H×nh 3.5: Kh«ng gian tr¹ng th¸i cña mét CFG t« mµu

Hµnh vi cña CFG t« mµu nh− sau: ®Çu tiªn tÊt c¶ c¸c ®Ønh ®Òu ®ãng, ta chän

mét ®Ønh cã thÓ më trªn mµu c1 (tháa m·n ®iÒu kiÖn më ®−îc), ch¸y ®Ønh nµy trªn

®å thÞ Gc1 ®Õn khi ®¹t ®Õn tr¹ng th¸i dõng, ta ®−îc mét tr¹ng th¸i míi cña CFG

t« mµu. Sau ®ã, l¹i tiÕp tôc më ®Ønh tiÕp theo víi mµu c2, cho CFG vËn hµnh nh−

CFG cæ ®iÓn trªn ®å thÞ G = Gc2 vµ trªn ®Ønh võa më lÇn tr−íc. Qu¸ tr×nh tiÕp

tôc cho ®Õn khi kh«ng cßn ®Ønh nµo cã thÓ më ®−îc ta ®−îc tr¹ng th¸i cuèi cïng

cña CFG t« mµu. Nh− vËy, CFG t« mµu trªn ®å thÞ t« mµu G = (V, E, X, col) cã

thÓ xem lµ hîp cña c¸c CFG cæ ®iÓn trªn c¸c ®å thÞ Gc. Kh«ng gian tr¹ng th¸i cña

CFG t« mµu ®−îc s¾p thø tù bé phËn theo quan hÖ bao hµm: σ ≥ σ′ khi vµ chØ khi

s(σ) ⊆ s(σ′), trong ®ã s(σ) lµ shot-set cña tr¹ng th¸i σ, tøc lµ tËp tÊt c¶ c¸c ®Ønh
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®· më ®Ó nhËn ®−îc tr¹ng th¸i σ tõ tr¹ng th¸i ban ®Çu.

Ta thÊy r»ng CFG t« mµu chÝnh lµ më réng cña CFG. Mçi tr¹ng th¸i σ cña CFG

t« mµu ®−îc x¸c ®Þnh duy nhÊt bëi shot-set s(σ) cña nã. TËp tÊt c¶ c¸c shot-set

t−¬ng øng víi kh«ng gian tr¹ng th¸i cña CFG t« mµu. TËp hîp nµy ®−îc s¾p thø

tù bëi quan hÖ bao hµm tËp hîp vµ hiÓn nhiªn cã phÇn tö nhá nhÊt lµ tËp hîp rçng.

H¬n n÷a, tËp nµy ®ãng víi phÐp to¸n hîp cña hai tËp hîp, do ®ã kh«ng gian tr¹ng

th¸i cña CFG t« mµu lµ mét dµn. C¸c kÕt qu¶ nµy ®−îc thÓ hiÖn trong ®Þnh lý sau:

§Þnh lý 3.1.10. [64, §Þnh lý 5.2] Kh«ng gian tr¹ng th¸i cña mét CFG t« mµu lµ

mét dµn ULD.

Cuèi cïng, kÕt qu¶ trong [64] cßn chøng minh ®−îc nhiÒu h¬n thÕ. B»ng c¸ch sö

dông kh¸i niÖm phÇn tö bÊt kh¶ quy, C. Magnien, H. D. Phan vµ L. Vuillon trong

[64] ®· chøng minh r»ng líp CFG t« mµu sinh ra ®óng líp dµn ULD. Ký hiÖu L(C)

lµ dµn sinh bëi CFG t« mµu C, tøc lµ L(C) lµ kh«ng gian tr¹ng th¸i cña CFG t«

mµu C. Khi ®ã, ta cã ®Þnh lý sau:

§Þnh lý 3.1.11 (§Þnh lý 5.6). [64] Cho L lµ dµn ULD. Khi ®ã tån t¹i CFG t« mµu

C sao cho L = L(C).

3.2 HÖ ®éng lùc CCFG

Trong thùc tÕ cã nhiÒu hÖ CFG më réng víi ®iÒu kiÖn ch¸y t¹i mçi ®Ønh ®−îc gi¶m

nhÑ h¬n. §iÒu kiÖn ®Ó mét ®Ønh v ch¸y ®−îc trong CFG cæ ®iÓn lµ kh¸ chÆt: nã

ph¶i ®îi nhËn ®−îc sè chip nhiÒu cÇn thiÕt (kh«ng nhá h¬n sè cung ®i ra tõ nã)

th× míi ch¸y ®−îc. §iÒu kiÖn nµy cã thÓ ®−îc gi¶m nhÑ h¬n phï hîp víi mét sè

m« h×nh thùc tÕ nh− sau: t¹i tr¹ng th¸i a, ®Ønh v cña CFG cã thÓ ch¸y ®−îc nÕu

t¹i ®Ønh nµy chØ cÇn chøa Ýt nhÊt mét chip. Ho¹t ®éng ch¸y còng ®−îc thay ®æi:

chuyÓn mét chip ®Õn mét ®Ønh l©n cËn däc theo mét cung ®i ra tõ ®Ønh v.

Nh− vËy, qua mçi b−íc chuyÓn tr¹ng th¸i cña hÖ CFG më réng nµy, chip ®−îc
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chuyÓn tõ ®Ønh cã chøa chip ®Õn mét ®Ønh l©n cËn cña nã däc theo cung ®i ra. V×

viÖc chuyÓn chip ®Õn ®Ønh nµy sÏ ¶nh h−ëng ®Õn viÖc chuyÓn chip ®Õn ®Ønh kh¸c

nªn cã sù t−¬ng tranh gi÷a c¸c cung ®i ra tõ mét ®Ønh. V× vËy chóng t«i gäi hÖ nµy

lµ hÖ ®éng lùc CFG t−¬ng tranh (Conflicting Chip Firing Game - Chip Firing Game

t−¬ng tranh) [71] vµ ký hiÖu lµ CCFG(G,n) ®Ó chØ hÖ CFG t−¬ng tranh trªn ®å

thÞ cã h−íng G víi tæng sè chip n kh«ng thay ®æi trong qu¸ tr×nh biÕn ®æi cña hÖ.

§Ó ®Þnh nghÜa hÖ ®éng lùc CCFG, tr−íc hÕt ta cã ®Þnh nghÜa hîp thµnh

(composition) cña mét sè tù nhiªn n trªn tËp hîp S.

§Þnh nghÜa 3.2.1. Cho n lµ mét sè nguyªn d−¬ng, S lµ mét tËp hîp bÊt kú cã lùc

l−îng |S| = k. Mét hîp thµnh cña n trªn S lµ mét bé s¾p thø tù (a1, . . . , ak) c¸c

sè nguyªn kh«ng ©m sao cho a1 + . . . + ak = n.

§Þnh nghÜa 3.2.2. HÖ ®éng lùc CCFG (Conflicting Chip Firing Game - CFG t−¬ng

tranh) ®−îc ®Þnh nghÜa trªn ®å thÞ cã h−íng G = (V,E), ký hiÖu lµ CCFG(G,n):

+ Mçi tr¹ng th¸i lµ mét hîp thµnh cña n trªn V .

+ LuËt vËn ®éng:

• §iÒu kiÖn ch¸y: §Ønh i ∈ V cã thÓ ch¸y ®−îc t¹i tr¹ng th¸i a nÕu ai > 0.

• Ho¹t ®éng ch¸y: khi ®Ønh i ch¸y nã chuyÓn mét chip ®Õn mét ®Ønh l©n cËn

cña i.

§Þnh nghÜa 3.2.3. (Quan hÖ kÕ tiÕp) Cho CCFG(G,n). Trªn CCFG(G,n) ta x¸c

®Þnh mét quan hÖ hai ng«i nh− sau: víi a, b ∈ CCFG(G,n), a ≥CCFG b khi vµ chØ

khi b nhËn ®−îc tõ a sau khi ¸p dông luËt ch¸y vµo mét sè cung. §Æc biÖt, ta ký

hiÖu a → b ®Ó chØ b nhËn ®−îc tõ a sau khi ch¸y mét cung.

Khi nãi vÒ quan hÖ thø tù trªn CCFG, chóng t«i ký hiÖu ≥ thay cho a ≥CCFG b.

M« h×nh cña chóng t«i ®−îc ®Ò xuÊt n¨m 2006 [Phan, Pham]. GÇn ®©y, chóng

t«i t×m hiÓu vµ ®−îc biÕt cã nh÷ng m« h×nh liªn quan ®ang b¾t ®Çu ®−îc nghiªn
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H×nh 3.6: Kh«ng gian tr¹ng th¸i cña mét CCFG 2 chips

cøu vµ ®· cã nh÷ng kÕt qu¶ nhÊt ®Þnh.

N¨m 2008, nhãm nghiªn cøu cña A.E.Holroyd vµ J.Propp [36] ®· nghiªn cøu m«

h×nh Chip-firing trong mèi quan hÖ víi m« h×nh rotor-router. M« h×nh rotor-router

®−îc ®Ò xuÊt ®Çu tiªn vµo n¨m 1996 bëi Priezzhev vµ céng sù d−íi tªn gäi m« h×nh

®−êng ®i ¥le (Eurlean walker model) [69] trong mèi quan hÖ víi hiÖn t−îng ®ét

biÕn tù tæ chøc (self-organized criticality). Cã thÓ tãm l−îc vÒ m« h×nh rotor-router

nh− sau: m« h×nh nµy ®−îc ®Þnh nghÜa trªn ®å thÞ cã h−íng G = (V,E), víi mçi

®Ønh v ∈ V cè ®Þnh mét thø tù c¸c cung ®i ra tõ v. T¹i mçi v, x¸c ®Þnh mét rotor

ρ(v) lµ mét cung ®i ra tõ v. §−êng ®i cña mçi chip t¹i ®Ønh v ®−îc x¸c ®Þnh theo

luËt rotor-router nh− sau: chän cung kÕ tiÕp ρ(v) trong thø tù c¸c cung ®i ra tõ v

lµ e = (v, w), sau ®ã cho chip di chuyÓn däc cung e ®Õn ®Ønh w. Qu¸ tr×nh lÆp l¹i
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cho ®Õn khi chip ®i ®Õn ®Ønh hót lµ ®Ønh kh«ng cã cung ®i ra th× dõng. NÕu ®å thÞ

kh«ng cã ®Ønh hót th× chip l¹i tiÕp tôc ®i vµ qu¸ tr×nh sÏ kh«ng dõng. Mét cÊu h×nh

rotor lµ mét hµm ρ x¸c ®Þnh trªn tËp ®Ønh kh«ng chøa ®Ønh hót vµ nhËn gi¸ trÞ lµ

ρ(v) ∈ E.

Nh− vËy, kh«ng gian tr¹ng th¸i cña m« h×nh rotor-router lµ tËp hîp con cña kh«ng

gian tr¹ng th¸i cña hÖ CCFG. Trong m« h×nh CCFG, t¹i mçi thêi ®iÓm mçi chip cã

nhiÒu kh¶ n¨ng ch¸y vµ chóng ta xÐt hÕt tÊt c¶ c¸c kh¶ n¨ng ch¸y, cßn trong m«

h×nh rotor-router, t¹i mçi thêi ®iÓm mçi chip chØ cã mét kh¶ n¨ng ch¸y.

Trong [49] chóng t«i nghiªn cøu m« h×nh rotor-router theo quan ®iÓm cña hÖ

®éng lùc rêi r¹c. Chóng t«i chøng minh kh«ng gian tr¹ng th¸i cña m« h×nh rotor-

router xuÊt ph¸t tõ mét tr¹ng th¸i ban ®Çu cã cÊu tróc dµn ULD vµ chØ ra r»ng líp

dµn sinh bëi c¸c rotor-router kh«ng chøa líp dµn ph©n phèi.

Víi viÖc nghiªn cøu m« h×nh rotor-router trªn ®å thÞ cã h−íng G víi mét ®Ønh

hót toµn côc (global sink), nhãm nghiªn cøu A.E.Holroyd vµ J.Propp trong [36]

®· chøng minh r»ng nhãm c¸c rotor-router ®¼ng cÊu víi nhãm sand pile trªn ®å

thÞ cã h−íng G. H¬n n÷a, tõ mèi quan hÖ gi÷a c¸c tr¹ng th¸i lÆp (recurrent chip

configuration) víi c¸c cÊu h×nh rotor kh«ng chu tr×nh suy ra ®−îc ®Þnh lý ma trËn

c©y (Matrix tree Theorem) trªn ®å thÞ cã h−íng.

3.3 M¹ng Petri

M¹ng Petri (PN) lµ m« h×nh to¸n häc biÓu diÔn c¸c hÖ thèng ho¹t ®éng t−¬ng tranh,

song song hoÆc ®ång bé do nhµ to¸n häc C.A.Petri ®Ò xuÊt vµo n¨m 1962 [67].

M¹ng Petri lµ mét c«ng cô to¸n häc h÷u hiÖu ®Ó m« pháng vµ ph©n tÝch hiÖu n¨ng

cho c¸c hÖ thèng tõ ®¬n gi¶n ®Õn phøc t¹p. Tr¶i qua h¬n 40 n¨m ph¸t triÓn, tõ

mét m¹ng Petri ®¬n gi¶n ban ®Çu, c¸c nhµ nghiªn cøu ®· cho ra hµng lo¹t m¹ng

Petri ë møc cao (hight level) nh− Coloured Petri Net, Predicate Petri Net, Stochastic

Petri Net, vv. Predicate-Transition Nets vµ Coloured Petri Nets, ®−îc giíi thiÖu ®Çu
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tiªn vµo n¨m 1979 [68, 42, 43], vµ ®−îc nghiªn cøu trong thËp niªn 80 b»ng c¸ch

sö dông mét sè kh¸i niÖm cña ®¹i sè Petri nets ®ang ®−îc ph¸t triÓn lóc bÊy giê.

Ng−êi ta tin t−ëng r»ng c¸c kü thuËt nµy n¾m b¾t ®−îc tinh thÇn cña nh÷ng kh¸i

niÖm ®· ®−îc ph¸t triÓn tr−íc ®ã vµ høa hÑn sÏ cã nhiÒu øng dông. Ch¼ng h¹n,

nã cã thÓ ®−îc sö dông trùc tiÕp ®Ó x¸c ®Þnh c¸c hÖ thèng hoÆc ®Ó ®Þnh nghÜa ng÷

nghÜa cña c¸c ng«n ng÷ kh«ng h×nh thøc kh¸c. Nã còng cã thÓ phôc vô ®Ó tÝch hîp

c¸c kü thuËt ®ang ®−îc sö dông ®éc lËp nh− c¸c s¬ ®å chuyÓn tr¹ng th¸i hay s¬ ®å

luång d÷ liÖu. Kü thuËt nµy ®Æc biÖt phï hîp víi sù ph¸t triÓn cña c¸c hÖ ph©n t¸n

song song trªn c¬ së cña tÝnh ®ång thêi.

Trong phÇn nµy chóng t«i chØ tr×nh bµy kh¸i niÖm m¹ng Petri ®¬n gi¶n ®Æt trong

mèi quan hÖ víi c¸c hÖ ®éng lùc CFG.

M¹ng Petri lµ mét ®å thÞ hai phÇn ®Æc biÖt gåm cã ba lo¹i ®èi t−îng lµ c¸c vÞ trÝ

(places), c¸c (c¸i) chuyÓn (transition) vµ c¸c cung cã h−íng. C¸c cung cã h−íng

nèi c¸c vÞ trÝ víi c¸c chuyÓn vµ ng−îc l¹i. Nghiªn cøu hµnh vi ®éng lùc cña m¹ng

Petri lµ nghiªn cøu sù biÕn chuyÓn cña c¸c tr¹ng th¸i.

§Þnh nghÜa to¸n häc cña m¹ng Petri nh− sau:

§Þnh nghÜa 3.3.1. Mét m¹ng Petri lµ mét bé tø N = (P, T, I, O), trong ®ã

(1) P = {p1, p2, . . . , pm} lµ tËp h÷u h¹n c¸c vÞ trÝ (places);

(2) T = {t1, t2, . . . , tn} lµ tËp h÷u h¹n c¸c (c¸i) chuyÓn (transition), P ∪ T 6= ∅,

vµ P ∩ T = ∅;

(3) I : P × T → N lµ hµm vµo, x¸c ®Þnh träng sè cña cung ®i tõ vÞ trÝ ®Õn

chuyÓn;

(4) O : T × P → N lµ hµm ra, x¸c ®Þnh träng sè cña cung ®i tõ chuyÓn ®Õn vÞ

trÝ;

M¹ng Petri N = (P, T, I, O) kh«ng chøa tr¹ng th¸i ®Çu ®−îc ký hiÖu lµ N. M¹ng

Petri víi tr¹ng th¸i ban ®Çu M0 : P → N ®−îc ký hiÖu lµ (N,M0).
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H×nh 3.7: VÝ dô vÒ m¹ng Petri.

Mét tr¹ng th¸i ( marking) cña m¹ng Petri lµ mét sù ph©n bè c¸c tokens t¹i c¸c

vÞ trÝ. Sè token vµ vÞ trÝ cña c¸c token cã thÓ thay ®æi trong qu¸ tr×nh biÕn ®æi cña

m¹ng. Mét tr¹ng th¸i th−êng ®−îc ký hiÖu lµ M, lµ mét m-vector, víi m lµ sè c¸c

vÞ trÝ. Thµnh phÇn thø p cña M, ký hiÖu lµ M(p), lµ sè token t¹i vÞ trÝ p. M¹ng

Petri ®−îc gäi lµ b¶o toµn (preserve) nÕu tæng sè token kh«ng thay ®æi trong suèt

qu¸ tr×nh biÕn ®æi cña m¹ng. Mét cÆp (p, t) gäi lµ tù lÆp (self-loop) hay khuyªn,

nÕu p võa lµ vÞ trÝ vµo võa lµ vÞ trÝ ra cña chuyÓn t. M¹ng Petri gäi lµ thuÇn tóy

(pure) nÕu nã kh«ng cã khuyªn.

Mét m¹ng Petri ®−îc m« t¶ b»ng mét ®a ®å thÞ (cã h−íng) hai phÇn. C¸c vÞ trÝ

th−êng ®−îc biÓu diÔn bëi c¸c h×nh trßn, cßn c¸c chuyÓn th−êng ®−îc biÓu diÔn

b»ng c¸c h×nh ch÷ nhËt hay h×nh vu«ng. Cung ®i tõ vÞ trÝ pj ®Õn c¸i chuyÓn ti x¸c

®Þnh pj lµ vÞ trÝ vµo cña cña ti, ký hiÖu lµ I(pj, ti) = 1. Cung ®i tõ c¸i chuyÓn ti

®Õn vÞ trÝ pj x¸c ®Þnh pj lµ vÞ trÝ ra cña c¸i chuyÓn ti, ký hiÖu lµ O(ti, pj) = 1. NÕu

I(pj, ti) = k (hoÆc O(ti, pj) = k), th× cã k cung nèi vÞ trÝ pj víi chuyÓn ti ( hoÆc

nèi c¸i chuyÓn ti víi vÞ trÝ pj). Sè token t¹i mçi vÞ trÝ ®−îc biÓu diÔn b»ng c¸c sè

nguyªn hoÆc c¸c dÊu chÊm trong h×nh trßn.

Mét c¸i chuyÓn (transition) t gäi lµ ch¸y ®−îc (firable) hay cã kh¶ n¨ng kÝch
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ho¹t (enabled) t¹i tr¹ng th¸i M nÕu mçi vÞ trÝ vµo p cña t chøa Ýt nhÊt sè token

kh«ng nhá h¬n träng sè cña cung nèi p víi t, tøc lµ, M(p) ≥ I(p, t) víi mäi p ∈ P.

Khi t ch¸y sè token ë vÞ trÝ vµo p1 sÏ mÊt ®i ®óng b»ng träng sè cung nèi p1 víi

t vµ nã göi ®Õn c¸c vÞ trÝ ra p2 sè token ®óng b»ng träng sè cung nèi t víi p2.

Nãi c¸ch kh¸c khi chuyÓn t ch¸y t¹i tr¹ng th¸i M sÏ dÉn ®Õn tr¹ng th¸i M ′ nh−

sau:

M ′(p) = M(p)− I(p, t) + O(t, p) víi mäi p ∈ P.

3

4 2p2 p3
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1

5 3
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H×nh 3.8: Qu¸ tr×nh chuyÓn tr¹ng th¸i sau mét b−íc.

Cho mét m¹ng Petri bÞ chÆn (N, M0), tõ tr¹ng th¸i M0 ban ®Çu, ta cã thÓ nhËn

®−îc c¸c tr¹ng th¸i tiÕp theo b»ng c¸ch cho ch¸y c¸c chuyÓn (ch¸y ®−îc). Tõ mçi

tr¹ng th¸i míi nµy, lai tiÕp tôc nhËn ®−îc c¸c tr¹ng th¸i míi kh¸c. §Ó biÓu diÔn
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qu¸ tr×nh nµy ta dïng kh¸i niÖm ®å thÞ (cã h−íng) tr¹ng th¸i ®¹t ®−îc (reachability

graph), hay gäi t¾t lµ ®å thÞ ®¹t ®−îc. Mçi ®Ønh lµ mét tr¹ng th¸i ®¹t ®−îc tõ tr¹ng

th¸i ban ®Çu, mçi cung t−¬ng øng víi mét c¸i chuyÓn ch¸y chuyÓn tõ tr¹ng th¸i

nµy sang tr¹ng th¸i kh¸c. Ta ký hiÖu ®å thÞ ®¹t ®−îc cña m¹ng Petri (N,M0) lµ

(G, M0).

3.4 Mèi quan hÖ gi÷a hÖ ®éng lùc CFGs vµ m¹ng Petri

3.4.1 CFG vµ m¹ng Petri

Trong phÇn nµy chóng t«i chøng minh r»ng hÖ ®éng lùc CFG lµ mét tr−êng hîp

®Æc biÖt cña m¹ng Petri.

Cho hÖ CFG trªn ®a ®å thÞ cã h−íng G = (V,E). Ta sÏ x©y dùng m¹ng Petri N

sao cho víi mäi tr¹ng th¸i ban ®Çu O víi n chips cña CFG(G), tån t¹i mét tr¹ng

th¸i ban ®Çu M0 sao cho ®å thÞ ®¹t ®−îc R(N, M0) cña m¹ng Petri N ®¼ng cÊu víi

®å thÞ tr¹ng th¸i cña CFG(G, n,O).

§Þnh nghÜa 3.4.1. Ta ®Þnh nghÜa ¸nh x¹ φ tõ tËp c¸c CFG vµo tËp c¸c m¹ng Petri nh−

sau. Víi mét (®a) ®å thÞ cã h−íng G, φ(CFG(G)) lµ m¹ng Petri (N) = (P, T, I, O),

trong ®ã:

- TËp c¸c vÞ trÝ lµ tËp ®Ønh cña G: P = V

- TËp c¸c chuyÓn: víi mçi v ∈ V cã deg+(v) > 0, ta ®Þnh nghÜa c¸i chuyÓn t(v)

tháa m·n hai ®iÒu kiÖn:

(i) v lµ vÞ trÝ vµo duy nhÊt cña t(v) vµ I(v, t(v)) = deg+(v),

(ii) c¸c vÞ trÝ ra u cña t(v) lµ c¸c ®Ønh u ∈ V sao cho (v, u) ∈ E, vµ

O(t(v), u) = w(v, u), ë ®©y w(v, u) lµ träng sè cung (v, u) trong G.

- T−¬ng øng tr¹ng th¸i: víi mçi tr¹ng th¸i a trong CFG(G) x¸c ®Þnh tr¹ng th¸i

M = φ(a) trong N sao cho M(v) = a(v), víi mäi v ∈ V.
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H×nh 3.9: CFG vµ m¹ng Petri t−¬ng øng

B©y giê, ta xÐt ®å thÞ tr¹ng th¸i cña CFG(G) vµ m¹ng Petri N t−¬ng øng.

§Þnh lý 3.4.2. Cho G lµ (®a) ®å thÞ cã h−íng, cho O tr¹ng th¸i ®Çu. Gäi N lµ

m¹ng Petri nhËn ®−îc tõ CFG(G) bëi ¸nh x¹ φ, M0 tr¹ng th¸i cña N t−¬ng øng

víi O. Khi ®ã m¹ng Petri (N, M0) vµ hÖ ®éng lùc CFG(G,n,O) cã cïng ®å thÞ

®¹t ®−îc.

Chøng minh. Tr−íc hÕt ta chøng minh viÖc ch¸y ®Ønh v trong CFG t−¬ng øng víi

viÖc kÝch ho¹t c¸i chuyÓn t(v) trong m¹ng Petri. ThËt vËy, gäi a lµ mét tr¹ng th¸i

cña CFG(G,n,O) vµ v lµ mét ®Ønh bÊt kú cña V . §Ønh v ch¸y ®−îc t¹i tr¹ng th¸i

a khi vµ chØ khi sè chip t¹i v kh«ng nhá h¬n bËc ra cña v. §iÒu nµy t−¬ng ®−¬ng

víi I(v, t(v)) ≤ M(v) vµ do ®ã c¸i chuyÓn t(v) lµ kÝch ho¹t ®−îc. Khi ®Ønh v ch¸y,

sè chip t¹i v gi¶m ®i deg+(v) chips vµ sè chip t¹i c¸c ®Ønh u l©n cËn cña v t¨ng lªn

w(v, u) chips. Mét c¸ch t−¬ng ®−¬ng, khi kÝch ho¹t c¸i chuyÓn t(v) trong m¹ng

Petri N , sè token t¹i v gi¶m ®i I(v, t(v) = deg+(v) tokens. MÆt kh¸c, víi mçi l©n

cËn u cña v, vÞ trÝ ra cña t(u) t¨ng lªn w(v, u) tokens.

H¬n n÷a, cÊu h×nh ban ®Çu M0 cña m¹ng Petri còng chÝnh lµ tr¹ng th¸i ban
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®Çu O cña CFG(G,n). Do ®ã, CFG vµ m¹ng Petri t−¬ng øng cã cïng ®å thÞ ®¹t

®−îc.

Bëi v× tæng sè chip trong hÖ ®éng lùc CFG kh«ng thay ®æi trong suèt qu¸ tr×nh

biÕn ®æi cña hÖ nªn tõ ®Þnh lý trªn ta cã ngay hÖ qu¶ sau

HÖ qu¶ 3.4.3. HÖ ®éng lùc CFG lµ m¹ng Petri b¶o toµn.

3.4.2 CCFG vµ m¹ng Petri

Trong phÇn nµy chóng t«i tr×nh bµy mèi quan hÖ gi÷a CCFG vµ m¹ng Petri. Cho

CCFG(G) trªn (®a) ®å thÞ cã h−íng G = (V,E). Ta ®Þnh nghÜa ¸nh x¹ ψ tõ tËp

c¸c CCFG vµo tËp c¸c m¹ng Petri t−¬ng tù nh− tr−êng hîp cña CFG.

§Þnh nghÜa 3.4.4. Cho (®a) ®å thÞ cã h−íng G, ψ(CFG(G)) lµ m¹ng Petri

(N) = (P, T, I, O), trong ®ã:

- TËp hîp c¸c vÞ trÝ lµ tËp ®Ønh cña ®å thÞ P = V

- TËp hîp c¸c chuyÓn: Víi mçi cung e = (u, v) ∈ E, ta ®Þnh nghÜa c¸i chuyÓn

(transition) t(e) tháa m·n hai ®iÒu kiÖn sau:

(i) u lµ vÞ trÝ vµo duy nhÊt cña t vµ I(u, t(e)) = 1,

(ii) v lµ vÞ trÝ ra duy nhÊt cña t vµ O(t(e), v) = 1.

- T−¬ng øng tr¹ng th¸i: víi mçi tr¹ng th¸i a trong CFG(G) x¸c ®Þnh tr¹ng th¸i

M = φ(a) trong N sao cho M(v) = a(v), víi mäi v ∈ V.

Trong m¹ng Petri nµy ta cã |T | = |E|, |P | = |V |.

Chøng minh t−¬ng tù nh− §Þnh lý 3.4.2, ta cã kÕt qu¶ sau:

§Þnh lý 3.4.5. Cho G lµ (®a) ®å thÞ cã h−íng, cho O lµ tr¹ng th¸i ban ®Çu cña

CCFG(G). Gäi N lµ m¹ng Petri nhËn ®−îc tõ CCFG(G) bëi ¸nh x¹ ψ, M0 lµ

cÊu h×nh cña N −¬ng øng víi tr¹ng th¸i O. Khi ®ã, m¹ng Petri (N,M0) vµ hÖ

CCFG(G,n,O) cã cïng ®å thÞ ®¹t ®−îc.
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H×nh 3.10: CCFG vµ m¹ng Petri t−¬ng øng

3.4.3 CFG t« mµu vµ m¹ng Petri

VÊn ®Ò phøc t¹p nhÊt lµ x©y dùng phÐp nhóng tõ líp c¸c CFG t« mµu vµo líp c¸c

m¹ng Petri bëi v× sù kh¸c biÖt vÒ cÊu tróc gi÷a CFG hay CCFG vµ CFG t« mµu.

Hµnh vi chuyÓn tr¹ng th¸i cña CFG t« mµu phøc t¹p h¬n, gåm cã viÖc më c¸c ®Ønh

vµ ch¸y nh− trong CFG cæ ®iÓn. Mét khã kh¨n n÷a lµ trong CFG t« mµu, sè chip

t¹i mçi ®Ønh cã c¸c mµu kh¸c nhau, vµ chip mµu nµo th× chØ ®−îc di chuyÓn theo

cung ®i ra cã cïng mµu. ViÖc x©y dùng m¹ng Petri t−¬ng øng víi CFG t« mµu

kh«ng cßn ®¬n gi¶n nh− CFG cæ ®iÓn hay CCFG n÷a. Chóng t«i, sö dông ý t−ëng

liªn hÖ gi÷a cÊu tróc cña CFG t« mµu so víi CFG cæ ®iÓn ®Ó x©y dùng m¹ng Petri

t−¬ng øng. CFG t« mµu lµ hîp cña c¸c CFG nªn m¹ng Petri t−¬ng øng cã cÊu tróc

kh¸ phøc t¹p.

Cho ColCFG(G) lµ CFG t« mµu nh− trong ®Þnh nghÜa 3.1.9 trªn ®å thÞ t« mµu

G = (V, E, X, col). Gäi m lµ sè c¸c mµu. Víi u, v ∈ V , c ∈ X , gäi d(v, c) lµ sè

cung cã mµu c ®i ra tõ v, d((v, u), c) lµ sè cung mµu c ®i tõ v ®Õn u. Gäi N lµ sè

tù nhiªn ®ñ lín (lín h¬n tæng sè chip). M¹ng Petri ®−îc x©y dùng nh− sau:

§Þnh nghÜa 3.4.6. Ta ®Þnh nghÜa ¸nh x¹ χ tõ tËp c¸c CFG t« mµu vµo tËp c¸c m¹ng
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Petri nh− sau: Cho ColCFG(G) CFG t« mµu trªn ®å thÞ t« mµu G = (V, E, X, col).

χ(ColCFG(G)) lµ m¹ng Petri (N(G)) = (P, T, I, O), trong ®ã c¸c thµnh phÇn ®−îc

x©y dùng nh− sau:

• TËp c¸c vÞ trÝ P : víi mçi v ∈ V , cã 2m + 1 vÞ trÝ t−¬ng øng cña P bao gåm

m vÞ trÝ p(v, c) (mçi vÞ trÝ cho mét mµu c), m vÞ trÝ q(v, c) (mçi vÞ trÝ cho mét

mµu c) vµ mét vÞ trÝ r(v).

• TËp c¸c chuyÓn T : víi mçi v ∈ V , cã 2m + 1 c¸i chuyÓn cña T bao gåm m

c¸i chuyÓn t(v, c) (mçi c¸i chuyÓn cho mét mµu c), m c¸i chuyÓn f(v, c) (mçi

c¸i chuyÓn cho mét mµu c) vµ mét c¸i chuyÓn (transiton) θ(v).

• Hµm vµo (input function) I: víi mçi v ∈ V, c ∈ C, I(p(v, c), t(v, c)) =

N + d(v, c), I(r(v), θ(v)) = N + 1, vµ I(q(v, c), f(v, c)) = N + d(v, c). TÊt

c¶ c¸c gi¸ trÞ cßn l¹i b»ng 0.

• Hµm ra (output function) O: víi mçi v ∈ V, c ∈ C, O(t(v, c), r(c)) = 1,

O(θ(v), q(v, c)) = N, O(f(v, c), q(v, c)) = N, vµ víi mçi l©n cËn u cña v,

O(f(v, c), p(u, c)) = d((v, u), c) vµ O(f(v, c), q(u, c)) = d((v, u), c). C¸c gi¸

trÞ cßn l¹i b»ng 0.

• Vai trß cña N: c¸c to¸n tö θ cã thÓ thùc hiÖn khi vµ chØ khi c¸c to¸n tö f

kh«ng thùc hiÖn ®−îc.

§Ó hiÓu râ cÊu tróc phøc t¹p cña m¹ng Petri nµy, ta cã mét sè lý gi¶i vÒ ý t−ëng

x©y dùng cÊu tróc nµy nh− sau: ®Ó nhËn ®−îc m¹ng Petri nµy, víi mçi ®Ønh v cña

CFG, ta x©y dùng m¹ng Petri t−¬ng øng víi m ®Ønh ®Ó t¸ch chip vµ cung cã mµu

kh¸c nhau. C¸c to¸n tö cña CFG t« mµu ColCFG ®−îc m· hãa nh− sau: viÖc më

®Ønh v ®−îc m· hãa thµnh c¸i chuyÓn θ(v) vµ viÖc ch¸y ®Ønh v víi mµu c ®−îc m·

hãa thµnh c¸i chuyÓn f(v, c). §iÒu kiÖn "tån t¹i mµu c sao cho v ch¸y ®−îc" d−îc

m· hãa thµnh c¸i chuyÓn t(v, c). VÞ trÝ p(v, c) chøa sè chip mµu c t¹i ®Ønh v tr−íc

khi më ®Ønh v, vÞ trÝ q(v, c) chøa sè chip mµu c t¹i v sau khi më ®Ønh v vµ vÞ trÝ
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r(v) chøa sè chip ®¶m b¶o cho ®iÒu kiÖn më ®−îc hay kh«ng më ®−îc ®Ønh v.

§Ó chøng minh r»ng CFG t« mµu vµ m¹ng Petri cã cïng ®å thÞ ®¹t ®−îc, tiÕp

theo ta chØ ra sù t−¬ng øng gi÷a c¸c tr¹ng th¸i cña CFG t« mµu ColCFG(G) víi

c¸c cÊu h×nh cña m¹ng Petri N(G).

§Þnh nghÜa 3.4.7. Cho ColCFG(G) lµ CFG t« mµu, δ lµ mét tr¹ng th¸i cña nã (ë

®©y δc(v) lµ sè chip cã mµu c t¹i ®Ønh v), gäi N(G) lµ m¹ng Petri t−¬ng øng CFG

t« mµu ColCFG(G). Ta ®Þnh nghÜa cÊu h×nh M t−¬ng øng víi δ trong m¹ng Petri

nh− sau:

• Sè token ë p(v, c) lµ N + δc(v).

• Sè token ë r(v) lµ N.

• Sè token ë q(v, c) lµ δc(v).

• Mçi cÊu h×nh M ®−îc ®ång nhÊt víi tËp gi¸ trÞ {q(v, c), c ∈ X}.

KÕt qu¶ chÝnh cña ch−¬ng nµy ®−îc ph¸t biÓu nh− sau:

§Þnh lý 3.4.8. Cho CFG t« mµu ColCFG(G), δ lµ tr¹ng th¸i ban ®Çu. Gäi N(G)

lµ m¹ng Petri nhËn ®−îc tõ ColCFG(G) qua ¸nh x¹ χ, M0 lµ cÊu h×nh cña

m¹ng Petri N(G) t−¬ng øng víi δ. Khi ®ã m¹ng Petri (N(G),M0) vµ m« h×nh

ColCFG(G, δ) cã cïng ®å thÞ ®¹t ®−îc.

Chøng minh. Tr−íc hÕt, ta chøng minh r»ng mçi to¸n tö cña ColCFG(G) t−¬ng

øng víi mét chuyÓn cña N(G). Ta sÏ chøng minh r»ng viÖc më ®Ønh v ®−îc m·

hãa thµnh c¸i chuyÓn θ(v) vµ viÖc ch¸y ®Ønh v víi mµu c ®−îc m· hãa thµnh c¸i

chuyÓn f(v, c).

• §Çu tiªn, tÊt c¶ c¸c ®Ønh cña V ®ãng. T−¬ng øng trong N , tÊt c¶ c¸c c¸i

chuyÓn θ(v) kh«ng thÓ kÝch ho¹t ®−îc v× I(r(v), θ(v)) = N + 1 vµ chØ cã N

tokens ë vÞ trÝ r(v).
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H×nh 3.11: CFG t« mµu vµ m¹ng Petri t−¬ng øng.

H¬n n÷a, tr−íc khi kÝch ho¹t c¸i chuyÓn θ(v), c¸c c¸i chuyÓn f(v, c) còng

kh«ng thÓ kÝch ho¹t ®−îc v× I(q(v, c), f(v, c)) = N + d(v, c) vµ chØ cã δc(v)

tokens ë vÞ trÝ q(v, c) nhá h¬n gi¸ trÞ N.

• §iÒu kiÖn më ®Ønh v trong CFG t« mµu lµ: "tån t¹i mµu c sao cho v ch¸y

®−îc". T−¬ng øng trong m¹ng Petri N , ®iÒu kiÖn ®Ó kÝch ho¹t ®−îc c¸i chuyÓn

θ(v) lµ I(r(v)) ≥ I(r(v), θ(v)) = N + 1. Nh− vËy, lóc ®Çu ë vÞ trÝ r(v) cã N

tokens, ta cã thÓ kÝch ho¹t θ(v) sau khi vÞ trÝ r(v) nhËn ®−îc Ýt nhÊt mét token.

Cã m c¸i chuyÓn cña vÞ trÝ ra r(v) lµ t(v, c), do ®ã r(v) nhËn ®−îc Ýt nhÊt mét

token nÕu cã Ýt nhÊt mét c¸i chuyÓn t(v, c) ®−îc kÝch ho¹t. §iÒu kiÖn kÝch

ho¹t c¸i chuyÓn t(v, c) lµ sè token t¹i p(v, c) kh«ng nhá h¬n I(p(v, c), t(v, c),

tøc lµ N + δc(v) ≥ N + d(v, c), hay mét c¸ch t−¬ng ®−¬ng δc(v) ≥ d(v, c).
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§©y còng chÝnh lµ ®iÒu kiÖn më ®Ønh v víi mµu c. Do vËy ®iÒu kiÖn më ®Ønh

v t−¬ng ®−¬ng víi ®iÒu kiÖn kÝch ho¹t c¸i chuyÓn θ(v).

• Hµnh vi më ®Ønh v trong CFG t« mµu gåm cã hai b−íc

- thø nhÊt lµ ®¸nh dÊu v ®· ®−îc më

- thø hai lµ víi mµu c ∈ X , xÐt CFG víi c¸c cung mµu c vµ víi c¸c ®Ønh ®·

®−îc më, cho CFG vËn hµnh ®Õn khi ®¹t ®Õn tr¹ng th¸i cuèi cïng.

T−¬ng øng víi hµnh vi ®ã trong m¹ng Petri N , ta xÐt ®Ønh v vµ mµu c0 sao cho

δc0(v) ≥ d(v, c0). Transition t(v, c0) lµ kÝch ho¹t ®−îc. B©y giê xÐt mµu c, nÕu

δc(v) ≥ d(v, c) th× t(v, c) còng kÝch ho¹t ®−îc vµ kÐo theo c¸i chuyÓn θ(v) kÝch

ho¹t ®−îc. Víi mµu c, q(v, c) = δc(v)+N, vµ I(q(v, c), f(v, c)) = N+d(v, c).

Râ rµng q(v, c0) ≥ I(q(v, c0), f(v, c0)) do ®ã f(v, c0) kÝch ho¹t ®−îc. Víi mµu

c kh¸c nÕu tháa m·n δc(v) ≥ d(v, c) th× q(v, c) ≥ I(q(v, c), f(v, c)), vµ f(v, c)

còng ®−îc kÝch ho¹t.

C¸c tokens tõ vÞ trÝ q(v, c) göi vµo c¸c vÞ trÝ p(u, c) vµ q(u, c) víi u lµ l©n cËn

cña v. NÕu u vÉn cßn ®ãng th× c¸i chuyÓn f(u, c) kh«ng kÝch ho¹t ®−îc, tøc

lµ u kh«ng ch¸y ®−îc, tuy nhiªn ta cã thÓ thay ®æi ®iÒu kiÖn ®Ó u ch¸y ®−îc

bëi v× sè token t¹i vÞ trÝ p(u, c) ®−îc t¨ng lªn nh− trong CFG cæ ®iÓn. Ng−îc

l¹i, u ®· ®−îc më vµ q(u, c) cã thÓ ch¸y nh− trong CFG cæ ®iÓn.

• TiÕp theo ta xÐt tÝnh chÊt: trong CFG t« mµu ColCFG(G), mçi ®Ønh v chØ

®−îc më nhiÒu nhÊt mét lÇn.

Trong m¹ng Petri N t−¬ng øng, nÕu v ®· ®−îc më CFG t« mµu, th× c¸i

chuyÓn θ(v) trong m¹ng N ®· ®−îc kÝch ho¹t vµ r(v) mÊt ®i N tokens.

Trong khi ®ã sè token mµ vÞ trÝ r(v) nhËn ®−îc tõ c¸c chuyÓn t(v, c) trong

suèt qu¸ tr×nh biÕn ®æi cña m¹ng kh«ng thÓ v−ît qu¸ N (mçi b−íc biÕn ®æi

tr¹ng th¸i r(v) chØ nhËn ®−îc mét token tõ t(v, c) ). Do ®ã, víi ®iÒu kiÖn

I(r(v)) ≥ I(r(v), θ(v)) = N+1, θ(v) kh«ng thÓ ®−îc kÝch ho¹t thªm lÇn n÷a.

Nh− vËy, ®iÒu kiÖn mçi ®Ønh v chØ ®−îc më nhiÒu nhÊt mét lÇn trong CFG t«
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mµu t−¬ng ®−¬ng víi ®iÒu kiÖn θ(v) chØ kÝch ho¹t nhiÒu nhÊt mét lÇn trong

m¹ng Petri t−¬ng øng.

• Trong CFG t« mµu ColCFG(G), khi më mét ®Ønh, ta cho CFG vËn hµnh ®Õn

khi ®¹t ®−îc tr¹ng th¸i cuèi cïng. §iÒu kiÖn nµy t−¬ng ®−¬ng víi ®iÒu kiÖn

trong m¹ng Petri: c¸c chuyÓn θ kÝch ho¹t ®−îc khi vµ chØ c¸c chuyÓn f kh«ng

thÓ kÝch ho¹t.

Cuèi cïng, ta chøng minh r»ng mçi tr¹ng th¸i trong CFG t« mµu ColCFG(G)

t−¬ng øng víi mét cÊu h×nh trong m¹ng Petri N(G). ThËt vËy, theo ®Þnh nghÜa

3.4.7, mçi cÊu h×nh cña N(G) ®−îc ®ång nhÊt víi tËp hîp {q(v, c)}. §Çu tiªn, cã

δc(v) tokens ë vÞ trÝ q(v, c), do ®ã tËp hîp {q(v, c)} chÝnh lµ sè chip t¹i mçi ®Ønh

v cña V .

Sau khi biÕn ®æi tr¹ng th¸i, ch¼ng h¹n ®Ønh v ch¸y víi mµu c trong CFG th× v

mÊt ®i d(v, c) chips. Trong m¹ng Petri N(G), c¸i chuyÓn f(v, c) ®−îc kÝch ho¹t,

vµ I(q(v, c), f(v, c)) = d(v, c), nªn q(v, c) mÊt ®i d(v, c) tokens. Víi mçi l©n cËn

u cña v trong ®å thÞ G, khi v ch¸y sÏ thªm d((v, u), c) chips mµu c vµo ®Ønh u.

T−¬ng øng trong m¹ng Petri N , ta cã O(f(v, c), q(u, c)) = d((v, u), c), tøc lµ sau

khi kÝch ho¹t c¸i chuyÓn f(v, c), vÞ trÝ q(u, c) ®−îc thªm d((v, u), c) tokens mµu c.

Do ®ã mçi tr¹ng th¸i cña CFG t« mµu ColCFG(G) t−¬ng ®−¬ng víi mçi cÊu

h×nh cña m¹ng Petri N(G).

Nh− vËy mçi to¸n tö cña CFG t« mµu ColCFG(G) t−¬ng øng víi mét c¸i chuyÓn

cña m¹ng Petri N(G), vµ mçi tr¹ng th¸i cña ColCFG(G) t−¬ng øng víi mçi cÊu

h×nh cña N(G), nªn ®å thÞ ®¹t ®−îc cña hai m« h×nh nµy ®¼ng cÊu víi nhau.

3.5 KÕt luËn ch−¬ng 3

Trong ch−¬ng nµy chóng t«i ®· thu ®−îc kÕt qu¶ sau:

Chøng minh c¸c hÖ ®éng lùc CFG lµ c¸c m¹ng Petri ®Æc biÖt.
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Ch−¬ng 4

TÝnh ®¹t ®−îc cña hÖ CCFG trªn ®å thÞ
cã h−íng

Bµi to¸n ®¹t ®−îc (reachability) lµ mét bµi to¸n c¬ b¶n khi nghiªn cøu c¸c hÖ ®éng

lùc. Cã nhiÒu d¹ng bµi to¸n ®¹t ®−îc cña hÖ ®éng lùc. Trong ch−¬ng nµy chóng

t«i nghiªn cøu bµi to¸n ®iÓn h×nh nhÊt ®−îc ph¸t biÓu nh− sau: cho tr−íc hai tr¹ng

th¸i a vµ b cña hÖ ®éng lùc CCFG, h·y x¸c ®Þnh xem b cã nhËn ®−îc tõ a sau mét

sè lÇn ¸p dông luËt ch¸y? Tr−íc hÕt, chóng t«i xÐt hÖ CCFG trªn ®å thÞ cã h−íng

kh«ng chu tr×nh. TËp ®Ønh V cña ®å thÞ cã h−íng kh«ng chu tr×nh nh− vËy ®−îc

trang bÞ mét thø tù bé phËn. Dùa vµo cÊu tróc nµy chóng t«i xÐt c¸c läc cña tËp

®Ønh V vµ ®−a ra kh¸i niÖm hä n¨ng l−îng cña c¸c tr¹ng th¸i cña CCFG. Tõ ®ã,

chóng t«i ®Æc tr−ng tÝnh ®¹t ®−îc cña CCFG b»ng c¸ch sö dông hä n¨ng l−îng nµy.

V× tËp ®Ønh V cã cÊu tróc thø tù nªn kh«ng gian tr¹ng th¸i cña CCFG còng lµ mét

tËp s¾p thø tù bé phËn. Chóng t«i còng ®−a ra thuËt to¸n (gäi lµ thuËt to¸n A) x¸c

®Þnh thø tù cña c¸c tr¹ng th¸i cña CCFG dùa vµo hä n¨ng l−îng cña c¸c tr¹ng th¸i

(trong phÇn 4.2). Tuy nhiªn, v× ph¶i xÐt hÕt tÊt c¶ c¸c läc nªn trong tr−êng hîp xÊu

nhÊt, thuËt to¸n A ch¹y trong thêi gian hµm mò cña |V |. ThuËt to¸n nµy cã hiÖu

qu¶ khi ph¶i so s¸nh nhiÒu cÆp tr¹ng th¸i cïng mét lóc cña cïng mét hÖ CCFG vµ

nhÊt lµ trong tr−êng hîp ®å thÞ cã kÝch cì nhá. Trong tr−êng tæng qu¸t h¬n, khi

xÐt hÖ CCFG trªn ®å thÞ cã h−íng (cã thÓ cã chu tr×nh), ®Ó ®Æc tr−ng tÝnh ®¹t ®−îc

cña CCFG chóng t«i ®−a ra kh¸i niÖm m¹ng vËn t¶i t−¬ng øng víi c¸c tr¹ng th¸i
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cña CCFG (trong phÇn 4.4). Dùa vµo kh¸i niÖm nµy, chóng t«i ®Æc tr−ng tÝnh ®¹t

®−îc cña CCFG b»ng c¸ch tÝnh to¸n gi¸ trÞ cña luång qua m¹ng vËn t¶i t−¬ng øng

(trong phÇn 4.5). Tõ ®©y, sö dông c¸c thuËt to¸n x¸c ®Þnh luång cùc ®¹i, chóng t«i

®−a ra thuËt to¸n (B) víi thêi gian ®a thøc cña |V | ®Ó x¸c ®Þnh tÝnh ®¹t ®−îc cña

CCFG. Khi xÐt c¸c hÖ CCFG trªn ®å thÞ nÒn lín th× thuËt to¸n B lµ mét c¸ch kh¾c

phôc nh−îc ®iÓm cña thuËt to¸n A. Khi xÐt c¸c hÖ CCFG trªn ®å thÞ nÒn nhá vµ

cÇn ph¶i so s¸nh nhiÒu cÆp tr¹ng th¸i cïng lóc th× ta sö dông thuËt to¸n A. Trong

thùc tÕ, th«ng th−êng c¸c bµi to¸n ®−îc xÐt trªn ®å thÞ nÒn cè ®Þnh vµ ph¶i so s¸nh

nhiÒu cÆp tr¹ng th¸i, vÝ dô nÕu ta muèn x©y dùng kh«ng gian tr¹ng th¸i víi cÊu

tróc thø tù, nªn thuËt to¸n A th−êng ®−îc sö dông h¬n v× chØ cÇn ch¹y thuËt to¸n

x¸c ®Þnh c¸c läc mét lÇn vµ sau ®ã so s¸nh ®−îc nhiÒu cÆp tr¹ng th¸i. Trong khi

®ã, muèn sö dông thuËt to¸n B, th× mçi lÇn so s¸nh mét cÆp tr¹ng th¸i ta ph¶i x¸c

®Þnh m¹ng vËn t¶i t−¬ng øng víi tr¹ng th¸i lÖch cña cÆp tr¹ng th¸i ®ã. §©y lµ mét

trong nh÷ng nh−îc ®iÓm cña thuËt to¸n B vµ còng lµ lý do ®Ó sö dông thuËt to¸n A

thuËn tiÖn h¬n. Tr−íc hÕt, trong phÇn 4.1, ®Ó thÊy ®−îc ®é phøc t¹p cña bµi to¸n

®¹t ®−îc cña c¸c hÖ ®éng lùc CFG, chóng t«i nh¾c l¹i ®é phøc t¹p cña bµi to¸n ®¹t

®−îc cña mét sè m¹ng Petri.

4.1 TÝnh ®¹t ®−îc cña mét sè m¹ng Petri

Trong ch−¬ng tr−íc chóng t«i ®· chøng minh r»ng c¸c hÖ ®éng lùc CFG lµ c¸c

m¹ng Petri ®Æc biÖt. HÖ CCFG lµ mét m¸y h÷u h¹n tr¹ng th¸i (finite state machine)

tøc lµ m¹ng Petri mµ mçi transition cã ®óng mét vÞ trÝ vµo vµ ®óng mét vÞ trÝ ra.

Bµi to¸n ®¹t ®−îc cña m¹ng Petri lµ cho tr−íc m¹ng Petri (N ; M0) vµ mét cÊu h×nh

M cña N, h·y quyÕt ®Þnh xem M cã ®¹t ®−îc tõ M0 hay kh«ng? Bµi to¸n nµy

®−îc ph¸t biÓu ®Çu tiªn bëi Keller [46] vµ nã trë nªn quan träng v× cã nhiÒu bµi

to¸n kh¸c t−¬ng ®−¬ng ®Ö quy víi bµi to¸n nµy. §é phøc t¹p cña bµi to¸n ®¹t ®−îc

cña m¹ng Petri vÉn lµ bµi to¸n më trong nhiÒu n¨m trë l¹i ®©y. Tuy nhiªn, nã còng
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®· ®−îc gi¶i quyÕt cho mét sè m¹ng Petri ®Æc biÖt [15, 38, 45, 13]. Trong phÇn

nµy chóng t«i nh¾c l¹i mét sè m¹ng Petri ®Æc biÖt vµ ®é phøc t¹p cña bµi to¸n ®¹t

®−îc t−¬ng øng. Tr−íc hÕt, chóng t«i ®Þnh nghÜa mét sè m¹ng Petri ®Æc biÖt:

§Þnh nghÜa 4.1.1. M¹ng Petri (N, M0) ®−îc gäi lµ

• kh«ng t−¬ng tranh (conflict-free) nÕu mçi vÞ trÝ cã nhiÒu nhÊt mét c¸i chuyÓn

ra (output transition),

• kh«ng hót (sinkless) nÕu mäi chu tr×nh cña N kh«ng lµm mÊt hÕt token trong

qu¸ tr×nh biÕn ®æi,

• chuÈn t¾c (normal) nÕu c¸c c¸i chuyÓn vµo (input transitions) còng lµ c¸c c¸i

chuyÓn ra (output transitions) cña c¸c vÞ trÝ trong c¸c chu tr×nh cña N ,

• m¹ng BPP (Basic Parallel Process) nÕu mäi c¸i chuyÓn ®Òu cã ®óng mét vÞ trÝ

vµo,

• mark graph nÕu mäi vÞ trÝ cña nã cã ®óng mét c¸i chuyÓn vµo (input transition)

vµ ®óng mét c¸i chuyÓn ra (output transition),

• k-bÞ chÆn nÕu víi mäi tr¹ng th¸i ®¹t ®−îc M vµ mäi vÞ trÝ p ta cã M(p) ≤ k,

• bÞ chÆn nÕu tËp tr¹ng th¸i ®¹t ®−îc lµ h÷u h¹n.

Bµi to¸n ®¹t ®−îc cña m¹ng Petri lµ quyÕt ®Þnh ®−îc vµ ®é phøc t¹p thêi gian

cña nã ®· ®−îc gi¶i quyÕt trong mét sè tr−êng hîp ®Æc biÖt ®−îc nªu trong mÖnh

®Ò sau:

MÖnh ®Ò 4.1.2. Bµi to¸n ®¹t ®−îc cña m¹ng Petri (N,M0) lµ

• NP-®Çy ®ñ nÕu N kh«ng cã chu tr×nh [77],

• NP-®Çy ®ñ nÕu N lµ kh«ng hót vµ chuÈn t¾c [39],

• NP-®Çy ®ñ nÕu N lµ kh«ng t−¬ng tranh,
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• NP-®Çy ®ñ nÕu N lµ m¹ng BPP [41],

• thuéc P nÕu N lµ kh«ng t−¬ng tranh vµ bÞ chÆn [37],

• thuéc P nÕu N lµ mark graph.

C¸c kÕt qu¶ ®· biÕt vÒ bµi to¸n ®¹t ®−îc cña m¹ng Petri lµ gi¶i ®−îc trong thêi

gian ®a thøc nÕu nã kh«ng t−¬ng tranh vµ bÞ chÆn hoÆc lµ mark graph. §èi víi

m¹ng Petri, bµi to¸n ®¹t ®−îc cña m¸y h÷u h¹n tr¹ng th¸i ®· ®−îc gi¶i quyÕt trong

[65] b»ng ph−¬ng ph¸p ph−¬ng tr×nh ma trËn, sö dông ma trËn t¸c ®éng (incidence

matrix) vµ ph−¬ng tr×nh tr¹ng th¸i. Víi mét m¸y h÷u h¹n tr¹ng th¸i liªn th«ng,

tr¹ng th¸i M lµ ®¹t ®−îc tõ tr¹ng th¸i M0 khi vµ chØ khi ph−¬ng tr×nh M = M0+Ax

cã nghiÖm nguyªn kh«ng ©m x, ë ®©y A lµ ma trËn t¸c ®éng. Bµi to¸n nµy cã thÓ

®−îc kiÓm chøng trong thêi gian ®a thøc, tøc lµ thuéc NP. Mét m« h×nh më réng cña

m¸y h÷u h¹n tr¹ng th¸i lµ m¸y h÷u h¹n tr¹ng th¸i víi bã c¸c cung (state machines

with batch processing arcs) [63], bµi to¸n ®¹t ®−îc cña m¸y nµy cã ®é phøc t¹p lµ

NP-khã. Nh− vËy, cã thÓ kh¼ng ®Þnh r»ng cho ®Õn nay ch−a cã thuËt to¸n cô thÓ

nµo ®Ó gi¶i bµi to¸n ®¹t ®−îc cña m¸y h÷u h¹n tr¹ng th¸i hay cña CCFG ngoµi viÖc

sö dông ph−¬ng tr×nh ma trËn. Trong ch−¬ng nµy, tr−íc hÕt chóng t«i xÐt CCFG

trªn ®å thÞ cã h−íng kh«ng chu tr×nh. Chóng t«i sÏ ®−a ra ®Æc tr−ng tÝnh ®¹t ®−îc

cña CCFG mµ trong tr−êng hîp nµy chÝnh lµ cÊu tróc thø tù cña CCFG vµ thuËt

to¸n x¸c ®Þnh thø tù nµy. Sau ®ã, trªn ®å thÞ cã h−íng tæng qu¸t chóng t«i sö dông

thuËt to¸n Push-Relabel, mét biÕn thÓ cña thuËt to¸n Fork-Fukerson ®Ó gi¶i bµi to¸n

®¹t ®−îc cña CCFG trong thêi gian ®a thøc.

4.2 CÊu tróc thø tù cña CCFG trªn DAG

§Ó ®Æc tr−ng cÊu tróc thø tù cña kh«ng gian tr¹ng th¸i cña CCFG, trong phÇn nµy

chóng t«i ®−a ra ®Þnh nghÜa hä n¨ng l−îng cña c¸c tr¹ng th¸i cña CCFG. §Ó ý r»ng

nÕu G = (V, E) lµ DAG th× tËp ®Ønh V lµ mét tËp s¾p thø tù nh− sau: víi mäi
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u, v ∈ V , u ≤ v ⇔ u = v hoÆc tån t¹i mét ®−êng ®i tõ v ®Õn u. Ký hiÖu F(V ) lµ

tËp tÊt c¶ c¸c läc thø tù cña V .

§Þnh nghÜa 4.2.1. Cho G = (V,E) lµ mét ®å thÞ cã h−íng kh«ng chu tr×nh (DAG),

a = (a1, a2, . . . , a|V |) lµ mét hîp thµnh cña n trªn V . N¨ng l−îng e(A, a)

cña tr¹ng th¸i a trªn tËp A ⊆ V ®−îc ®Þnh nghÜa lµ e(A, a) =
∑

i∈A ai. D·y

sè (e(A, a)A∈F(V )) ®−îc gäi lµ hä n¨ng l−îng cña tr¹ng th¸i a vµ ®¹i l−îng

E(a) =
∑

A∈F(V ) e(A, a) ®−îc gäi lµ n¨ng l−îng tæng cña tr¹ng th¸i a.

Tõ ®Þnh nghÜa trªn ta cã ngay mÖnh ®Ò sau

Bæ ®Ò 4.2.2. C¸c tr¹ng th¸i cña CCFG ®−îc x¸c ®Þnh duy nhÊt bëi hä n¨ng l−îng

cña nã. NghÜa lµ, nÕu a vµ b lµ hai tr¹ng th¸i cña CCFG(G,n) cã cïng hä n¨ng

l−îng th× a = b.

Chøng minh. LÊy tïy ý v ∈ V . Ta cã Pred(v) vµ Pred(v) \ {v} lµ c¸c läc cña V

nªn theo gi¶ thiÕt ta cã

e(Pred(v), a) = e(Pred(v), b) vµ e(Pred(v) \ {v}, a) = e(Pred(v) \ {v}, b)

Tõ ®ã suy ra a(v) = b(v).

Sau ®©y, ta chøng minh r»ng kh«ng gian tr¹ng th¸i cña CCFG cã cÊu tróc thø tù

bé phËn.

Bæ ®Ò 4.2.3. (CCFG(G,n),≤) lµ mét tËp ®−îc s¾p thø tù bé phËn.

Chøng minh. Ta sÏ chøng minh r»ng b ≤ a kÐo theo e(A, b) ≤ e(A, a) víi mäi

A ∈ F(V ), tøc lµ qu¸ tr×nh ch¸y cña hÖ lµm cho n¨ng l−îng cña c¸c tr¹ng th¸i

gi¶m thùc sù: nÕu b < a th× E(b) < E(a). Ta chØ cÇn chøng minh cho tr−êng hîp

a → b. Gi¶ sö r»ng b nhËn ®−îc tõ a b»ng c¸ch chuyÓn mét chip tõ u ®Õn v. Khi

®ã a(u)− 1 = b(u), a(v) + 1 = b(v) vµ a(w) = b(w) víi mäi w 6= u, v, ë ®©y a(u)

lµ sè chip t¹i ®Ønh u cña tr¹ng th¸i a. LÊy tïy ý A ∈ F(V ).
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H×nh 4.1: Kh«ng gian tr¹ng th¸i cña mét CCFG víi 2 chips.

+ NÕu v ∈ A th× u ∈ A do u ≥ v trong (V,≤) vµ A lµ mét läc. Do ®ã

e(A, a) = e(A, b).

+ NÕu v 6∈ A th×

e(A, a) =

{
e(A, b) nÕu u 6∈ A

e(A, b) + 1 nÕu u ∈ A

Do ®ã e(A, a) ≥ e(A, b) víi mäi A ∈ F(V ). Nãi riªng e(Pred(u), a) >

e(Pred(u), b).

Tõ ®ã suy ra b ≤ a kÐo theo E(b) ≤ E(a). H¬n n÷a, nÕu b < a th× E(b) < E(a).

VËy (CCFG(G,n),≤) lµ mét tËp ®−îc s¾p thø tù bé phËn.

Nh− vËy, kh«ng gian tr¹ng th¸i cña CCFG lµ mét tËp ®−îc s¾p thø tù bé phËn

VÊn ®Ò ®Æt ra lµ lµm thÕ nµo ®Ó ®Æc tr−ng ®−îc quan hÖ thø tù nµy? Lµm thÕ nµo

®Ó x¸c ®Þnh tr¹ng th¸i a cã dÉn ®Õn ®−îc tr¹ng th¸i b hay kh«ng? Bµi to¸n ®¹t ®−îc

cña mét hÖ ®éng lùc lu«n lµ bµi to¸n khã. Trong m« h×nh CFG cæ ®iÓn, cÊu tróc

thø tù ®−îc ®Æc tr−ng bëi kh¸i niÖm shot-vect¬. Tuy nhiªn, ®©y lµ mét ®Æc tr−ng

"gi¸n tiÕp", chØ so s¸nh ®−îc hai tr¹ng th¸i a vµ b khi chóng cïng xuÊt ph¸t tõ mét

tr¹ng th¸i ban ®Çu. Bµi to¸n so s¸nh hai tr¹ng th¸i bÊt kú trong hÖ ®éng lùc CFG

vÉn cßn lµ bµi to¸n më. Kh¸i niÖm shot-vect¬ cã ®−îc lµ do cÊu tróc ph©n bËc
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cña kh«ng gian tr¹ng th¸i cña CFG, theo nghÜa gi÷a hai tr¹ng th¸i a ≥ b cã thÓ cã

nhiÒu ®−êng ®i nh−ng ®é dµi c¸c ®−êng ®i Êy lu«n b»ng nhau. Kh«ng gian tr¹ng

th¸i CCFG kh«ng cßn tÝnh chÊt ph©n bËc nµy n÷a, v× thÕ chóng ta kh«ng thÓ dïng

kh¸i niÖm t−¬ng tù nh− shot-vect¬ trong CFG cæ ®iÓn. Chóng t«i ®Æc tr−ng thø tù

cña CCFG dùa vµo hä n¨ng l−îng. §Æc tr−ng nµy phøc t¹p h¬n rÊt nhiÒu v× ph¶i

kiÓm tra n¨ng l−îng trªn tÊt c¶ c¸c läc cña tËp ®Ønh V , nh−ng nã cã −u ®iÓm lµ

kiÓm tra ®−îc thø tù cña hai tr¹ng th¸i bÊt kú, kh«ng nhÊt thiÕt ph¶i xuÊt ph¸t tõ

mét tr¹ng th¸i nh− trong CFG. Cã thÓ nãi hä n¨ng l−îng phô thuéc trùc tiÕp vµo

b¶n th©n cña c¸c tr¹ng th¸i, kh«ng gi¸n tiÕp nh− shot-vect¬.

Sau ®©y, chóng ta ph¸t biÓu ®Þnh lý vÒ ®Æc tr−ng thø tù cña CCFG:

§Þnh lý 4.2.4. Cho a vµ b lµ hai tr¹ng th¸i cña CCFG(G,n). Khi ®ã a ≥ b trong

CCFG(G,n) khi vµ chØ khi e(A, a) ≥ e(A, b), víi mäi A ∈ F(V ).

Chøng minh. §iÒu kiÖn cÇn cã thÓ rót ra trùc tiÕp tõ chøng minh bæ ®Ò 4.2.3. Ta

chøng minh ®iÒu kiÖn ®ñ b»ng c¸ch chØ ra d·y ch¸y dÉn tõ tr¹ng th¸i a ®Õn b. Chóng

ta chøng minh b»ng quy n¹p theo lùc l−îng cña tËp V .

+ DÔ dµng kiÓm tra trong tr−êng hîp |V | = 1.

+ Gi¶ sö |V | > 1. Ta xÐt hai tr−êng hîp:

• Tr−êng hîp 1: tån t¹i läc A ∈ F(V ), A 6= ∅, A 6= V sao cho e(A, a) = e(A, b).

Khi ®ã trªn ®å thÞ c¶m sinh G1 = G[A] ta cã A′ ∈ F(A), suy ra A′ ∈ F(V ).

Theo gi¶ thiÕt e(A′, a) ≥ e(A′, b) víi mäi A′ ∈ F(A), nªn theo gi¶ thiÕt quy

n¹p ta cã a Ã b trªn ®å thÞ con G[A]. B©y giê, ta xÐt ®å thÞ con c¶m sinh

G2 = G[V \A]. Râ rµng, nÕu B ∈ F(V \A) th× A∪B ∈ F(V ). Gäi B lµ mét

läc bÊt kú cña F (V \A). Ta cã e(A∪B, a) ≥ e(A∪B, b) nªn e(B, a) ≥ e(B, b).

Do ®ã, theo gi¶ thiÕt quy n¹p ta cã b nhËn ®−îc tõ a trªn ®å thÞ G[V \ A].

• Tr−êng hîp 2: e(A, a) ≥ e(A, b) + 1 víi mäi A ∈ F(V ), A 6= ∅, A 6= V . Khi
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®ã tån t¹i mét ®Ønh hót v sao cho a(v) < b(v). Gäi u lµ mét l©n cËn cña v

((u, v) ∈ E). Ta ®Þnh nghÜa tr¹ng th¸i c nh− sau: c(u) = b(u) + 1, c(v) =

b(v)−1 vµ c(w) = b(w),∀w 6= u, v. Khi ®ã c → b. Tõ ®©y suy ra, E(c) > E(b)

vµ do ®ã E(a)− E(c) < E(a)− E(b).

Ta chØ viÖc chøng minh e(A, a) ≥ e(A, c),∀A ∈ F(V ). Khi ®ã, nÕu hai tr¹ng

th¸i a vµ c tháa m·n tr−êng hîp 1 th× a ≥ c cßn nÕu a vµ c tháa m·n tr−êng hîp

2 th× l¹i tån t¹i tr¹ng th¸i c′ sao cho c′ → c vµ e(A, a) ≥ e(A, c′),∀A ∈ F(V ).

Qu¸ tr×nh lÆp l¹i h÷u h¹n lÇn v× kh«ng gian tr¹ng th¸i lµ h÷u h¹n. Do ®ã a ≥ b.

§Ó chøng minh e(A, a) ≥ e(A, c),∀A ∈ F(V ), ta gäi A ∈ F(V ) lµ mét läc

tïy ý vµ xÐt hai tr−êng hîp:

+ NÕu v ∈ A th× u ∈ A, do u ≥ v in (V,≤) vµ A ∈ F(V ). Do ®ã,

e(A, a) ≥ e(A, b) = e(A, c).

+ NÕu v 6∈ A th×

e(A, c) =

{
e(A, b), nÕu u 6∈ A
e(A, b) + 1, nÕu ng−îc l¹i

Do ®ã, e(A, c) ≤ e(A, b) + 1 ≤ e(A, a) (do e(A, a) > e(A, b)). 2

§Þnh lý ®−îc chøng minh xong.

4.3 ThuËt to¸n x¸c ®Þnh thø tù cña hÖ CCFG trªn DAG

Môc ®Ých cña phÇn nµy lµ ®−a ra thuËt to¸n x¸c ®Þnh cÊu tróc thø tù cña hÖ CCFG,

hay mét c¸ch t−¬ng ®−¬ng lµ x¸c ®Þnh tÝnh ®¹t ®−îc cña hÖ CCFG trªn ®å thÞ cã

h−íng kh«ng chu tr×nh. Cho tr−íc hai tr¹ng th¸i a vµ b cña CCFG(G,n), thuËt

to¸n sÏ x¸c ®Þnh a cã dÉn ®Õn ®−îc b hay kh«ng?

Bµi to¸n ®¹t ®−îc cña mét hÖ ®éng lùc lµ mét vÊn ®Ò phøc t¹p bëi v× kh«ng gian

tr¹ng th¸i lµ rÊt lín. Trong m« h×nh CCFG, ®å thÞ nÒn G lu«n ®−îc cho tr−íc cã

kÝch th−íc ®ñ nhá. Ch¼ng h¹n nh− sè c¸c m¸y tÝnh trong m¹ng LAN, sè nót trong

mét m¹ng néi bé cña m« h×nh rotor router hay sè c¸c m¸y trong mét hÖ ph©n t¸n.
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Tuy nhiªn, tæng sè chip n hay sè c«ng viÖc lµ rÊt lín, nã cã thÓ b»ng sè mò c¶

kÝch th−íc cña ®å thÞ nÒn G. Sè phÇn tö cña kh«ng gian tr¹ng th¸i chÝnh lµ sè hîp

thµnh cña n trªn tËp ®Ønh V cña ®å thÞ nÒn. Do ®ã kÝch th−íc cña kh«ng gian tr¹ng

th¸i thËm chÝ cã thÓ b»ng hµm mò so víi kÝch th−íc cña ®å thÞ nÒn. ThuËt to¸n

cña chóng t«i ®−a ra sau ®©y cã ®é phøc t¹p kh«ng phô thuéc vµo tæng sè chips n

mµ chØ phô thuéc vµo kÝch th−íc cña ®å thÞ nÒn G. Do ®ã rÊt h÷u hiÖu ®èi víi c¸c

m¹ng cã ®å thÞ nÒn cè ®Þnh, ®Æc biÖt lµ ®å thÞ nÒn cã kÝch th−íc nhá.

ThuËt to¸n gåm cã hai thuËt to¸n con:

+ ThuËt to¸n sinh ra c¸c läc (ThuËt to¸n I),

+ ThuËt to¸n so s¸nh hai tr¹ng th¸i (ThuËt to¸n II).

Nh− vËy ®èi víi c¸c m¹ng cã ®å thÞ nÒn cè ®Þnh th× chØ cÇn ch¹y ThuËt to¸n I

mét lÇn ®Ó in ra c¸c läc cña ®å thÞ. Sau ®ã, muèn so s¸nh hai tr¹ng th¸i a vµ b th×

ta chØ cÇn ch¹y ThuËt to¸n II. Tõ ®ã, ta thÊy r»ng thuËt to¸n nµy rÊt hiÖu qu¶ trong

tr−êng hîp cÇn so s¸nh mét d·y c¸c cÆp tr¹ng th¸i (a1 vµ b1), ... , (ak vµ bk) cña hÖ

trªn mét ®å thÞ nÒn cè ®Þnh, v× ta chØ cÇn ch¹y mét lÇn ThuËt to¸n I vµ k lÇn ThuËt

to¸n II.

Sau ®©y, chóng t«i tr×nh bµy ý t−ëng ch¹y c¸c thuËt to¸n trªn.

ThuËt to¸n I:

§Çu vµo: ma trËn kÒ E = (eij)m×m cña ®å thÞ G = (V,E) víi |V | = m

§Çu ra: tÖp chøa c¸c läc F(V ).

ThuËt to¸n II:

§Çu vµo: hai tr¹ng th¸i: a = (a1, . . . , am) vµ b = (b1, . . . , bm).

§Çu ra: tr¶ lêi Cã nÕu a ≥ b vµ KH¤NG nÕu ng−îc l¹i.
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4.3.1 ThuËt to¸n sinh ra c¸c läc

§Ó in ra c¸c läc cña tËp thø tù V , chóng t«i sö dông song ¸nh gi÷a tËp c¸c läc

F(V ) vµ tËp c¸c ph¶n xÝch A(V ) cña V . ThuËt to¸n I ®−îc m« t¶ nh− sau:

- Hµm Floyd: chuyÓn ma trËn kÒ M [m][m] (m = |V |) cña ®å thÞ G thµnh ma

trËn ®é dµi ®−êng ®i ng¾n nhÊt M [m][m] sao cho víi i, j ∈ V , M[i][j] lµ ®é dµi

®−êng ®i ng¾n nhÊt tõ i ®Õn j hoÆc lµ 2m nÕu kh«ng tån t¹i ®−êng ®i tõ i ®Õn j.

Nh− vËy nÕu M [i][j] < 2m th× j ≤ i trong V .

- Hµm Filter(h): tÝnh to¸n c¸c ph¶n xÝch cña V , vµ víi mçi ph¶n xÝch A, hµm

Filter x¸c ®Þnh läc F t−¬ng øng vµ l−u l¹i trong mét tÖp.

+ Mçi ph¶n xÝch ®−îc ký hiÖu lµ A[], vµ víi mçi sè nguyªn h, u = A[h] lµ mét

phÇn tö cña A.

Ta ®Þnh nghÜa m¶ng index[i] víi i ∈ V nh− sau:

index[i] =





0 nÕu i kh«ng so s¸nh ®−îc víi c¸c phÇn tö cña A

−u nÕu i ≤ u

u nÕu i > u

+ Ta b¾t ®Çu b»ng mét ph¶n xÝch A gåm chØ 1 phÇn tö vµ viÕt läc t−¬ng øng víi

ph¶n xÝch nµy. Sau ®ã ta thªm vµo A mét phÇn tö kh¸c ®ang ®−îc ®¸nh sè 0.

+ Mçi lÇn thªm vµo A mét phÇn tö ta ®¸nh sè l¹i c¸c phÇn tö trong A nh− sau:

· §Çu tiªn c¸c phÇn tö i ∈ V ®−îc ®¸nh sè 0.

· Mçi lÇn thªm mét phÇn tö u vµo A (u = A[h]), ta cËp nhËt chØ sè i ∈ V

nh− sau:

nÕu index[i] = 0 th×

{
index[i] = −u víi i ≤ u,

index[i] = u víi i > u.

Sau ®©y, chóng t«i tr×nh bµy hµm Index ®¸nh sè c¸c ®Ønh cña ®å thÞ, tõ ®ã in ra

c¸c ph¶n xÝch vµ c¸c läc t−¬ng øng b»ng hµm Filter.
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1) Hµm ®¸nh sè: cã biÕn kiÓu nguyªn h, ®¸nh sè c¸c ®Ønh cña ®å thÞ. Hµm

nµy ®¸nh sè c¸c ®Ønh ®· ®¸nh sè 0 thµnh −AC[h] nÕu cã ®−êng ®i tõ ®Ønh ®ã ®Õn

®Ønh AC[h] hoÆc chÝnh lµ ®Ønh AC[h]. C¸c ®Ønh mµ tõ ®Ønh AC[h] cã thÓ ®i ®Õn

®−îc th× ®¸nh sè lµ AC[h].

procedure index (interger h)

k = PX[h];

index[k] = −k;

for i := 1 to m do

if index[i] == 0 then

if M [k][i] < 2×m then index[i] = k;

if M [i][k] < 2×m then index[i] = −k;

end if

end for

2) Hµm Filter: cã biÕn kiÓu nguyªn h.Hµm nµy sinh ra c¸c läc t¹o bëi ph¶n xÝch

gåm h phÇn tö ®Çu tiªn trong m¶ng AC[m] ®ång thêi gäi ®Ö quy Filter(h + 1).

procedure Filter (interger h)

index(h); // ®¸nh sè c¸c ®Ønh liªn quan ®Õn dØnh AC[h].

for i := 1 to m do

if ( DS[i] < 0 ) then print i; // viÕt läc sinh bëi ph¶n xÝch

end for

l := 0; // biÕn ®Õm c¸c ®Ønh kh«ng so s¸nh ®−îc víi h ®Ønh PX[1], . . . PX[h].

for i := 1 to m do

if DS[i] = 0 then l = l + 1;
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end for

if l == 0 then return; // tÊt c¶ c¸c ®Ønh ®· ®−îc ®¸nh sè th× tho¸t ra.

else for i := PX[h] + 1 to m // vßng lÆp cho c¸c ®Ønh cã chØ sè lín h¬n

PX[h].

if DS[i] == 0 then // c¸c ®Ønh kh«ng so s¸nh ®−îc víi h phÇn tö

PX[h + 1] = i; // ®Çu tiªn ®−îc thªm vµo m¶ng PX[m].

Filter(h + 1);

for j := 1 to m do

if (DS[j] == −i OR DS[j] == i) then DS[j] = 0;//

end for // xãa c¸c ®Ønh ®· ®−îc ®¸nh sè liªn quan ®Õn

PX[h + 1].

end if

end for

end else

TiÕp theo, chóng ta ph©n tÝch ®é phøc t¹p cña thuËt to¸n.

§Þnh lý 4.3.1. ThuËt to¸n I sinh ra tÊt c¶ c¸c läc cña V víi ®é phøc t¹p

O(m3 + m|F(V )|), trong ®ã m = |V |.

Chøng minh. Ta cÇn chøng minh r»ng thuËt to¸n sinh ra tÊt c¶ c¸c läc cña V (hay

mét c¸ch t−¬ng ®−¬ng, tÊt c¶ c¸c ph¶n xÝch) vµ mçi läc ®−îc sinh ra ®óng mét lÇn.

ThËt vËy, ta h·y xÐt qu¸ tr×nh sinh mét ph¶n xÝch cã h phÇn tö A = {p1, . . . , ph}.

Ta b¾t ®Çu b»ng mét ph¶n xÝch chØ cã mét phÇn tö A := {p1} (AC[1] = p1). Sau ®ã,

ta thªm mét phÇn tö {p2} ë "vßng for" for i := AC[1] + 1 to m (phÇn tö nµy ®−îc

®¸nh sè lín h¬n phÇn tö p1 vµ kh«ng so s¸nh ®−îc víi phÇn tö p1 trong (V,≤)).

Lóc nµy ta cã A := {p1, p2}. T−¬ng tù, trong "vßng for" for i := AC[h − 1] + 1
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to m, ta thªm phÇn tö AC[h] = ph vµo A vµ gäi hµm Filter(1). Hµm nµy sinh ra

ph¶n xÝch A = {p1, . . . , ph}. H¬n n÷a, c¸c ®Ønh n»m trong mét ph¶n xÝch ®−îc

®¸nh sè t¨ng dÇn vµ mçi khi thªm mét ®Ønh míi th× ®Ønh nµy ph¶i kh«ng so s¸nh

®−îc víi c¸c phÇn tö tr−íc ®ã trong ph¶n xÝch. Do vËy, mçi läc t−¬ng øng víi mét

ph¶n xÝch ®−îc sinh ra ®óng mét lÇn.

B©y giê, ta ph©n tÝch ®é phøc t¹p cña thuËt to¸n. ThuËt to¸n FloydWarshall ch¹y

trong thêi gian O(m3). Vßng for thø hai trong hµm main cã m b−íc vµ mçi b−íc

ch¹y trong thêi gian O(m). Mçi khi gäi hµm Filter th× hµm ®¸nh sè (index) còng

®−îc gäi trong hµm Filter. Hµm ®¸nh sè ch¹y trong thêi gian O(m). VËy, ®é phøc

t¹p cña thuËt to¸n lµ O(m3 + m2 + m.|F(V )|) hay lµ O(m3 + m.|F(V )|). §Þnh lý

®−îc chøng minh. 2

VÝ dô 4.3.2. ThuËt to¸n sinh ra c¸c läc. Trong vÝ dô sau ®©y, c¸c ®Ønh cña ®å thÞ

®−îc biÓu diÔn b»ng c¸c h×nh trßn vµ ®−îc ®¸nh sè, c¸c ®Ønh ®−îc t« mµu lµ c¸c

®Ønh ®−îc thªm vµo ®Ó t¹o nªn ph¶n xÝch míi.

(i) Tr−íc hÕt xÐt mét ®Ønh bÊt kú, ch¼ng h¹n ta xÐt ®Ønh 1. Lóc ®Çu tÊt c¶ c¸c

®Ønh ®−îc ®¸nh sè 0. Sau ®ã, ®¸nh sè l¹i c¸c ®Ønh: C¸c ®Ønh kh«ng nhá h¬n ®Ønh

1 trong thø tù cña tËp ®Ønh V ®−îc ®¸nh sè -1. C¸c ®Ønh lín h¬n ®Ønh 1 ®−îc ®¸nh

sè 1, c¸c ®Ønh kh«ng so s¸nh ®−îc víi ®Ønh 1 vÉn gi÷ nguyªn (®−îc ®¸nh sè 0).

Nh− vËy, ta cã ph¶n xÝch ®Çu tiªn lµ {1} vµ läc ®Çu tiªn lµ {1}.

4 5

32

1

6

0

0 0 0 

0 0 4 5

32

1

6

-1

AC(1), Filter(1) 

H×nh 4.2: XÐt ®Ønh 1 vµ ®¸nh sè l¹i c¸c ®Ønh.
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TiÕp theo, ta thªm ®Ønh kh«ng so s¸nh ®−îc víi ®Ønh 1 lµ ®Ønh 6, lóc nµy ®Ønh 6

®−îc ®¸nh sè l¹i lµ -6. C¸c ®Ønh cßn l¹i ®· ®−îc ®¸nh sè kh¸c 0 nªn tho¸t ra vµ

ta cã ph¶n xÝch míi gåm c¸c ®Ønh ®−îc ®¸nh sè nhá h¬n 0 lµ {1, 6} vµ läc t−¬ng

øng {1, 6}. H×nh vÏ sau minh häa ®iÒu ®ã.

4 5

32

1

6

-1

1

AC(1,6), Filter(1,6) 

11

1 -6

H×nh 4.3: §Ønh 6 ®−îc thªm vµo ph¶n xÝch {1} vµ ®−îc ®¸nh sè l¹i.

(ii) B−íc tiÕp theo ta xÐt ®Ønh 2, vµ b©y giê c¸c ®Ønh l¹i ®−îc ®¸nh sè 0. Qu¸

tr×nh ®−îc lÆp l¹i t−¬ng tù nh− trªn vµ ®−îc minh häa bëi c¸c h×nh vÏ sau. Chó ý

r»ng c¸c ®Ønh ®· ®−îc ®¸nh sè råi th× kh«ng ®¸nh l¹i khi xÐt thªm ®Ønh míi:

4 5

32

1

6

0

0 0 

0

0

0 4 5

32

1

6

-2

-2 0 0 

2 0

AC(2); Filter(1,2) 

H×nh 4.4: §¸nh sè l¹i c¸c ®Ønh liªn quan ®Õn ®Ønh 2 vµ sinh läc.

+ Thªm ®Ønh 3 (®ang ®−îc ®¸nh sè 0) vµo ph¶n xÝch {2}, ®¸nh sè l¹i c¸c ®Ønh

liªn quan ®Õn ®Ønh 3 vµ sinh läc t−¬ng øng

Thªm ®Ønh 6 (®ang ®−îc ®¸nh sè 0) vµo ph¶n xÝch {2, 3} , ®¸nh sè l¹i c¸c ®Ønh

liªn quan ®Õn ®Ønh 6 vµ sinh läc t−¬ng øng:
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4 5

32

1

6

-2

-2 -3 
-6

2 3

AC(2,3,6); Filter(1,2,3,6) 

4 5

32

1

6

-2

-2 -3 0 

2 3

AC(2,3); Filter(1,2,3) 

H×nh 4.5: Thªm ®Ønh 3, ®Ønh 6, ®¸nh sè l¹i vµ sinh läc t−¬ng øng.

Nh− vËy khi xÐt ph¶n xÝch {2, 3}, c¸c ®Ønh ®· ®−îc ®¸nh sè kh¸c 0 nªn quay l¹i

khi ®ang xÐt ®Ønh 2.

+ Thªm ®Ønh 5 (®ang ®−îc ®¸nh sè 0) vµo ph¶n xÝch {2}, ®¸nh sè l¹i c¸c ®Ønh

liªn quan ®Õn ®Ønh 5 vµ sinh läc. T−¬ng tù, thªm ®Ønh 6 vµo ph¶n xÝch {2}, ®¸nh

sè l¹i vµ sinh läc (H×nh 4.6):

4 5

32

1
-2

-2 6-5 -5

2 -5

AC(2,3,6);

Filter(1,2,3,5,6)

4 5

32

1
-2

-2 -5 -6

2 6

AC(2,6);

Filter(1,2,6)

6

H×nh 4.6: Thªm ®Ønh 5, ®¸nh sè l¹i vµ sinh läc.

(iii) Qu¸ tr×nh tiÕp tôc, ta xÐt c¸c ®Ønh cßn l¹i víi chØ sè t¨ng dÇn vµ lµm t−¬ng

tù nh− trªn.

4.3.2 ThuËt to¸n so s¸nh hai tr¹ng th¸i

Dùa vµo ®Þnh lý 4.2.4 vÒ ®Æc tr−ng thø tù cña hÖ CCFG, chóng t«i x©y dùng thuËt

to¸n so s¸nh hai tr¹ng th¸i a vµ b.
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D÷ liÖu chuÈn bÞ:

1. Hai m¶ng mét chiÒu a[m] vµ b[m] cho hai tr¹ng th¸i a vµ b;

2. Mét file F chøa tÊt c¶ c¸c läc.

3. Mét biÕn C ®Ó quyÕt ®Þnh a ≥ b?

§é phøc t¹p cña ThuËt to¸n II phô thuéc vµo sè phÇn tö cña mçi läc vµ kÕt qu¶

a ≥ b hay kh«ng. Trong tr−êng hîp xÊu nhÊt, ThuËt to¸n II ch¹y trong thêi gian

O(|V |.|F(V )|) v× ph¶i tÝnh n¨ng l−îng cña a vµ b trªn tÊt c¶ c¸c läc.

Chó ý: ThuËt to¸n I vµ thuËt to¸n II ®· ®−îc lËp tr×nh b»ng ng«n ng÷ C++ vµ

cho ra kÕt qu¶ mong muèn (xem h×nh 4.7, 4.12).

H×nh 4.7: §Çu vµo vµ ®Çu ra cña ch−¬ng tr×nh in ra c¸c läc

4.4 M¹ng vËn t¶i

TiÕp theo chóng t«i sÏ ®−a ra ®Æc tr−ng cho tÝnh ®¹t ®−îc cña hÖ CCFG trªn ®å thÞ

cã h−íng tæng qu¸t. Tr−íc hÕt, chóng t«i tr×nh bµy kh¸i niÖm m¹ng vËn t¶i t−¬ng

øng víi cÊu h×nh cña ®å thÞ. Kh¸i niÖm nµy sÏ ®−îc dïng ®Ó ®Æc tr−ng tÝnh ®¹t ®−îc
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H×nh 4.8: Mét sè kÕt qu¶ cña thuËt to¸n so s¸nh hai tr¹ng th¸i. Tr¸i: ®Çu vµo; ph¶i: ®Çu ra.

cña hÖ CCFG trªn ®å thÞ cã h−íng. Chóng t«i còng ®−a ra thuËt to¸n thêi gian ®a

thøc ®Ó gi¶i quyÕt bµi to¸n ®¹t ®−îc cña CCFG trªn ®å thÞ cã h−íng.

Trong phÇn nµy chóng t«i sÏ ®−a ra kh¸i niÖm m¹ng vËn t¶i t−¬ng øng víi cÊu

h×nh cña CCFG. Tr−íc hÕt, xin nh¾c l¹i mét sè ®Þnh nghÜa c¬ b¶n vÒ m¹ng vËn t¶i

vµ luång trªn m¹ng.

Mét m¹ng vËn t¶i ®−îc ®Þnh nghÜa lµ bé G = (V, E, w, s, t), trong ®ã (V,E) lµ

mét ®å thÞ cã h−íng liªn th«ng kh«ng cã khuyªn, w : E → R+ ∪ {0} lµ hµm träng

l−îng trªn tËp cung E, s lµ mét ®Ønh x¸c ®Þnh cho tr−íc gäi lµ ®Ønh ph¸t, cßn t lµ

mét ®Ønh cho tr−íc kh¸c gäi lµ ®Ønh thu. Gi¶ sö f : E → R+ ∪ {0} lµ hµm x¸c

®Þnh trªn tËp cung E. Khi ®ã, víi mçi cung (u, v) ∈ E ta sÏ viÕt gi¸ trÞ f((u, v))

cña hµm f trªn cung (u, v). Ta cã ®Þnh nghÜa luång (flow) trong m¹ng vËn t¶i nh−

sau:

§Þnh nghÜa 4.4.1. Cho m¹ng vËn t¶i G = (V, E, w, s, t). Luång trong m¹ng vËn t¶i

G lµ mét hµm f : V × V → R víi f(u, v) = 0,∀(u, v) 6∈ E vµ tháa m·n c¸c tÝnh

chÊt sau:

• Kh¶ n¨ng th«ng qua: f(u, v) ≤ w(u, v), víi mäi u, v ∈ V .
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• TÝnh chÊt ®èi xøng: f(u, v) = −f(v, u), víi mäi u, v ∈ V .

• TÝnh b¶o toµn luång:
∑

v∈V f(u, v) = 0, víi mäi u ∈ V \ {s, t}.

Víi mçi cung (u, v), gi¸ trÞ w(u, v) gäi lµ kh¶ n¨ng th«ng qua cña cung (u, v),

cßn gi¸ trÞ f(u, v) cña luång f trªn cung (u, v) gäi lµ gi¸ trÞ cña luång f qua cung

(u, v). §iÒu kiÖn thø nhÊt trong ®Þnh nghÜa cña luång nãi r»ng gi¸ trÞ cña luång f

qua mét cung (u, v) ∈ E bÊt kú kh«ng v−ît qu¸ kh¶ n¨ng th«ng qua cña cung ®ã.

§iÒu kiÖn thø hai trong ®Þnh nghÜa cña luång nãi lªn tÝnh ®èi xøng, luång ®i tõ u

®Õn v ph¶i b»ng ®èi cña luång ®i tõ v ®Õn u. §iÒu kiÖn thø ba thÓ hiÖn luËt b¶o

toµn luång cña Kirchhoff: ë mçi ®Ønh trõ ®Ønh ph¸t vµ ®Ønh thu, tæng gi¸ trÞ cña

luång qua c¸c cung ®i vµo ®Ønh ®ã b»ng tæng gi¸ trÞ cña luång qua c¸c cung ®i ra

tõ nã.

Gi¸ trÞ cña luång f ký hiÖu lµ |f | vµ ®−îc ®Þnh nghÜa b»ng |f | = ∑
v∈V f(s, v),

tøc lµ tæng luång ®i ra khái nguån s.

Bµi to¸n t×m luång lín nhÊt: Gi¶ sö G = (V, E, w, s, t) lµ mét m¹ng vËn t¶i

®· cho. H·y t×m mét luång f trªn m¹ng G sao cho gi¸ trÞ |f | lµ lín nhÊt trong c¸c

gi¸ trÞ cña luång trong G.

Bµi to¸n t×m luång lín nhÊt trong m¹ng vËn t¶i th−êng gÆp trong c¸c øng dông

thùc tiÔn, ch¼ng h¹n nh− cÇn x¸c ®Þnh c−êng ®é lín nhÊt cho phÐp trong mét m¹ng

®iÖn, l−îng dßng ch¶y lín nhÊt trong mét m¹ng s«ng ngßi, vv vµ vv. Bµi to¸n nµy

®· ®−îc gi¶i quyªt b»ng mét sè thuËt to¸n næi tiÕng nh− thuËt to¸n Fork-Fulkerson,

thuËt to¸n Push-Relabel, vv vµ vv. §Æc biÖt, thuËt to¸n Push-Relabel ch¹y trong

thêi gian O(|V |3). Chóng t«i sÏ sö dông thuËt to¸n Push-Relabel ®Ó gi¶i bµi to¸n

®¹t ®−îc cña CCFG trong môc 4.5.

TiÕp theo, chóng t«i sÏ tr×nh bµy kh¸i niÖm cÊu h×nh cña ®å thÞ, mét kh¸i niÖm

më réng cña kh¸i niÖm tr¹ng th¸i cña CCFG.

§Þnh nghÜa 4.4.2. Mét cÊu h×nh (configuration) cña ®å thÞ G = (V, E) lµ mét hµm
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sè c : V (G) → R vµ ®−îc ký hiÖu lµ c = {c(v)}v∈V , víi c(v) lµ gi¸ trÞ t¹i ®Ønh v.

§Þnh nghÜa 4.4.3. Cho a = {a(v)}v∈V vµ b = {b(v)}v∈V lµ hai cÊu h×nh cña ®å thÞ

G. CÊu h×nh {a(v)− b(v)}v∈V , ký hiÖu lµ a− b, ®−îc gäi lµ cÊu h×nh lÖch cña hai

cÊu h×nh a vµ b.

Sau ®©y, chóng t«i tr×nh bµy kh¸i niÖm m¹ng vËn t¶i t−¬ng øng (corresponding

flow network) víi cÊu h×nh cña ®å thÞ. Víi mçi cÊu h×nh c = {c(v)}v∈V cña ®å thÞ

G, ta x¸c ®Þnh duy nhÊt mét m¹ng vËn t¶i t−¬ng øng (Gc, w, s, t) (xem h×nh 4.9

vµ h×nh 4.10). Ta sÏ dùa vµo kh¸i niÖm nµy ®Ó gi¶i bµi to¸n ®¹t ®−îc cña CCFG.

§Þnh nghÜa 4.4.4. Cho c = {c(v)}v∈V lµ mét cÊu h×nh cña ®å thÞ G. M¹ng vËn t¶i

t−¬ng øng víi cÊu h×nh c lµ m¹ng (Gc, w, s, t) ®−îc ®Þnh nghÜa nh− sau:

• s lµ ®Ønh nguån vµ t ®Ønh ®Ých.

• V (Gc) = {s, t} ∪ P ∪ N , víi P = {v ∈ V (G)|c(v) > 0}, N = {v ∈
V (G)|c(v) < 0}.

• E(Gc) = {(s, v)|v ∈ P} ∪ {(v, u)|v ∈ P, u ∈ N, v Ã u trong G} ∪ {(u, t)|u ∈
N}

•





w(s, v) = c(v),∀v ∈ P ;

w(u, t) = −c(u),∀u ∈ N ;

w(v, u) = +∞,∀v ∈ P, ∀u ∈ N sao cho (v, u) ∈ E(Gc).

4.5 TÝnh ®¹t ®−îc cña hÖ CCFG trªn ®å thÞ cã h−íng

Mét trong nh÷ng kÕt qu¶ chÝnh cña ch−¬ng nµy lµ ®Þnh lý ®Æc tr−ng vÒ tÝnh ®¹t

®−îc cña hÖ CCFG trªn ®å thÞ cã h−íng. Sau ®©y, chóng t«i sÏ tr×nh bµy ®Þnh lý

®Æc tr−ng vÒ tÝnh ®¹t ®−îc cña hÖ CCFG dùa vµo m¹ng vËn t¶i t−¬ng øng víi cÊu

h×nh cña ®å thÞ.
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H×nh 4.9: Mét tr¹ng th¸i C trªn ®å thÞ G.
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H×nh 4.10: M¹ng vËn t¶i t−¬ng øng víi tr¹ng th¸i c.

§Þnh lý 4.5.1. Cho a vµ b lµ hai tr¹ng th¸i cña CCFG(G,n). Khi ®ã b ®¹t ®−îc

tõ a khi vµ chØ khi luång trªn m¹ng vËn t¶i t−¬ng øng víi cÊu h×nh lÖch c = a− b

®¹t gi¸ trÞ cùc ®¹i lµ
∑

c(v)>0 c(v).

Chøng minh. Gäi (Gc, w, s, t) lµ m¹ng vËn t¶i t−¬ng øng víi cÊu h×nh c.

a) Tr−íc hÕt, ta chøng minh ®iÒu kiÖn cÇn. Gäi f lµ gi¸ trÞ luång cùc ®¹i trªn

m¹ng (Gc, w, s, t). Theo gi¶ thiÕt, gi¸ trÞ cña luång cùc ®¹i b»ng
∑

c(v)>0 c(v) nªn

ta cã

f(s, v) = c(v),∀v ∈ P vµ f(s, v) =
∑

u:(v,u)∈E(Gc)

f(v, u),∀v ∈ P
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f(u, t) = −c(u),∀u ∈ N vµ f(u, t) =
∑

v:(v,u)∈E(Gc)

f(v, u),∀u ∈ N.

Khi ®ã xuÊt ph¸t tõ tr¹ng th¸i a, t¹i mçi ®Ønh v ∈ P , ta chuyÓn f(v, u) chips tõ

®Ønh v ®Õn ®Ønh u ∈ N nÕu (v, u) ∈ E(Gc) (ta cã thÓ chuyÓn ®−îc v× v Ã u

trong G). Sau viÖc chuyÓn nµy th× t¹i mçi ®Ønh v ∈ P sè chips cßn l¹i lµ

a(v)−∑
(v,u)∈E(Gc)

f(v, u) = a(v)− c(v) = a(v)− (a(v)− b(v)) = b(v); trong khi

®ã sè chips t¹i mçi ®Ønh u ∈ N sÏ lµ a(u)+
∑

(v,u)∈E(Gc)
f(v, u) = a(u)+f(u, t) =

a(u)− c(u) = a(u)− (a(u)− b(u)) = b(u). Nh− vËy, sau qu¸ tr×nh nµy ta cã ®−îc

tr¹ng th¸i b.

b) Sau ®©y, ta chøng minh ®iÒu kiÖn ®ñ, tøc lµ nÕu b nhËn ®−îc tõ a th× m¹ng vËn

t¶i t−¬ng øng víi cÊu h×nh lÖch c = a− b cã gi¸ trÞ luång lín nhÊt lµ
∑

c(v)>0 c(v).

Ta sÏ chøng minh b»ng quy n¹p theo ®é dµi cña b−íc chuyÓn a Ã b. DÔ dµng kiÓm

tra ®−îc trong tr−êng hîp a → b.

Gi¶ sö a Ã b cã ®é dµi k + 1 vµ kh¼ng ®Þnh ®óng cho c¸c b−íc chuyÓn cã ®é

dµi k. Khi ®ã tån t¹i tr¹ng th¸i b1 sao cho a Ã b1 vµ b1 → b b»ng c¸ch chuyÓn mét

chip däc cung (i, j) vµ gi¶ thiÕt luång cùc ®¹i cña m¹ng vËn t¶i t−¬ng øng víi cÊu

h×nh c1 = a− b1 cã gi¸ trÞ
∑

c1(v)>0 c1(v).

Gi¶ sö f1 lµ luång cùc ®¹i cña m¹ng vËn t¶i (Gc1, w1, s, t) víi f1(s, v) =

c1(v),∀v ∈ P1, f1(u, t) = −c1(u),∀u ∈ N1, víi V (Gc1) = {s, t} ∪ P1 ∪ N1. Ta sÏ

x©y dùng luång cùc ®¹i f cña m¹ng vËn t¶i (Gc, w, s, t) dùa trªn luång f1. §Ó ý

r»ng V (Gc) = {s, t} ∪ P ∪N vµ trong tr−êng hîp nµy P hay N cã thÓ chøa ®Ønh

v víi c(v) = 0.

Ta xÐt c¸c tr−êng hîp sau:

• NÕu c1(i) = c1(j) = 0 : sau b−íc chuyÓn b1 → b ta cã P = P1 ∪ {i}, N =

N1 ∪ {j}, c1(i) = 1, c1(j) = −1. Ta x©y dùng luång f cña m¹ng vËn t¶i t−¬ng
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øng víi tr¹ng th¸i c nh− sau:

f(s, v) = f1(s, v),∀v ∈ P, f(u, t) = f1(u, t),∀u ∈ N

f(s, i) = 1 = w(s, i), f(j, t) = 1 = w(j, t), vµ f(i, j) = 1

(®Ó ý r»ng i → j in V (G))

DÔ dµng kiÓm tra ®−îc f tháa m·n c¸c ®iÒu kiÖn cña luång vµ f(s, v) =

w(s, v),∀v ∈ P , do ®ã f lµ mét luång cùc ®¹i.

• NÕu c1(i) > 0, c1(j) > 0 : t−¬ng tù ta cã P = P1, N = N1, c(i) =

c1(i) + 1, c(j) = c1(j)− 1 (nÕu c(j) = 0 th× w(s, j) = 0).

V× c1(j) > 0 nªn tån t¹i u ∈ N sao cho (j, u) ∈ E(Gc1) vµ f1(j, u) > 0. H¬n

n÷a, (i, j) ∈ E(G), (j, u) ∈ E(Gc1) nªn suy ra (i, u) ∈ E(Gc1). Luång cùc ®¹i

f ®−îc x©y dùng nh− sau:

f(s, i) = f1(s, i) + 1 = w(s, i), f(s, j) = f1(s, j)− 1 = w(s, j),

f(i, u) = f1(i, u) + 1, f(j, u) = f1(j, u)− 1

vµ f = f1 trªn c¸c cung cßn l¹i.

• NÕu c1(i) < 0, c1(j) < 0 : ta cã P = P1, N = N1, c(i) = c1(i) + 1, c(j) =

c1(j) − 1. V× f1(i, t) > 0 nªn tån t¹i v ∈ P sao cho (v, i) ∈ E(Gc) vµ

f1(v, i) > 0. Do (i, j) ∈ E(G) nªn ta cã (v, j) ∈ E(Gc). Luång cùc ®¹i f

®−îc x©y dùng nh− sau:

f(i, t) = f1(i, t)− 1 = w(i, t), f(j, t) = f1(j, t) + 1 = w(j, t),

f(v, i) = f1(v, i)− 1, f(v, j) = f1(v, j) + 1

vµ f = f1 trong c¸c tr−êng hîp cßn l¹i.

• NÕu c1(i) > 0, c1(j) < 0 : ta cã P = P1, N = N1, c(i) = c1(i) + 1, c(j) =

c1(j)− 1. Ta x©y dùng luång cùc ®ai f nh− sau:

f(s, i) = f1(s, i)+1 = w(s, i), f(i, j) = f1(i, j)+1, f(j, t) = f1(j, t)+1 = w(j, t)
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vµ f = f1 trªn c¸c cung cßn l¹i.
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H×nh 4.11: Luång cùc ®¹i f ®−îc x©y dùng dùa trªn luång f1 trong tr−êng hîp c1(i) > 0, c1(j) > 0.

• NÕu c1(i) < 0, c1(j) > 0 : ta cã P = P1, N = N1, c(i) = c1(i) + 1, c(j) =

c1(j)− 1. Khi ®ã ta xÐt hai tr−êng hîp:

+ NÕu tån t¹i mét ®−êng ®i cã h−íng tõ j ®Õn i th× (j, i) ∈ E(Gc) vµ hµm f

®−îc x©y dùng nh− sau:

f(s, j) = f1(s, j)− 1 = c1(j)− 1 = c(j) = w(s, j)

f(j, i) = f1(j, i)− 1, f(i, t) = f1(i, t)− 1 = c1(i)− 1 = c(i) = w(i, t),

lµ luång cùc ®¹i cÇn t×m.

+ NÕu kh«ng cã ®−êng ®i tõ j ®Õn i tøc lµ (j, i) 6∈ E(Gc′) th× tån t¹i

v ∈ P, v 6= j, f1(v, i) > 0 vµ u ∈ N1, u 6= i, f1(j, u) > 0. Nh− vËy, tån

t¹i ®−êng ®i v Ã i Ã j Ã u trong G vµ do ®ã (v, u) ∈ E(Gc). Luång cùc ®¹i

f ®−îc x©y dùng nh− sau:

f(s, j) = f1(s, j)− 1 = w(s, j), f(j, u) = f1(j, u)− 1

f(v, u) = f1(v, u) + 1, f(v, i) = f1(v, i)− 1, f(i, t) = f1(i, t)− 1 = w(i, t)

vµ f = f1 trªn c¸c cung cßn l¹i.
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H×nh 4.12: Luång cùc ®¹i f ®−îc x©y dùng dùa trªn luång f1 trong tr−êng hîp c1(i) < 0, c1(j) > 0.

• NÕu c1(i) = 0, c1(j) 6= 0 : Ta cã thÓ thªm i vµo P1 víi w(s, i) = 0 vµ lý luËn

t−¬ng tù nh− trong tr−êng hîp c1(i) > 0, ta sÏ nhËn ®−îc luång cùc ®¹i f .

• If c1(i) 6= 0, c(j) = 0 : T−¬ng tù nh− trªn, ta thªm j vµo N víi w(j, t) = 0 vµ

x©y dùng luång cùc ®¹i f nh− trong tr−êng hîp c(j) < 0.

Nh− vËy, trong mäi tr−êng hîp ta cã thÓ x©y dùng luång cùc ®¹i cña m¹ng vËn

t¶i (Gc, w, s, t) cã gi¸ trÞ lµ
∑

c(v)>0 c(v). §Þnh lý ®−îc chøng minh xong.

4.6 ThuËt to¸n

Nh− ®· tr×nh bµy trong phÇn tr−íc, bµi to¸n ®¹t ®−îc cña m¹ng Petri chØ gi¶i ®−îc

trong thêi gian ®a thøc nÕu nã kh«ng t−¬ng tranh vµ bÞ chÆn. §Ó ý r»ng mark graph

còng kh«ng t−¬ng tranh. Trong tr−êng hîp cã yÕu tè t−¬ng tranh ta ph¶i xÐt hÕt

tÊt c¶ c¸c tr−êng hîp x¶y ra cña c¸c transition nªn ph¶i ch¹y trong thêi gian mò.

Trong phÇn ®Çu cña ch−¬ng nµy chóng t«i còng ®· ®−a ra thuËt to¸n ®Ó gi¶i bµi

to¸n ®¹t ®−îc cña hÖ CCFG trªn ®å thÞ kh«ng cã chu tr×nh. YÕu tè t−¬ng tranh gi÷a

c¸c cung khi thùc hiÖn ho¹t ®éng ch¸y dÉn ®Õn viÖc ph¶i xÐt tÊt c¶ c¸c kh¶ n¨ng

ch¸y ®−îc cña c¸c cung nªn cÇn ph¶i tÝnh n¨ng l−îng cña c¸c tr¹ng th¸i trªn tÊt c¶

c¸c läc, tøc lµ ta ph¶i in ra tÊt c¶ c¸c läc cña tËp V . Do ®ã, thuËt to¸n nµy ch¹y
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trong thêi gian O(|V |3 + |V |.|F(V )|), tøc lµ thêi gian mò ®èi víi |V |.

Trong môc nµy, chóng t«i sÏ ®−a ra thuËt to¸n x¸c ®Þnh tÝnh ®¹t ®−îc cña hÖ

CCFG trªn ®å thÞ cã h−íng dùa vµo m¹ng vËn t¶i. Theo ®Þnh lý 4.5.1 th× chØ cÇn

t×m luång cùc ®¹i trªn m¹ng vËn t¶i t−¬ng øng víi cÊu h×nh lÖch a − b cña ®å thÞ

th× x¸c ®Þnh ®−îc tr¹ng th¸i a cã dÉn ®Õn ®−îc tr¹ng th¸i b hay kh«ng? ThuËt to¸n

nµy ch¹y trong thêi gian ®a thøc cña |V (G)|.

ThuËt to¸n

§Çu vµo: ®å thÞ G = (V,E) vµ hai tr¹ng th¸i a, b.

§Çu ra: tr¶ lêi Yes nÕu b ®¹t ®−îc tõ a vµ tr¶ lêi No nÕu ng−îc l¹i. Trong tr−êng

hîp c©u tr¶ lêi lµ Yes, th× in ra d·y ch¸y dÉn tõ a ®Õn b.

ThuËt to¸n gåm cã ba b−íc:

• Dïng thuËt to¸n Floyd ®Ó t¹o nªn m¹ng vËn t¶i cã ®é phøc t¹p lµ O(|V (G)|3).

• Dïng thuËt to¸n Push-Relabel t×m luång cùc ®¹i víi ®é phøc t¹p lµ

O(|V (G)|2
√
|E(Gc)|) [35, 79]. NÕu gi¸ trÞ luång lín nhÊt lµ

∑
c(v)>0 c(v) th×

c©u tr¶ lêi lµ Yes. C©u tr¶ lêi lµ No nÕu ng−îc l¹i.

• In ra d·y ch¸y dùa vµo chøng minh cña §Þnh lý 4.5.1 trong thêi gian

O(|V (G)|2).

Nh− vËy, thuËt to¸n nµy ch¹y trong thêi gian O(|V (G)|3) vµ ta co mÖnh ®Ò sau.

MÖnh ®Ò 4.6.1. ThuËt to¸n x¸c ®Þnh tÝnh ®¹t ®−îc cña hÖ CCFG trªn ®å thÞ cã

h−íng G = (V,E) ch¹y trong thêi gian O(|V |3).

ViÖc x©y dùng m¹ng vËn t¶i t−¬ng øng víi cÊu h×nh a − b cña ®å thÞ chØ liªn

quan ®Õn c¸c ®Ønh v cã sè chip kh¸c nhau gi÷a hai tr¹ng th¸i a vµ b. Do ®ã, thùc

tÕ ®é phøc t¹p cña thuËt to¸n trªn chØ lµ k3 víi k lµ sè ®Ønh cã sè chip kh¸c nhau

gi÷a a vµ b. ThuËt to¸n nµy rÊt hiÖu qu¶ khi dïng ®Ó so s¸nh hai tr¹ng th¸i cña c¸c

m¹ng phøc t¹p cã ®å thÞ nÒn lín.
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4.7 KÕt luËn ch−¬ng 4

Trong ch−¬ng nµy chóng t«i nghiªn cøu tÝnh ®¹t ®−îc cña hÖ CCFG trªn ®å thÞ cã

h−íng vµ ®· ®¹t ®−îc nh÷ng kÕt qu¶ sau:

- X©y dùng hä n¨ng l−îng cña c¸c tr¹ng th¸i cña hÖ CCFG ®Ó ®Æc tr−ng cÊu tróc

thø tù cña hÖ CCFG trªn ®å thÞ cã h−íng kh«ng chu tr×nh.

- X©y dùng thuËt to¸n x¸c ®Þnh thø tù cña hÖ CCFG trªn ®å thÞ cã h−íng kh«ng

chu tr×nh.

- X©y dùng m¹ng vËn t¶i t−¬ng øng víi tr¹ng th¸i cña CCFG trªn ®å thÞ cã h−íng

®Ó ®Æc tr−ng tÝnh ®¹t ®−îc cña hÖ CCFG trªn ®å thÞ cã h−íng.

- X©y dùng thuËt to¸n trong thêi gian O(|V |3) (V lµ tËp ®Ønh cña ®å thÞ nÒn) x¸c

®Þnh tÝnh ®¹t ®−îc cña hÖ CCFG trªn ®å thÞ cã h−íng
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KÕt luËn cña luËn ¸n

Nh− vËy, trong luËn ¸n nµy chóng t«i ®· thu ®−îc nh÷ng kÕt qu¶ chÝnh sau:

1. Chøng minh cÊu tróc dµn cña tËp d-P(n) c¸c ph©n ho¹ch d-chÆt cña mét sè tù

nhiªn n cho tr−íc (d lµ sè tù nhiªn cho tr−íc) vµ më réng v« h¹n d-P(∞) cña

nã.

2. X©y dùng to¸n tö ECO cho ph©n ho¹ch d-chÆt cña c¸c sè tù nhiªn vµ x©y dùng

c©y sinh t−¬ng øng. Chøng minh cÊu tróc ®Ö quy cña c©y sinh Td-P(n) vµ c©y

sinh v« h¹n Td-P(∞). Tõ ®ã chøng minh ®−îc mét sè ®¼ng thøc tæ hîp.

3. Chøng minh c¸c hÖ ®éng lùc CFG lµ c¸c m¹ng Petri ®Æc biÖt.

4. §Æc tr−ng cÊu tróc thø tù cña hÖ ®éng lùc CCFG trªn ®å thÞ cã h−íng kh«ng

chu tr×nh.

5. X©y dùng thuËt to¸n x¸c ®Þnh thø tù cña hÖ CCFG trªn ®å thÞ cã h−íng kh«ng

chu tr×nh.

6. §Æc tr−ng tÝnh ®¹t ®−îc cña hÖ CCFG trªn ®å thÞ cã h−íng.

7. X©y dùng thuËt to¸n trong thêi gian O(|V |3) (V lµ tËp ®Ønh cña ®å thÞ nÒn) x¸c

®Þnh tÝnh ®¹t ®−îc cña CCFG trªn ®å thÞ cã h−íng.
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Mét sè h−íng ph¸t triÓn cña luËn ¸n

1. Nghiªn cøu thêi gian ®¹t ®Õn ®iÓm dõng vµ thêi gian héi tô cña c¸c m« h×nh

CFG.

2. Nghiªn cøu m« h×nh CCFG trong mèi quan hÖ víi m« h×nh rotor-router vµ bµi

to¸n du ®éng ngÉu nhiªn (random walk).

3. Nghiªn cøu cÊu tróc kh«ng gian tr¹ng th¸i cña hÖ CCFG vµ mèi quan hÖ víi

c¸c líp dµn ph©n phèi, dµn ULD.

4. Nghiªn cøu m« h×nh CCFG vµ bµi to¸n rotor-router t« mµu.

5. §Æc tr−ng kh«ng gian tr¹ng th¸i cña m« h×nh CCFG.

6. Nghiªn cøu m« h×nh CFG cã h−íng vµ ®a thøc Tutte.

7. Nghiªn cøu c¸c matroid trªn ®å thÞ cã h−íng vµ mèi quan hÖ víi m« h×nh

CCFG.
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