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L oi néi dau

Hinh hoc t6 hop 1a mot nhéanh khéng thé thiéu duoc caa cac bai toan té hop néi chung,
no thuong xuyén xuat hién trong céc dé thi hoc sinh giéi & moi cip. Khéc véi céc bai toan
trong linh vuc Giai tich, Pai 5, Lwong giéc, c&c bai todn cua hinh hoc to hop thuong lién
quan nhiéu dén cac ddi tuong 1a cac tap hop hitu han. Vi 18 6 cac bai todn nay mang dic
trung rd nét ciatodn hoc roi rac. (It st dung dén tinh lién tuc - mot tinh chét dac trung cia
bd mdn giai tich).

Luan an ndy dé cap dén cac phuong phép chinh dé giai cac bai toan vé hinh hoc té hop.
Ngoai phan md dau, danh muc tai liéu tham khao, luan &n gom ba chuong.

Chuong | &p dung Nguyén |i cuc han vao giai céc bai toan hinh hoc to hop la mot
phuong phdp dugc van dung cho nhiéu 16p bai toan khéc, dic biét nd co ich khi giai cac
bai todn té hop ndi chung va hdn hop to hop ndi riéng. Nguyén |i ndy ding dé giai céc bai
todn ma trong ddi twong phai xét caa nd ton tai cc giatri 16n nhat, gia tri nho nhét theo
mot nghiia ndo d6 vakét hop vai nhirng bai toan khéc dac biét 1a phuong phéap phan ching,
tap hop céc gia tri can khao sét chi la tap hop hiru han hoic c6 thé vo han nhung ton tai
mot phan tir I6n nhat.

Chuong Il Nguyén Ii Dirichlet: la mot trong nhitng phuong phép théng dung va hi¢u
qua dé giai cac bai toan hinh hoc té hop. Nguyén Ii Dirichlet con 1a mot cong cu hét sic
nhay bén c6 hiéu qua cao dung dé chixng minh nhiéu két qua su sic cua toan hoc. N6 dic
biét c6 nhiéu &p dung trong céc linh virc khéc nhau cia toan hoc. Dung nguyén li ndy trong
nhiéu trudng hop nguoi ta dé dang chirng minh dugc sy ton tai cia mot ddi tuong véi tinh
chat xéc dinh. Tuy rang véi nguyén |i ndy ta chirng minh dugc sy ton tai ma khong duara
dugc phuong phép tim dugc vat cu thé, nhung thyuc té nhiéu bai toan ta chi can chi ra su
ton tai da du.

Chuong 111 Sir dung tinh 16i cua tap hop dé &p dung vao céc bai toédn to hop, trong
chuong ndy chiing ta dé cap dén hai két qua hay s dung nhat d6 Ia dinh Ii Kelli vé tinh
giao nhau cua céc tap hop 16i va s dung phép lay bao 16i dé giai cac bai toan hinh hoc to

hop la mdt trong nhirng phuong phép rat hiru hiéu.
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Phan con lai caa luan van duoc trinh bay vai phuong phép khéc dé giai céc bai toan
hinh hoc t6 hop.

Luan van ndy duoc hodn thanh dudi sy hudng dan tan tinh va chi bao caa thay gido
PGS.TS Phan Huy Khai. T6i xin bay t6 1ong kinh trong va biét on siu sic dén thay.

Toi xin trén trong cam on ban lanh dao Khoa Toéan Truong Pai hoc Khoa hoc, céc
thay céc co datrang bi kién thic, tao diéu kién cho t6i trong thoi gian hoc tap tai truong.

Thé Nguyén, ngay 18 thang 9 nam 2009

Téc gia

Lé Thj Binh
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Chwong |: NGUYEN Li CUC HAN

Nguyén 1i 1: Trong tap hop hitu han va khéc rong céc sd thuc ludn co thé

chon duoc sd bé nhit va sd |¢n nhit.

Nguyén [i 2: Trong mét tap hop khéc rong cac sd ty nhién [udn lubn co thé

chon duoc sb bé nhat.

Str dung nguyén |i cuc han 1& mot phuong phép dugc van dung cho nhiéu
|6p bai toan khéc, dic biét n6 c6 ich khi giai cac bai todn té hop ndi chung va
hdn hop td hop ndi riéng. Nguyén i ndy dung dé giai c&c bai toan ma trong
tap hop nhitng d6i tuong phai xét cua no ton tai cac giatri 16n nhat, giatri nho
nhat theo mot nghia ndo dd. Nguyén Ii cyc han thudng dugc sir dung két hop
voi céc phuong phdp khéc, dac biét la phuong phap phan chirng, dugc van
dung trong trudng hop tip cac gia tri can khao st chi & tap hop hitu han
(Nguyén Ii 1) hoac cd thé vé han nhung ton tai mot phan tir 16n nhat hoic nho
nhat. (Nguyén |i 2). Bé sir dung nguyén |i cuc han giai cac bai toan hinh hoc
té hop, nguoi ta thuong ding mét luge d6 chung dé giai sau:

- Dua bai todn dang xét vé dang co thé sir dung nguyén Ii 1 (hoic nguyén

i 2) dé chirng to rang trong tt ca c&c giatri can khao sét caa bai toan can cé
gia tri 16n nhat (nho nhat), xét bai todn twong tng khi nd nhan gia 16n nhat
(nho nhat).

-Chi ra mau thuan, hoic dua ra giatri con lén hon (hoic nhé hon) gia tri

|6n nhat (nho nhat) mata dang khao sét.

Theo nguyén |i cua phuong phap phan ching, ta s3 suy ra diéu phai

chirng minh.

Cac vi du dugc trinh bay dudi day s¢ minh hoa cho phuong phép nay.

Vi du 1.1: Trén mot duong thang danh diu n diém khéac nhau Aq, A, ...,
A, theo thir tu tir trdi qua phai (n > 4). Mdi diém dugc té bang mot trong 4

mau khéc nhau va ca bén mau déu duoc dung. Ching minh ring ton tai mot
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doan thang chira ding hai diém cua hai mau va it nhit hai diém cua hai mau
con lai.

Gidai: Xét tap hop sau:

A={k|1< k < n}.

Tap A# £ ( vi theo gia thiét ding ca bén mau) va A hitu han nén theo
nguyén Ii cuc han, ton tai chi s6 i nho nhat mail A.

Theo dinh nghia caatap hop A, vi doi la chi sd bé nhat thudc A, nén mau
cuadiém A s3 khéc véi mau ciia tat ca cac diém Aq, Ay, ..., Ar.

ChG y ring bay gio trong day A, Ao, ..., A lai c6 du bdn mau.

X ét tiép tap sau:

B={k|1< k <ivagitracac diém A, A1, ..., A cO mat du bén mau} .

Tap B # /£ (Vi ddy Ay, Ao, ..., A cO du bén mau),

va B hitu han nén theo nguyén Ii Aj A

cuc han, ton tai chi s j 1én nhat ma Air1 A

Theo dinh nghia cua tap hop B, vad

j lachi s 16n nhit thusc B, nén mau cia diém A séiﬁngbé’i mau cua tat
ca cac diem A, ..., A\

Xét doan [A; A]. Khi d6 doan thang nay chira ding hai diém caa hai mau

(@6 1aA vaA), vait nhit hai diém caa hai mau con lai A, ..., Ao

Vi du 1.2: Cho ABC latam giac nhon. Lay mot diém P bat ki trong tam
giac.

Chtrng minh ring khoang céch 16n nhat trong cac khoang céch tir P téi
badiém A, B, C caatam giac khdng nho hon 2 1an khoang céch bé nhit trong
cac khoang cach tir P téi ba canh cuatam giac do.

Gidi: Goi A1, By, C; twong tng 1 hinh chiéu cua P xubng BC, AC, AB.

Tacd: APC, +CPB+BPA + APC +CPB, + B/PA=360°. (1)
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Theo nguyén I cuc han, ton tai:

max {APCl,Cl'PB,BPAl,A{PC,CPBl,Bl'PA} =BPA . (2)

Tu (1) va(2) dé suy rac PBA, 3 60° 3)
Tir (3) tadi déncos pPeA="2gl
PB 2
Nhu vay PB ¢ 2PA,. 4) 1

Tur (4) suy ramax {PA,PB,PC}3 PB3 2PA 3 2min{PA,PB,,PC}. O

Vi du 1.3: Chirng minh rang trén mat phing toa do, khéng thé tim dugc nim
diém nguyén la dinh cia mot ngii giéc déu.
(Mot diém M(x ; y) trén mat phing toa d6 dugc goi 1a “diém nguyén” néu ca
hai toa do x , y cia nd déu la nhitng sd nguyén).
Gidi: Gia thiét tréi lai, ton tai mot ngii gidc déu sao cho nam dinh caa nd
déu la nhitng “diém nguyén” . Ta xét tap hop sau:
w={a’| alacanh cuangii gi4c déu c6 nim dinh la cac “diém nguyén’}.
D& thiy, do a |a canh cua ngii gidc déu véi cac dinh nguyén nén a” 1a sb
nguyén duong.
That vay, gia sir AiAs AsAuAs la da gide déu thuoec W. Gia sir A (X ; i),
i = 1,5, thi néu goi a la canh cuangi giac déu nay, ta co:
a® = AAY” = (Xo—X1)* + (Y2- yo)*
Dox, Vi1 ¢, "i=15 néna’lasd nguyén duong. Nhu thé tap Q # &, diéu
ndy suy ratir gia thiét phan chang.
Tap W céc sd tu nhién, khac rdng, nén theo nguyén Ii cuc han suy raton tai
phan tir nhé nhat, tac 1A tdn tai ngii gidc déu ABCDE sao cho a2 1anho nhit, &

day a la canh cua ngii gidc déu ndy. D& thiy ABCB' ; BCDC' ; CDED';

S6 héa béi Trung tam Hoc liéu — Bai hoc Thai Nguyén http://www.Lrc-tnu.edu.vn



www.VNMATH.com
-4-

DEAE' va AEBA' déu la cac hinh binh hanh véi BD C CE= A", AD C CE =B'
,ADCBE=C ,ACCBE=D',ACCDE=E.
Tu hinh binh hanh EABA' suy ra:

[ Xy =Xt X - Xy

|
Y =Yet Ve Va (1)

Do A, B, C, D, E lacéc “diém nguyén’ /\

Nén Xa, Xe, Xs ; Ya, V&, Ve déu [ céc sd nguyén.

i 2 o/ \E e "
Vi thé (1) suy raxa, ya ciing | cac s nguyén. "-;“x / \ /
Nhu thé A’ 1a“diém nguyén”. Tuong tu H&ﬁ Fe’ ,},é{ﬁ"‘f: ,“f
B',C', D', E ciing la c4c "diém nguyén" ;u-fn
R6 rang AB'C'D'E' langi gi4c déu vai céc dinh
ciia nd déu la cac “diém nguyén”, H-1.3
tec [AAB'C'D'ET Q. Mit khéc, néu goi @' 1a canh cua ngii giac déu,
thi rd la
a<ab a’<a. 2

Bat ding thirc (2) mau thuin véi tinh nho nhat cua a. . Vay gia thiét phan
chung 1a sai. Nhu thé khéng ton tai mot ngii gidc déu véi céac dinh déu 1a

“diém nguyén” .

Vi du 1.4: Trén mit phing cho 2005 diém, khoang céch giita cac diém nay
d6i mot khac nhau. Néi diém nao do trong sb cac diém ndy véi diém gan nhat.
Ctr tiép tuc nhu thé. Hoi véi cach ndi d6 cb thé nhan duoc mot dudong gap
khuc khép kin khong?

Gidi: Gia s xuat phét tr mot diém A; bat ky. Theo nguyén Ii cuc han,
trong sb tat ca cac doan thang c6 diu mat A; thi ton tai diém gan A, nhit.

Piém ndy l1a duy nhét, vi theo gia thiét khoang céch gitta cac diém 1a khac
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nhau khi cip diém khéc nhau. Goi diém ndy |a A,. Tiép tuc xét nhu vay Vi
céc doan thing xuat phét tir A,. C6 hai kha nang xay ra:
1.Néu A; ladiém gan A, nhat. Khi d6 dudng gap khic dirng lai ngay tai Ao

R6 rang ta thu duoc duong gap khic véi
A2

mot khic AA; va di nhién né khéng khép kin. /
2.Néu ton tai duy nhat diém Agva AsAs /\;”

langin nht. Khi d6 tacé duong gip khic ™

AP VG Al > Achs. H-14

Gia sir da co duong gap khic AAs... A, vatheo Iap luan trén ta co:
AA > AA > ...> AvdAn
Chua y ring diém A, khong thé ndi dugc véi diém A ndo d6 ma 1<i <n-2.
That vay néu tréi lai ta ndi duoc A, véi A (6 ddy 1< i <n-2). Theo dinh

nghia vé céch ndi diém ta dugc:

AA < AiAn <AAL (D) W i W
Nhung theo cach néi tir A talai co: An+1
An-1 An
AA1 <AA. (2
Tu (1) va(2) suy ravo li. Vay khéng H-15

bao gid duong khap khic AA,... A, 1akhép kin.
Ta co cau tra 1oi pha dinh: Khéng thé nhan dugc mot dudong gap khic

khép kin, néu ndi theo quy tic trén.

Vi du 1.5: Cho c&c sd nguyénm, nvéi m< p, n< g cho p x q sb thuc doi
mot khac nhau. Pién cac sb da cho vao cac 6 vubng con cua bang & vubng
kich thuéc p x g (gdm p hang, q cot) sao cho mbi sd dugc dién vao mot 6 va
mdi & dugc dién vao mot sb. Tagoi mot 6 vudng con ctia bang 1a 6 “xau” néu

s6 nam 6 d6 bé hon it nhat m sb nam cling cot véi nd va ddng thoi bé it nhat n
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sb nam cuing hang véi nd. Vi mdi cach dién sd ndi trén, goi s 1a sd 6 “xau”
cuabang sb nhan dugc. Hay tim giatri nho nhat cua s.
Gidi: Bang phuong phép quy nap ta s8 chirng minh bat ding thirc sau:
s> (p—m) (q—n) 1)
Taquy nap theo sb p + .
Néup+ q=2, tec p= q=1 (bang c6 duy nhit mot sd). Khi do két
luan cuia bai todn 1a dung (hiéu theo nghia & ddy m, n khéng c6 hoic cé
thé hiéu theo nghia khdng co trudng hop nay).
Tuwongtup+ q=3.
Véip+q=4b p=g=2vam=n=1,
X ét mot cach dién bat ki bén sb doi mot khéc a, b, ¢, d .
Khéng giam tdng quét co thé cho laa < b < ¢ < d (néu khong Ii luan tuong

tu).

O cosdalad“xau” (vi nd bé hon mot sd ndm ciing ¢t va mot sd nam
cling hang, va chi c6 6 d6 [a“xau” mathdi). Tacos= 1.

Mat khac, trong truong hop nay: (p—m)(g—n)=(2-1)(2-1) = 1.

Két luan cua bai toan dung trong truong hop nay.

Gia thiét quy nap két luan cua bai todn ding &énp + q= k
(6 dd&y p> m, q> n), tac la trong trudng hop ndy sb 6 “xau “ 16n hon hoic
bang (p—m)(p—n).

Xét khi bangpxqcop+q = k+ 1.

Tagoi mdt & vudng con cua bang 1a“xau theo hang” (“xau theo cot”) néu

s6 nam trong 6 d6 bé hon it nhit n sb (tuong ttng m sd) nam cuing hang (twong

{rng nam cuing cot) vai no.
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L4y hang i bat ki. Hang i ndy c6 q s d6i mot khac nhau (do c6 g cot).Vi
thé trong hang i c6 (g —n) sb, ma mdi sb ndy bé hon it nhat n sb nam trong
cing hang ay.

(That vay, gia st xép theo thir tu tir nho dén 16N céc sd trong hang 1a
X1 < X <o X < X1 o< X1 < Xge
Khi d6 céc 6 chira Cac SO X1, X2,..., Xqn 18 CAC 6 “X4u theo hang”).

Nhu vay: trong méi hang co (q— n) 6 “xau theo hang va trong mdi cot co
(p —m) 6 “X4u theo cot”.

Néu trong bang px g noi trén cac 6 “xau theo hang” dong thoi 1a“xau theo
cot” va nguoc lai thi s6 6 “xau” s dugc tinh bang:

s=(q—n)(p— m).

Vay (1) dang trong truong hop nay.

V1 1& @6 chi can quan tam dén céc trudng hop: trong bang px g ton tai cac
6 chi “x4u theo hang” (ma khéng “x4u theo cot”), hoic chi “xau theo cot” (ma
khong “x4u theo hang”). Do vay, theo nguyén |i cuc han ton tai sb a, d6 1a sb
nho nhit ghi trong céc ® nhu vay. Khéng giam tong quét cd thé cho 14 6 chta
ala 6 “xau theo hang” (khdng “ xau theo cot”)

X ét cot cuia bang px g ma chira ® mang s a. Cha y ring trong cot nay co
p - md “Xau theo cot” (trong sd ndy khdng cd & chia a). Cac 6 chic chin
ciing phai 12 6 “x4u theo hang”, vi néu tréi lai cac 6 ndo d6 khong phai 14 6
“xau theo hang”, thi 6 ay thudc vao tap hop néi trén (tap hop cac 6 chi “xau
theo mot loai”. O chira a khdng phai 146 “xau theo cot” nén giatri a ghi trong
6 d6 lon hon tat ca cac giatri ghi trong p— m 6 “xau theo cot” ndi trén. (Chl
y & céc 6 trong bang ddi mot khéc nhau). Biéu ndy s8 dan dén mau thuin voi
dinh nghia sb a 1a sb bé nhat trong tap hop néi trén. Vi vay (p —m) 0 “xau

theo cot” trong cot chira 6 ghi sb a ciing chinh la(p—m) 6 “xau” caabang pxq.
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Bo6 cot chira & mang sb a ta dugc bang mai px(q — 1) ma mot 6 vudng
con cua bang ndy 1a“xau” thi né ciing 146 “xau” cua bang pxq.

Vip+q -1=k+1 —1=k, néntheo gia thiét suy rasd 6 “xau’ caa bang
px(g—1) — khéng it hon (p —m)(q — 1- n). Vi thé s 6 “xau” s cua bang pxq
s3 thoa mén bt ding thuc:

s>(p—- m(q—1-n)+(p-m) hay s> (p—m)(q—n).

Vay (1) cing dung khip+ q = k+ 1.

Theo nguyén li quy nap (1) dang véi moi bang pxq.

Con lai ta s3 chi ra mot cach dién sd vao bang px q dé thu dugc dung (p-
m)(g—n) 6 “xau”.

Trudc hét sip xép px q sb theo thtr tu ting dan:
X1 < X2 <X3<...< Xpg1 < Xog
Sau d6 theo tha ty ndy 1an lugt dién céc sb vao céc 6 theo quy tic: tir trén

xubng dudi vatrai qua phai.

g cot
p hang X1 Xp+1 X(@-1)p+1
Xo Xp+2 e Xg-1)p+2
Xp X2p e Xgp
1X %00y Xy
|
T Xp+l’ Xp+2’ B X2p- m

RG rang cac 6 “xau” la
.I. 'EE)
%X(q- n-1)p+1’ X(Q' n-Jp+27° X(q- n)p-m-

Vacéc“sd xau” las=(p —m)(q —n).

Tém lai, giatri bé nhit cantim & s= (p—m)(g—n).
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CHUONG I SU DUNG NGUYEN Li DIRICHLET

Nguyén Ii nhitng céi 16ng nhét cac chl tho da duoc biét dén tir 1au.Nguyén
I ndy duoc phét biéu dau tién bai nhatoan hoc nguoi Duc Pete Gustava
Lejeune Dirichlet (1805-1859) nhu sau:

Nguyén |i Dirichlet (hay con goi la nguyén Ii chudng tho):

Néu nhét n + 1 con thé vao n céi chudng thi bao gio ciing c6 mat chudng
chét it nhat hai con tho.

Tuong tu nhu vdy, nguyén |i Dirichlet mé rong dugc phét biéu nhu sau:

* Nguyén li Dirichlet mé rong:

Néu nhét n con thé vao m> 2 cai chudng, thi ton tai mot chudng ¢ it nhit

én+m- 1\

& m H

Taco thé dé dang chixng minh nguyén Ii Dirichlet mé rong nhu sau:

con tho, & day ki hiéu [o] dé chi phan nguyén caa s a.

TR . ; ) ~ , <4 éntm-1g én-1
Gia st tréi lai moi chudng tho khdng co dén & R

_ u_ u
€ m HEm H &mH

con, thi sb thé trong mdi chudng déu nhé hon hoic bang 8 10 con.

i

én- 1y

&mf

diéu vo Ii (vi c6 n chudng tho). Vay gia thiét phan ching 1a sai.

Tir d6 suy ra tong sd con thd khéng vuot qua mx——7£n- 1 con. DO 14

Nguyén li Dirichlet mé rong duoc chirng minh.

Nguyén Ii Dirichlet tuéng chirng don gian nhu vay, nhung c6 la mot cong
cu hét strc ¢6 hiéu qua dung dé chang minh nhiéu két qua hét sirc sau sic cua
toan hoc. N6 dic biét ¢ nhiéu &p dung trong céc Iinh vic khac nhau caa todn
hoc. DUNg nguyén |i ndy trong nhiéu truong hop ngudi ta dé dang chang
minh dugc sy ton tai cua mot déi tugng véi tinh chit xéc dinh. Tuy riang véi

nguyén i ndy ta chi chitng minh duoc sy ton tai ma khéng dua ra duoc
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phuong phép tim dugc vat cu thé, nhung thuc té nhiéu bai toén ta chi can chi
ra sy ton tai dadu .

Nguyén |i Dirichlet thic chat [a mot
dinh Ii v& tap hop hitu han. Ta co thé phat
biéu nguyén Ii nay chinh xéc dudi dang

sau day:

Cho A vaB lahai tap hop khéc rong
0 sb phan tir hitu han, ma sb lugng
phan tir cia A 16n hon sb lugng phan tir cia B. Néu mdi quy tic nao do, mdi
phan tir cua A cho twong ttng véi mot phan tir cua B, thi tn tai it nhat hai
phan tir khdc nhau caa A ma ching tuong ng véi cling mot phan ti cua B.

Vi cling cach dién dat nhu vay, thi nguyén Ii Dirichlet ma rong nhu sau:

Gia sir A va B |a céc tap hitu han va s(A) , s(B) tuong ung ki hiéu 1a sb
lwong cac phan tir cua A va B. Gia st c6 mot sd tu nhién k nao d6 ma s(A) >
k.s(B), va ta c6 mot quy tic cho twong ung véi mdi phan tir cia A véi mot
phan tir cia B. Khi d6 tdn tai it nhat k + 1 phan tir cia A ma ching tuong ng
vGi mot phan tir cua B. Cha y khi k = 1, tacd ngay lai nguyén |i Dirichlet.

Chuong ndy ding dé trinh bay phuong phép st dung nguyén i Dirichlet
dé giai cac ba todn hinh hoc t6 hop. Vi I& do, trugc hét ching téi trinh bay
mot sd ménh dé sau (thuc chat 1a mot sd nguyén Ii Dirichlet &p dung cho d6
dai cac doan thang, dién tich cac hinh phang, thé tich cac vat thé) rat hay duoc
s dung dén trong nhiéu bai toan hinh hoc t6 hop dugc dé cap dén trong
chuong nay.

* Nguyén li Dirichlet cho dién tich:

Néu K 1a mot hinh phang, con Ky, Ka,..., K, 1a cc hinh phing sao cho

K1 KV6ii=1n, va|K|<|Ki+|Ko|+ ... + K, & day | K]|ladién tich cia

hinh phang K, con | K;| 1a dién tich cua hinh phang K;, i = 1,n; thi ton tai it
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nhit hai hinh phang Hi , H; (1 <i <j < n) sao cho H; va H; ¢6 diém trong
chung. (O day ta ndi rang P 1a diém trong cua tap hop A trén mit phang, néu
nhu ton tai hinh tron tm P ban kinh du bé sao cho hinh tron ndy nam tron
trong A).

Tuong tu nhu nguyén |i Dirichlet cho dién tich, ta cé cac nguyén li cho do6
dai doan thang, thé tich cac vat thé ...

Nguyén i Dirichlet con dugc phét biéu cho trudng hop vo han nhu sau:

*Nguyén |i Dirichlet v han: Néu chia mot tap vo han cac qua téo vao hitu
han ngin kéo, thi phai c6 it nhit mot ngan kéo chira v han qua téo.

Nguyén li Dirichlet mé rong cho truong hop vé han nay dong vai tro
ciing hét sic quan trong trong i thuyét tap hop diém tro mat trén duong
thang. N6 c6 vai trd quan trong trong i thuyét sb ndi riéng va toan hoc roi rac
n6i chung (cho ca hinh hoc to hop).

Ung dung to 16n cua nguyén |i Dirichlet dé giai cac bai toan hinh hoc t6

hop duoc trinh bay qua cac vi du sau day:

Vidu 2.1: Trén mat phang cho 25 diém. Biét ring trong 3 diém bt ki trong s6
d6 ludn ludn ton tai hai diém cach nhau nho hon 1.Chang minh ring ton tai
hinh tron béan kinh 1 chira khéng it hon 13 diém da cho.
Gidi: Lay A lamot trong sb 25 diém d& cho. Xét hinh tron Q4(A ; 1) tam

A, ban kinh 1. Chi c6 hai kha nang sau c6 thé xay ra:

1. Néu tit ca céc diém da cho nim trong Qg,
thi két luan caa bai toan hién nhién dung.

2. Tontai diémB# A
(B thuoc trong sb 25 diém dé cho), ssocho BT Qg
vi Bl Q4, nén AB > 1. H-21
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Xét hinh tron Qq(B ; 1) tAm B, ban kinh 1. Liy C la diém bat ki trong sb
25 diém d& cho sao cho C # A, C # B. Theo gia thiét (va dua vao AB > 1), nén
min{CA, CB} <1.Vithé C1 Qi, hoicCT Q..

Piéu khang dinh nay chirng té ring cac hinh tron Q; va Q, chira tat ca 25
diém da cho. Vi thé nguyén Ii Dirichlet, it nhat mot trong hai hinh trén néi
trén chira khong it hon 13 diém da cho.

chay:
Bai todn téng quat: Cho 2n + 1 diém trén mat phang (n > 3). Biét rang trong
ba diém bat ky trong s6 d6 ludn ludn ton tai hai diém céch nhau nho hon 1.

Khi d6 ton tai hinh tron ban kinh 1 chira khéng it hon n + 1 diém dé cho.

Vi du 2.2: Cho chin duong cing co tinh chat 1a mdi duong thang chia hinh
vubng thanh hai ter giac c6 ti sb dién tich bing % . Ching minh riing c6 it nhat

ba duong thiang trong sb d6 cung di qua mot diém.

Gidi: Céc duong thang da cho khdng thé cit cac canh
ké& nhau cta hinh vuéng, boi vi néu thé chang chia hinh/

vudng thanh mot tam giac va ngi giac

(Chtr khéng phai chia hinh vuéng thanh hai tr giéc).
Vi 1& d6, moi duong thing (trong sb chin duong thing)
déu cat hai canh dbi caa hinh vudng va di nhién khéng H-22

di qua mot dinh nao cua hinh vubng ca.

Gia st mot duong thiang cit hai canh d6i BCvaAD B M_C
tai cac diém M vaN. /
1AB(BM +AN) : J "
Seon 3 lepmcenp) 30 F 3
2 ATy D
H-23
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(6 day E vaF la céc trung diém cia AB va CD tuong ang).

Goi E, F, P, Q tuong ng |a céc trung diém B P @
cuaAB, CD, BC, AD. Goi Ji, Jp, J3, J4 lacéc diém y
sao cho J;, J, namtrén EF ; Js, J, nam trén PQ E i =

\ < Jp 4 2

vathoa man: Jg

EJ, _FJ, _PJ _QJ,_2

IF LF 3Q P 3 A Q -

Khi d6 tir [ap luan trén ta suy ra méi duong =94

thang co tinh chat thoa man yéu cau dé bai phai di

qua mot trong bén diém J; , Jo, J5, Js noi trén.

V1 ¢6 chin dudng thang, nén theo nguyén |y Dirichlet phai ton tai it nhat

mot trong bén diém J, , J» , Js, J4 Sa0 cho nd ¢o it nhat ba trong chin dudng

thang d& cho. Vay c6 it nhat ba dudng thang trong sb chin duong thang da cho

di qua mot diém. o

Vi du 2.3: Cho mot bang kich thudc 2nx2n 6 vudng. Nguoi ta déanh dau vao

3n 6 bat ki cua bang. Chirng minh rang c6 thé chon ra n hang va n cot caa

bang sao cho cac 6 dugc danh diu déu nim trén n hang van cot ndy.

Gidi: Chon ran hang c6 chira sé 6 duoc danh dau nhiéu trén cac hang d6

nhat.

Ta ching minh ring céc 6 duogc danh dau

con lai nhé hon hoic bang n . Gia sir tréi

lai khéng phai nhu vay, tic 12 s 6

duoc danh diu Ién hon hoic

bang n + 1. S6 cac hang con lai chuachon lan.

Vay theo nguyén Ii Dirichlet s& c6 it nhat mot

hang (trong sb n hang con lai) chta it nhat hai

0 dddanh dau.

H-2.5
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Cha y rang theo céach chon thi n hang da chon c6 chira sd 6 dugc danh diu
nhiéu trén céc hang d6 nhat. C6 mot hang con lai chua chon c6 it nhit hai 6
danh dau, nén suy ra moi hang trong sd n hang da chon déu cd it nhat hai 6
duoc chon, tirc 1a trén n hang d& chon c6 khéng it hon 2n 6 d& dugc danh dau.

Nhu vay, sd 6 dugc dénh dau 16n hon hodc bang 2n + (n + 1) > 3n. Do |a
diéu vo Ii (vi chi c6 3n & duoc danh dau). Vay nhan xét duoc chirng minh.

Nhu vay, sau khi da chon ran hang (véi cach chon nhu trén), theo nhan
Xét con lai co khdng quéa n 6 duoc danh dau. Vi thé ciing 1im 1a co n cot chira
ching. Vi 18 d6 s khong thay con & danh diu ndo nam ngoai c&c hang hay cot

duoc chon.o

Vi du 2.4: Trong mat phing cho tap hop A c6 n diém (n > 2). Mot sd cip
diém duoc ndi véi nhau bang doan thang. Chirng minh rang tap hop A dé cho,
cO it nhat hai diém dugc ndi véi cung sb luong céc diém khéc thuoc A.

Giai: Gia sral A. Taki hiéu S@) la sb luong cac diém cua A ndi véi a
thanh doan thing, ta co:

Sa)=2,9b)=3,5¢)=1,9d) =2, Je) =2

Bai todn da cho tré thanh: Chirng minh rang ton tai a;, a,1 A (a1 # ay),

ma Sa,) = Say). Rd rang véi moi al A, taco:
0< Sa)< n -1 (1) .
Mt khac, da thiy khong tn tai hai diém /’ d

That vay, néu cé (2), thitr S a) = n—1, ;L /:: _——— c
suy ra a noi véi tat ca n =1 diem con lai, néi b

_ R L s L R H-2.6
riéng a phai noi vai b. Picu doé co nghiala
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S(b) > 1, vadian dén mau thuan véi (2) (vi Sb) = 0).
Goi Slatap hop céc giatri ma céc dai lvong @) nhan, al A, tac l&
S={m|m=9Sa),al A}.

Nhu vy tir (1) suy ratap hop Scé téi dan gia tri. Tuy nhién tir (2) suy ra
(n — 1) va 0 khéng déng thai thudc S, vi thé tap Stéi da nhan (n — 1) gia tri.
Theo nguyén i Dirichlet suy ratdntai it nhata; 1 A, a,1 A(aq # a), ma

S(a) = Y@). o

Vi du 2.5: Chirng minh rang trong moi da giac 16i véi sb canh chin, ton tai

duong chéo khéng song song véi mot canh nao cua da giac.
Gidi: Tabiét ring néu mot da giéc o n canh, thi cé @ duong chéo.

Xét mot da giéc 16i bat ki véi sé canh 1a chin (da giac 16i 2k canh k> 2).

Khi d6 sb dudng chéo cuand la S:W.
Taco: s=k(2k — 3) = 2k(k -2) + k, hay suy ra:
s> (k—2).2k. (1)

Gia st tréi lai da gidc ndy co tinh chat: Mdi dudng chéo cua nd déu song
song véi mot canh ndo do6 cua da gide. Pa giac nay c6 2k canh, vi thé tir (1)
suy ra ton tai it nhat k —1 duong chéo dy , 0, , ..., ds Ma cac duong chéo nay
cling song song véi mot canh a ndo d6 caa tam gidc da cho (that vay, néu
nguoc lai mdi canh tdi dala song song k — 2 dudng chéo, thé thi téi da ta chi
co (k—2)2k duong chéo va s> (k—2)2k. d1

Piéu ndy mau thuin vai (1). d2

Nhu thé ta co k dudng thiang song

song véi nhaudy, dy,..., dcq, a. 3

Chay rang do da gi&c 1a16i, nén Hoo7
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céc duong chéo dy , ds ..., des NG NAMtrén mot nira mit phang bd xéc dinh
canh a.

Khéng giam tong quét co thé cho d; 1a dudng chéo xa nhat déi véi a. (vi
néu khong thi danh sb lai cac duong chéo trén). Ta cd tat ca k doan thang
phan biét, nén mdi dinh cua da gidc déu 1a dau mat cua mot doan ndo d6 trong
sb k doan trén.

Tir d6 suy ratoan bo da gidc nam han vé mot nira mit phang xéc dinh boi
dy. Do d; ladudng chéo, nén diéu ndy mau thuan véi tinh 16i cua da gide. Vay

gia thiét phan ching lasai. o

Vi du 2.6: Mét hinh 1ap phuong c6 canh bang 15 chra 11 000 diém.
Chung minh rang c6 mot hinh cau ban kinh 1 chta it nhat sau diém trong sb
11 000 diém da cho.

Gidgi: Chia mdi canh cua hinh lap phuong thanh 13 phian bang nhau. Nhu
thé hinh 1ap phuong d& cho dugc chia thanh 13° = 2197 hinh lap phuong nho.
Do 11 000 > 5.2197 = 10985, nén ton tai it nhiat mot hinh 1ap phuong nho, ma
hinh Iap phuong ndy chia it nhat sau diém. Nhu d& biét, néu goi canh hinh lap

phuong bing a, thi hinh cau ngoai tiép c6 ban kinh R, véi R= %a@.

Vi thé hinh cAu ngoai tiép hinh 1ap phuong nhé (canh caand 1a 1—2) P!

_EE\/___ 450 /675 616 _1 1,
213 813g 169 21169 2
Hinh ciu ban kinh 1 ndy di nhién chira it nhit sau diém trong s 11000

diém dacho. o
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Vi du 2.7: M&i diém trong mit phiang duoc bdi bang mot trong hai mau xanh
hodc do. Chang minh rang ta ludn tao ra dugc mét hinh chir nhat cé bn dinh
cung mau.

Gidi: V& baduong thing song song A, Ay, Az (Adl Ap Il Ag). Lay trén A,
bat ki bay diém. Vi mdi diém chi dugc bdi bang mot trong hai mau xanh hoic
d6, nén theo nguyén Ii Dirichlet trén A; lubn tdn tai bdn diém clng mau.
Khong giam téng quét co thé cho d6 lacéc diém Py, P,, Ps, P, (vacing mau
do).

Goi Q1, Q», Qs, Q. & hinh chiéu vudng goc cua Py, P,, Ps, Py xubng A, va
Ri, Ry, Rs, Ry [& hinh chiéu cua Py, Py, Ps, P, xudng As.

Chi c6 céc kha nang sau say ra:

1. Néu tdn tai hai trong sb bdn diém A
Qu Q2 Qs Qs méu do (gia sir @i, Q). Khi T REE iz
d6 PP, Q Q: lahinh chir nhat c6 bn dinh R, R, R; Ry .
cung mau do. H-2.8

2. Néu ton tai hai trong sb bdn diém Ry, Ry, Rs, Ry mau do (gia sit R, R).
Khi ¢6 P, P,R R & hinh chit nhat ¢ bon dinh cling mau do.
3. Bén diém Qy, Q,, Qs, Qs vabdn diém Ry, Ry, Rs, R, trong do téi da chi
c6 mot diém do. Khi d6 rd rang theo nguyén Ii Dirichlet tontai i , j maQ;, Q;,
R, R; cung xanh.
Vay Q; QR R lahinh chir nhat c6 bbn dinh ciing xanh. o

Vidu 2.8: Chirng minh rang trong moi khéi da dién 1i ton tai it nhat hai mat
c6 cuing sd canh.

Gidgi: Ki hieu M la mat c6 sb canh |6n nhat cua khdi da dién. Gia st mat
M c6 k canh. Khi d6 vi ¢ k mit c6 canh chung véi M, nén dadién ¢ it nhat

k + 1 mit. Vi M 1a mit cd sb canh I6n nhat bang k , nén moi mat cua da dién
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cO sb canh nhan mot trong céc gia tri {3.4,..,k.Dbadiéncoit nhit k + 1 mat
s6 canh cia nd nhan mot trong k — 2 gia tri. Vi thé theo nguyén i Dirichlet

suy raco it nhat hai mit cuadadién cb cling sb canh. o

Vi du 2.9: Cho 1000 diém My, M, ..., Moo trén mat phiang. V& mot duong
tron ban kinh 1 tuy y. Ching minh rang ton tai diém S trén duong tron sao
cho: SM, +SM, +...+ SM,,, 3 1000.

Gidgi: Xé duong kinh §S; tuy y cia duong tron,
o day S, va S, lahai dau caa duong kinh.
Vi §$; =2, néntaco:
1SM,+SM, % §§ =2

[SM, +SM, 2 2

|

:I:...

TSM1000+SZM10003 2 M1l:lﬂ'ﬂ

Cong tirng vé 1000 bt dang thuc trén ta co: H-2.9

(SM,+SM, +..+ SMyp) + (S;M; + S M, +...+ S M) 2 2000 (1)

Tir (1) vatheo nguyén Ii Dirichlet suy ratrong hai cua vé trai caa (1), co it

nhat mot tong 16n hon hoic bang 1000.

Gia Sir SM, +SM, +...+ SM,,, ® 1000, khi d6 ldy S=5. o
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Chuweng I11: SUDUNG TiNH LOI CUA TAP HQP
Tap hop 16i ¢ mdt dic trung co ban 1a khi né chira hai diém, thi nd s3
chtra toan bo doan thing chira hai diém 4y. Tinh wu viét ndy dugc tan dung
triét dé trong viéc giai cac bai toan hinh hoc néi chung va céc bai todn hinh
hoc t6 hop néi riéng. Trudc hét xin nhic lai mot s kién thirc co ban vé tap

hop 161 S5 duing dén trong chuong ndy.

Pinh nghia tap hep 16i: Gia st Q la mot tap hop cho trudc ( trén duong

thang, mat phang hodc khéng gian).

Tap hop Q duoc goi latap hop 16i v6i bat ki hai diém A, BT Q, thi ca doan

thang AB (véi hai dau mit A va B) nam tron trong Q.

Vi du:

H-3.2

Tinh chat tap hep 18i: Néu A, B la hai tap hop 16i, thi A C B ciing la tap hop
15i.

Bang quy nap c6 thé chitng minh duoc:

Néu Ay, Ag,...,A thi A, C A, C ...C A, ciing latap hop Idi.

Chu y: Hop caahai hop 161 A vaB chua chic latap hop 1i.
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§1: CAC BAI TOAN SU DUNG PINH Li KELL|
binh Ii Kelli 1amot trong céc dinh Ii rdt quan trong caa hinh hoc té hop.

Dinh Ii nay cho ta mot diéu kién du hitu hiéu dé nhan biét ring khi ndo mot ho
céc hinh 15i ¢c6 giao khéc rdng.
|. Pinh Ii Kelli trong khdéng gian hai chiéu 2

Trong mat phang cho n hinh 1i (n > 4). Biét rang giao cua ba hinh 16 bat
ki trong ching khéc rong. Khi d6 giao caan hinh 16i ciing khéc rdng.

Chirng minh: Ta chiang minh bing quy nap theo s n cé&c hinh [5i.

1. Xé n=4.

Goi F,F,,F, F,labdn hinh 15i c6 tinh chat 1 giao cia ba hinh bat ki trong
ching lakhéc rdng. Vi F,CF,CF,* £ néntontai AT F,CF,CF,.
Tuong ty tontai AT F,.CF,CF,; A, FCF,CF, ;A1 FCF,CF,.
Chi c6 hai kha nang say ra:

a) Néu 4 diémA, A, A, A, khdng hoan toan khéc nhau. Khi d6 khéng giam
tinh tong quét tacho 1a A ° A, .Tir d6 suy ra:

AT FCF,CFCF,.Nén FCF,CF,CF, A£.
Vay két luan caadinh Ii Kelli dung trong truong hop khi n = 4.

b) A, A, A, A 124 diém phan bigt, khi d6 lai c6 N
hai kha nang xay ra:

b,) Bao 16i ciaA, A, A, A, chinh latt giac 161 A o) As
AAAA,.

Gia sir O lagiao cia hai duong chéo AA, AA,. A4

- ~ - - n R H-3.3
Do Al F,CF,CF, nén Al F; A, ECF,CF, nén Al F,.

Vi F,16ima AT F, AT F, nén[A,A]l F,.

NOGi riéng OT F,.
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Lap luan hoan todn twong ty suy ra Of F,, Of F,, Of F,. Piéu d6 co

4 4
nghia la: Of |IF dodo |F*A
i=1 i=1
b,) Bao 16i caa chlng la tam giac chira diém bén trong. Khéng giam tong
quét ta co thé cho [AA AAA chia A, .

Vi A,A,A déuthudc F,, ma F, 16i nén toan bd mién trong tam gidc AAA,

thuoc F,.
" 4 AZ
4
Matkhac AT FCF,CF P AT | F. A4
i=1 *
, 4
Tudosuyra | F! A. A% Az
i=1
H-3.4

Vay dinh li Kelli dung khi n = 4.

2. Gia sir két luan cuadinh Ii Kelli ding ¢énn > 4.

3. Xét truong hop khi ¢ n + 1 hinh [6i, tac la ta ¢ n + 1 hinh 16i
F,F,....F, F. Véi gia thiét bat ki 3 hinh 15i ndo trong ching déu c6 giao nhau

khac rong.

Xét cac hinh sau:

F'-l = Fn-l

n

Fr; = Fn C I:n+l
RG rang F' 1a16i voi moi i= 1n-1 (Vi F = F,), con F,' ciing 1a16i vi n6

lagiao cuahai hinh [6i F, va F,,,.

Xét bahinh16i bitki F, F;, F trong n hinh 16i F,F,,...F,.
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Néu trong chiing khong c6 F, thi theo gia thiét
FCF CR=FCFCFR® £
Néu trong chingco F. =F. CF,,..Khidocothé chola F, =F

n+l*
Tl‘Idé F,CF]CFk :F| CF] CFnCFnH

Vi giao cia ba hinh 16i trong cac hinh 161 F,F,,F,,F,., & khéc rdng (gia

"
thiét), nén theo truong hop n =4 tacd F CF,GF,GF,,,* /£ Vay véi n hinh
16i F,F,,....F, thoa man diéu kién giao cua ba hinh 16i bat ki trong ching khéc
rdng, nén theo gia thiét quy nap suy ra:
F,CF,C..CF 1 &,

Piéu d6 co nghiald F,.CF,C..CF,CF ! £.
Dinh Ii Kelli d¢dng trong truamng hop c6 n + 1 hinh 16i. Theo nguyén Ii quy nap
suy radinh Ii Kelli dang véi moi n > 4. Binh li Kelli dugc chirng minh trong
i’ A

Chu y: Tathdy rang diéu kién n> 4 1a can thiét.

That vy, hdly xé ménh dé tuong tu véi n = 3.

“Cho mét ho n hinh 18i (n > 3) trong mit phang. B c
Biét ring giao cua hai hinh [5i bat ki trong H-35
chting khéc rong. Khi d6 giao caan hinh 16i ciing khéc rdng”.

R& rang ménh dé nay khéng chic dung.
That vay, xét véi n = 3. Xét ba hinh 16i: doan thing AB, doan thing BC, doan
thang CA.

R rang giao cua hai hinh 16i bat ki trong chiing khéc rdng.

Nhung AB C AC C BC = £.
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1. Pinh |i Kelli trong khéng gian mét chiéu .

Trén duong thang cho n hinh 16i (n > 3) trong mit phang. Biét rang giao
cua hai hinh 15i bat ki trong ching khéc rdng. Khi d6 giao caa n hinh 16i ciing
khac rong.

Chirng minh: Tabiét rang hinh 15i trén duong thang chi c6 thé |a doan thang
[a; b], khoang (a: b), hay [a; b), (a: b] (¢ d8y a co thé la— oo, con b cd thé
la+ ).

Tachi xét vai céc hinh [8i 1a cac doan thang, cac truong hop con lai chang
minh hoan toan tuong tu.

Gia sir ¢ n doan thang [a; ; b, i =1, n c0 tinh chat sau: Bat ki giao cia hai
doan thang nao trong chung ciing khac rdng, tac 1a[a ; b] C [a; b] # & ,
véi moi i #j. Tasg chirng minh : _il[a,- ]t A,

Chiyring[a; b] C[a;b]# £ U min{b, b} > max{a,a}.

That vay, gia sir [a; b] C [a; bj] #4&, khidotontai c1 [a; b] G [a; by.

ja £cEh
+aj EcEb,

hay max {& , a} <c<min{b;, b}.

Pao lai, gia st max {a, a} <min{ b, b}. Khi d6 rd rang ta co thé chon c
sao cho max {&;, a} <c<min{ b;, b}. (1)

Tr()suyrag<c<bpcl[a;b];g<c<b pcl [q;b].

Péudd conghiala[ a; bi] C [ a;by] # £ Nhan xét dugc chang minh.

\ z ; 3
Tu dé suy ra E'g?b' max g, (2
Tir (2) suy raton tai ¢ sao cho Minb * ¢ maxa. (3)

Bit dang thirc (3) chang to raing ¢ 1 [a;; b véi moii = 1n.
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NGi cach khéc [ [a ; b]* £.

binh li Kelli trong j* dugc chirng minh hoan toan.
Dudi day ching tdi s¢ trinh bay cac vi du minh hoa cho viéc van dung dinh
If Kelli vao giai céc bai todn cua hinh hoc t6 hop lién quan dén tinh giao khéc

rdng cua céc hinh [5i.

Vi du 3.1.1: Cho bbn nira mit phang lap ddy mat phang. Chiang minh riang
ton tai ba nira mat phing trong bén nira mit phiang 4y, sao cho chi riéng ba
nira mit phing ndy ciing lap diy mat phing.
Giai: Goi P,P, P, P,labdn nira mat phang.Tir gia thiét ta co:
PEREREPRP=°. (1)

R rang P; 161 véi moi i =14.

Te()suyraPERPEPREP, =/, 2)
(O day A dung dé chi phan bu caatap hop A).
Theo quy tic Demorgan tix (2) c6 LGP, CP,CP, = £. (3)
Vi P, 15i nén P ciing 16i v6i moi i =1,4.
Gia thiét phan chitng khéng ton tai ba nira mit phing ndo trong sé céc

P, (i=14), mabanramit phang ndy lap diy mat phang. Biéu d6 cé nghia la

v&i moi i, j, k phan bigt, mai, j, k1 {1,2,3, 44 thi PE P, Ep.* i’

Noi cachkhac REP ER * A. (4)
Theo quy tic Demorgan thi (4) cO RGP G R * £. (5)
Tu (5) vadp dung dinh li KellisuyraRCRCRCP, * A£. (6)

Bay gio tur (3) va (4) suy ramau thuan, tic |a phan chiung la sai. o
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Cha y: Gia st 2 1a ca mit phang. Cho A la mt mat phang trong 2. Khi
d6 ki higu A={x1 i”:xI A}. A goi laphan bt cuatip hop Atrong i°. Tadé
dang chirng minh quy tic sau ( goi la quy tic Demorgan cua phép lay phin
bl) AEB=ACB; ACB=ACB.

Bing quy nap, co thé mé rong quy tic Demorgan cho n tap hop (vi du
AEAE.EA=ACA C..CA).

du 3.1.2: Trén mat phang cho n hinh tron ( n > 4). Gia st ¢t mdi ba hinh tron

déu c6 mot hinh tron ban kinh r cit ba hinh tron nay. Chizng minh riang ton tai
mét hinh tron ban kinh r cit ca n hinh tron.

Gidi: Goi S lahinhtrontam A;, bankinhr;(i=1n), S = (A; ;).

Goi ©; lahinh trontam A, ban kinh
ri+r(i=1n), Q=(A;ri+r).

Nhu vy tAm cuatit ca céc hinh tron
6 ban kinh r macat § déu nam trong Q.

X ét ntap hop 16i W, W,,.... W, .

Véii, j, k tuy ymai,j, kT {1,23,...,n}. H-36

Theo gia thiét ton tai hinhtron (O;;x;r)catca S, S, &,
thicla 0,1 W CW GW,. Diéudd ching to ring W CW, G W, * & véi moi i,
i, kT{1, 2 3,..., n}. Theo dinh Ii Kelli suy ra JW, * £.Vay tdn tai

i=1

o1 | W, . Xét hinh tron tdm O« vaban kinhr , (O« ; ).

i=1

Hinh tron ndy rd rang cit S véi moi i=1n. o
Vi du 3.1.3: Trén mit phiang c6 mot ho hitu han cac hinh chit nhat co céc
canh twong tng song song véi hai truc tao d6. Chirng minh ring néu hai hinh

bat ki trong ching co giao khéc rdng thi ca ho c6 giao khac rong.
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Gidgi: LAy hé toa d6 cO céc truc song song véi cac canh hinh chir nht.

Chiéu céc hinh nay nén Ox va Oy. Ta cé sy tuong tng 1-1 sau day:

- ?[a;h]‘l Ox
! i[g;d]1 Oy.
Nhu vay ta co:

Ho cac doanthing [a ;: b] 1 Ox, vaho cac doanthang[c; d] | Oy,

"i=Ln.DOFCFtEVsimoiitj(i,jT {1,23,....n}),

chonén[a ;] Cla;b] * £(i,jT {1,2...,n}).

Tir d6 theo dinh li Kelli thi [ [a:h]* £. Y
i=1
V1 thé ta d& chang minh dugc sy ton tai d== // 7
) el I
al [[a;R]. Tuongtu, tacing ching minh ™ | :
duoc sutdntai b 1 i[C. ;d].
N o a b X
Pidud6 chingtoring (@ ;b)1 |F. o H-3.7
i=1

Vi du 3.1.4: Trén mot duong tron don vi cd mot ho cac cung c6 d6 dai nho
hon p, ¢6 tinh chét & giao cua ba cung bat ki déu khéc rdng. Chirng minh
ring giao cuatat ca cac cung khéc rdng.

Gidgi: Tuong tng véi modi cung li, xé& hinh vién phan F; tao boi cung va

day truong cung. Rd rang F; 1a hinh 161, véi moi i =1 n.

Theo gia thiét thi véi moi i, j, k, taco:
LCLC Ikt £ o6day T R, 1T F LT F.

Diéudo6 co nghiala F GF, G F * A&, véi moi
i,j,K(Ei<j<KkEn).

Theo dinh ly Kelli, suyra: FCF,C..CF,* & . H-3.8
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T désuy ratontai MT F,.CF,C..CF, .
Goi N l1aanh cuaM qua phép chiéu xuyén tam O |én duong tron. DoM 1T F;
vGi moi i=1n,nénNT [, voi moi i =1,n. Diéu d6 ching to rang: i 1. O
=1
§2. PHUONG PHAP SU DUNG PHEP LAY BAO LOI
Phuong phép sir dung phép ldy bao 16i cua mot tap hop dé giai céc bai
todn hinh hoc té hopla mot trong nhitng phuong phép hitu hiéu.
Trudc hét xin nhac lai khéi niém bao 161 cua mét tap hop:
Cho tap hop D, tap hop 15i nho nhat chira D thi goi 1a bao 15i cuatap hop D.
NGi cach khdc D=CD, , trong d6 D, latap hop 16i chaD.
Céc vi du sau day minh hoa cho phuong phép st dung phép ldy bao 16i dé

giai c&c bai toan hinh hoc t6 hop.

Vi du 3.2.1: Trén mat phang cho mot sb hitu han diém. Ching minh riang

ludn ludn tim dugc Mot diém sao cho nd gan nhat cd khong qué ba diém da
cho.

Gidi: Gia st Ay, Az ,..., A, 1an diém d& cho. Theo nguyén Ii cuc han, thi
tontaid=_min_(A,A).

5= In
buavao xét tap hop Q nhu sau: Q = {A|$] # k, AA = d}.
Gia st Q = {A, Az,..., Aj}. D& dang thiy rang Q # 4 (Vi ton tai khoang
céch ngin nhat d). Xét bao 15i cuatap hop Q. Chi ¢6 hai kha ning say ra:
1. Néu bao 15i cuia Q |a doan thang AB.
A B

Khi d6 gan dinh dau mut cua no chi co khdng qua mot diém caa hé.
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That vay, moi diém cach A mot doan bang d 1a cac diém cuatap hop Q, vado
d6 di nhién no thudc bao 16i cua Q, tic 1a thuoc AB. Nhu vay co ti da mot
diém gan A nhat.

2. Néu bao 16i cia Q 1a mot da giac 16i. Ta chon a la mot dinh caa bao 16i
cua Q.

Gia sir gan A nhat c6 qua ba diém co khoang cach bing d téi A.

B1
B, A

Bs

B4 Bi Bj
H- 3.10

H-39
Theo dinh nghia cuad, thi vai moi i #j , BiB; > d (¢ day By, By, Bs, Bs...lacac
diém c6 khoang cach ti A déu lad). Xét tam giac BiAB; c6 AB; = AB; =d,,
con BiB; >d, tir d6 suy ra BAB; ® 60°, nén KA: B 7B, + B,AB, + B,AAB, +...3 180°
Do vay K: BAB, +B,AB, +B,AB, +...2 180° (Ala gbc cua da gidc bao 16i ).

R rang A <180°, mau thudn ndy ching to gia thiét phan ching la sai rasuy. o

Vi du 3.2.2: Trén mat phang cho mot sb n gidc déu. Chirng minh rang bao 16
cua no la mot da giac cd khong it hon n dinh.

Gidi: R6 rang bao [6i cua nd 1a mot da gide 16i ma cac dinh cia nd nam
trong tap hop céc dinh cua n gidc déu da cho. Goi m la sb dinh cua da giac

bao 16i. Tong c&c goc trong cua da gie 161 nay laz(m—2).

S5 do cuia mdi goc trong n — gidc déu & p(nn- 2

Chuy rang bao 16i cuan — gidc déu phai chia

ca n— giac déu & bén trong.
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Vi thé géc & mdi dinh caa m — giac bao 16i déu

hai 16n hon hoic bing P(1-2)
phai [én hon hoac bang . (
Goi a 1a goc nho nhat trong m géc cua da gide bao 1i.
Khi d6 hién nhiéntacé:a £2(M-2) 1)
m H-3.11
Mt khéc a 3 p(”—nz) (2)

Vithé (1) va(2) suy ra:

pP(M-2),p(-2) 5, 25,
m n m

U m3n

SN

Ulsi
n m

Vay sd canh cuada giée bao 16i khong it hon n. o
Vidu 3.2.3: Trén mat phing cho mét sb hiru han diém khdng ciing nam trén

mot dudng thang. Chirng minh rang ton tai 3 diém sao cho At
duong tron di qua né khéng chira diém ndo & bén trong. Az Al

Gidi: V1 cé&c sb diém da cho khdng cling nam
trén mét duong thing, nén khi 13y bao 15i A

cia hé diém, ta st dugc mot da giéc. gia s do Ak

ladagiac 16i AyA,... Ay Nhu thé cac diém con lai Apa
d& cho phai ndm trong bao [6i. H-312

Goi A, A1 122 dinh lién tiép cua da giac bao 15 C
(nghia la xét mot canh tuy ¥ Adw:1 ). Khi d6 moi diém da
cho déu nam & mot nira mat phang xac dinh boi A1 -
T gia thiét suy ratap hop céc diém da cho khdng thuoc Ak\/ A
AAw+1 1a khéc rdng. Vi thé theo nguyén Iy cuc han H-313

ton tai C sao cho: ATA.,, = maxARA ., , ddy giatri |én nhit 1y & theo moi
i=lnma itk,it k+1(giast Ay, A, ..., A,1ahé hitu han diém cho trugc).

Khi d6 dudng tron ngoai tiép tam gidc CAA1 ladudng tron can tim. o
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Vi du 3.2.4: Bén trong hinh vudng canh bing 1 cho n diém. Chang minh

rang ton tai tam giac cd dinh tai cac diém da cho hoic 1a dinh caa hinh vuéng,

1

sa0 cho di¢n tich cua nd thoa man bat dang thirc sau: S£ ICE)

Gigi: Goi A, B, C, D labbndinhciahinhvuéng B A, C
VvaA, Ao, ..., Aslan diém nam trong hinh vudng. AN
Né6i A véi bon dinh A, B, C, D . Khi d6 tadugc NG
bdn tam gi&c. A : D

- Néu A, nam trong mot trong bon tam giéc ay H-314
(thi du Ao T DAAD) . khi d6 ndi A, véi A, A/ D. B C

Khi ndi xong , sb tam giéc tang 1én 2. <

’ N 1
- Néu A, nam trén mot canh chung

(thi du A, T A.D la canh chung coa 2 tam giac A;AD

va A;CD) . Khi d¢6 ndi A, vai cac dinh dbi dien A, C

A D

caa canh chung A;D. Néi xong sb tam giéc tang 1én 2. H-315
Nhu thé, trong moi truong hop, sd tam gidc déu ting 1én 2.

Vi cac diém As , Aq, ..., A, tadéulam

B C
tuong ty, vachd y ring sau mdi bugc lam
sb tam giéc tang l1én 2. A1
Vi cach lam nhu thé ta dé tao thanh Az
4+2(n-1)=2n+2tamgiéc. A D
H-3.16

Céc tam gi&c ndy déu co dinh tai cac diém da cho , hoic 1a dinh cua hinh

vuong.
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Theo céch x&c dinh nhu trén thi tdng sd dién tich cua (2n + 2) tam gidc nay
chinh bing dién tich caa hinh vudng canh bang 1. Theo nguyén |y cuc han,
ton tai tam giac co dién tich nho nhit trong (2n + 2) tam giéc dy. Goi dién tich

1

nay laS, rorangtacd: SE————
Y J 2(n+1)

. O
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Chwong 1V: VAI PHUONG PHAP KHAC GIAlI CAC BAI TOAN
HINH HOC TO HOP

Trong chuong ndy dé cap dén céc bai toan hinh hoc t6 hop dugc giai bing
céc phuong phép khéc nhau. Tuy theo tirng bai cu thé, ma ta cd nhing
phuong phép giai thich hop. Phuong phap nady rat da dang vato rd hiéu qua
trong nhiéu bai toan cua hinh hoc t6 hop nhu: bai todn té mau, bai todn tinh sb
lwong déi twong hinh, bai toan tim giatri nho nhat va lén nhat trong hinh hoc
t6 hop, bai toan cit va ghép hinh, bai toan phu ban co...

Cac thi du minh hoa duéi day s& lam rd y tuéng cua viéc s dung cac

phuong phéap khéc dé giai céc bai toan hinh hoc t6 hop.

Vi du 4.1: Trén doan thang AB (vdi trung diém 1a O), nguoi ta tha vao dé 2n
diém sao cho ching chia thanh n cap diém, méi cap gom hai diém d6i xtng
vé6i nhau qua O. Bdi d6 tuy y n diém, con lai bdi xanh. Chirng minh rang tong
céc khoang céch tir A téi cac diém do bing tong khoang céch tir B téi céc
diém xanh,

Gidgi: Dinh huéng bing duong thing tir A toi B vagia sir O la goc, diém B
c6 toa do 1a 1 con diém A co toa do 1a—1. Gia st Xy, Xo,..., X, 1 cac diém
duoc bdi do, con Y,Ya,...,Y, 1a cac diém dugc boi xanh.

Diém X; co toadd 1ax;, condiémYY; cdtoadd lay; (i=1n ).

Pé y dén gia thiét: 2n diém chia thanh n cap diém, mdi cip gom hai diém
d6i xirng voi nhau qua O, ta co: éri e +§nl y =0. (1)

Rt
Khoang cach tir A téi diemdo X 1a x — (= 1) = x; +1.

Vi thé néu Slatdng cac khoang cach tir A téi céc diém do X, thi:

S=4 (x,+D=n+a X 2
i=1 i=1
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Vi khoang céch tir B ti diém xanh Y; 1a1—y;, nén néu goi S latong cac

khoang céch tir B téi cac diém xanh Y;, thi:

S:é(l' yj):n'éyj' ©)
i=1 j=1
Tur(l)suyra: g x,=-a y,- (4)
i=1 j=1

Két hop (2), (3), (4) tadi dénS=S. o

Vi du 4.2: M6t mang luéi 6 vudng gdbm 100 dudng ngang va 200 dudng doc.
CO hai quan co dit ¢ hai dinh ddi dién cua mot hinh chit nhat 200x200. M
lwot nguoi ta chuyén ca hai quan cd theo dudong dén ndt ludi bén canh. Hoi

ring cd thé sau mot sb 1an di chuyén thi hai quan co ¢ thé ¢ hai ndt lugi canh

nhau dugc khong.
Gidi: LAy hai canh caa hinh chit nhat 100 4
la hai truc toa do, dung hé truc toa do
vudng goc nhu sau: 5
Khi dé gia sir hai quan co ¢ hai vi tri ! .
A(0; 100) vaB(200; 0). TP T "

( Di nhién c6 thé gia sit hai quan co e
& vi tri (0 ; 0) va (200 ; 100), khi 4y lap
luan khdng ¢ gi thay ddi). (wb1)
Gia sir mot quan co lac nao do6 ¢ vi tri (a; b). -
Luot di chuyén tiép theo vj tri ciia no chi (a-T:b) [a+1:b)
co thé & vao mot trong bdn budc sau: (asb-1)

(@a+1;b),(@-1;b),(@;b+1),(a;b-1).
L (c bay giod trude khi di chuyén thi tong toa do cuaquan cy laa + b.

Sau khi di chuyén thi tong toa d6 cua quan cd thuoc vao tap hop {a+ b + 1,
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a+ b —1}. Nhu thé sau mot 1an di chuyén tinh chin I¢ caatong a + b thay
ddi. Vi thé sau mot 1an di chuyén thi tinh chin ¢ cua tong cua hai quan co
khong thay doi.

Tai thoi diém ban dau do A(O ; 100) va B(200 ; 0) nén tong céc toa do cua
hai quan cd 12300 — d6 1a mét sb chin.

Gia thiét sau mot sb nude di hai quan co cd thé duang canh nhau. Khi d6 ,
néu hai quan c& ciing hang thi toa d6 caaching sé co dang (a : b) , (a : b + 1)

L (c ndy tdng céc toa d6 la2(a + b) +1—do 1asd lé.

Néu hai quan cd canh nhau va clng cbt thi toa d6 cua ching s& co
dang (a ;b),(a;b+1).

L (c ndy tdng céc toa d6 1a2(a + b) + 1—dol1ash lé.

Ta déu thu dugc mau thuin vi tdng toa do cua hai quan co ban dau déu
|a sd chan.

Vay gia thiét hai quan co sau mot sb 1an di chuyén cé thé ¢ canh nhau 1a
sai. Bai todn c6 cau tra 16i phu dinh : Sau nhiéu lan di chuyén thi lic n&o hai

quan cd ciing khdng thé dirng canh nhau. o

Vi du 4.3: Nén nha hinh chit nhat dugc 14t kin bang cac vién gach hinh chi
nhat kich thuéc 1x3 va 3 miéng hinh chit nhat 1x1. Hoi cd thé It lai nén nha
ay chi bang mot loai gach 1x3 hay khdng?

Giai:

Ta c6 nhan xét sau: Nén nha cd it nhit mot kich thudc 1a s nguyén chia
hét cho 3. That vay, gia thiét phan chirng khdng phai nhu vay, khi ¢6 hoic
kich thudc caa nén nha cé dang:

a) 3k+ 1; 3l + 1. Khi d6 dién tich Scaanén nha |&:

S=GBk+1)@Bl+1) P S 3.
b) 3k+ 1; 3l +2. Khi d6: S=(3k+ 1)(3l +2) b S 3.
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c) 3k+2;3l+2 Khidd:S=Bk+2)3l+2)p Si3.

Nhu thé taluén c6 S i 3. (1)

Mit khac, vi nén nha da cho lat kin dugc bang cac vién gach 1x3
va 3 vién 1x1.
Do d6: S=3n + 3, & day nlasd vién gach 1x3 ding. Nhu thé lai c6 Sii 3. (2)

T (1) va (2) suy ravo li, vay gia thiét phan ching 1a sai. Nhan xét dugc
chirng minh.

Quay tro lai bai todn cuata: Lat vién gach 1x3 theo chiéu canh caa hinh
chit nhat co kich thugc chia hét cho 3. Lam nhu vay s3 lét kin duoc nén nha
da cho, ma chi phai dung mot loai gach cé kich thuéc 1x3.

Bai todn co cau tra |oi khing dinh. o

Vi du 4.4: M6t dai bang kich thugc 1xn (n > 4) dugc tao thanh tir cac 6
vubng dugc danh s 1, 2,..., n. Trong c&c 6 n—2, n— 1, n c6 mdt quan co. Hai
ngudi choi Mot trd choi nhu sau: M3i nguoi choi dugc phép chuyén quan co
bat ki dén mot 6 bat ki con dé tréng véi sd ki hiéu nhé hon. Ngudi thua cudc
s3 1a nguoi khéng con nuéce ndo nita. Chang minh ring nguoi di dau tién co
thé ludn thing cudc.

Gidi: Chiatat ca cac sb nguyén bt dau tir 2 thanh céc ciap sd khéng giao
nhau (2k ; 2k + 1), kT §%:(2:3),(4:5),(6:7),...

Khi d6 gitabasdn,n—1, n—2c6 hai s tao thanh mot cap nhu vay.
(Cuthé néunlé thi cipdéla(n—1: n) con néun chinthi cip do la
(n—2; n—=1).Nguoi di trudéc phai di nhu sau:

O O O

1 2z 3 4 5 [ 7 n-2 | n-1 n

H-4.2
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- bi quan cd diang ¢ 6 ¢6 sd hiéu khong roi vao cip d6 vadit vao 6 co s
thi ty 1 (thi du néu n [¢ thi ngudi the nhat dat quan cod ¢ 6sb n—2vao 6
sb 1). Sau nuéc di thi quan co ndy s& khong con chuyén dong di dau dugc nira
( nghiala chi con hai quan co co thé di chuyén ).
o O O

1 2 3 4 L G 7 n2|nl| n

H-4.3

-Dén luot nguoi thir hai gia sir chuyén mot trong hai quan c con lai sang
0 thor m.

-Ngudi thi nhat s8 dat quan cd con lai vao 6 sO m—1 hoic 6 s6 m+ 1 phu
thudc vao s S8 tao thanh véi sb m mot ciap nhu trén ( thi du nguoi tha hai di
quan cd n—1vao 6 sb 7, thi ngudi thir nhat s3 di quan ¢ nvao 6 sd 6).

(Trong hinh trén ba quan chuyén vao cac 6 1, 6, 7).

Diéu nay ludn ludn co thé 1am dugc vi céc cap sd khéng giao nhau va
khong giao vai 6 sH 1.

-Nhu vay nguoi thir nhat con di duoc, néu nguoi thi hai con di duoc.

Vay ngudi thir nhit khong thé thua.

-Do mdi 1an choi céc quan cd dit vao céc 6 ¢d sd hiéu ngay cang nho di.

Vi thé tro choi phai két thiic sau mot sb hitu han buéc va ngudi choi dau ludn

thing néu ho tuan thi theo quy tic trén. o

Vidu 4.5: Trén to gidy ¢ ké vo han céc 6 vubng va mdi 6 duoc td bang mot
trong hai mau xanh hoic dé sao cho bat ct hinh chix nhat ndo kich thugc 2x3
thi c6 ding hai 6 mau do. Xé mot hinh chir nhat kich thugc 2004x2005 bat

ki. Tinh sb 6 do cua no.
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Gidi:
Taco nhan xét:
Moi hinh chit nhat kich thuéc 1x3 chira ding mot 6 mau do.
That vay, gia sir két luan caa nhan xét khéng dung, tic 1aton tai hinh chit
nhat 1x3 c6 s 6 mau do khac mot. Khdng giam tong quét gia st d6 1a hinh
chitr nhat. AKHD kich thuéc 1x3 c6 hai 6 d6 (néu khong thi khdng cé 6 do

ndo, nhung khong thé 1a bavi trong moi hinh chit nhat 2x3

€O duing hai 6 do mathoi). g E F
Truong hop AKHD khong c6 6 do nao Ii luan L /
4 | 5
tuong tu. ‘ % !
Ciing ¢6 thé cho 1 hai 6 d6 cia AKHD 12 7K

A
07,68 (néu ¢ cac 6 khéc thi li luan ciing nhu vay).

Xé hinh chir nhat BFNA. D6 1a hinh chir nhat 2x3, nén theo gia thiét né

M N D

cO dung hai 6 do 7va8lahai 6 d6, dodécac 6 1, 2, 4, 5lamau xanh.

Xét hinh chit nhat BCHK , tir gia thiét va do céc 6 1,2, 4, 5 mau xanh
nén cac 0 3, 6 la mau do.

X ét hinh chit nhat ECDM kich thuéc 2x3, tathdy do 6 3, 6, 8 mau d6 nén
suy ramau thuan.

Vay gia thiét phan chirng & sai. Nhan xét dugc chitng minh. Vi 20041 3
va 2004 1 3 = 668. Do vay hinh chir nhat kich thuéc 2004x2005 chia thanh
2005%x668 hinh chir nhat 1x3.

Vay sb 6 do trong mot hinh chit nhat tly v kich thugc 2004%2005 |4
2005x668 0.

S6 0 do can tim 121339340 6. o

Vidu 4.6: Trén mat phing cho 2n diém (n > 2), khdng c6 ba diém n&o thang

hang. Mot sb trong ching duoc ndi thanh doan thing theo nguyén tic sau:
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Néu diém A duoc ndi véi diém B, diém B duogc ndi voi diém C | thi A khong

dugc ndi v6i C . Ching minh rang véi cach ni trén ta thu dugc khdng qué n®

doan thang.
Gidi : Ta chixng minh bang phuong phap quy nap nhu sau:
Véi n= 2. Khi d6 taco bon dieém Ay, Ay, As, A, A,
R rang khdng dugc phép néi dé tao thanh As

bat ki mot tam gidc ndo. Vi thé cach ndi dé co toi

da céc doan thing 1a c&c ni trén. Céach ndi

ndy c6 4 = 2% doan thiang. Vay két luan bai A A,
toan da ddng khi n = 2. s

- Gia sir két luan cua bai toan ding dén n = k , tac lanéu cd 2k diém
(k> 2) va khong cé ba diém nao thing hang. Khi d6 ¢ khdng qué k* doan
thangtrong cach néi tuén theo yéu cau da dit ra. B

- Xét khin =k + 1 tac lataco 2k + 2 diém.
Di nhién luén cé thé gia thiét ¢ hai diém A, B A
duoc ndi véi nhau (vi néu khéng thi sb doan thang
bang 0 va két luan ddng |a tim thudng). At Az

X ét 2k diém con lai. Theo gia thiét quy nap véi 2k -0
diém ndy sd doan thiang dugc néi véi nhau (tudn theo quy luat ndi d& cho)
khong vuot qua K-

X ét cac cach ndi tir A hodc B téi cac diém A, Ao, ..., Ay cOn lai. Chay
rang néu ndi A véi A, thi A khong thé ndi véi B ; con néu ndi A vai B, thi A
khong thé ndi véi A, vi thé sb cac doan thang ndi ndy khdng vuot qué 2k.

Vay tdng sd doan thing duoc ndi lic ndy khong vuot qua k2 + 2k + 1 =
(k + 1)?, (Andi B).
Vay két luan cia bai todn ciing ding khi n = k + 1. Theo nguyén Ii quy

nap suy ra. o
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Vi du 4.7: Cho mdt bang & vuéng c6 nxn 6, vai n 1a mot sb 1é. trong mdi &
cua bang ta dit ra mot sé 1 hoiac —1. Goi a la tich cac sb 6 cac 6 cua cot k |
con by latich céc sb ¢ cac 6 ciahang k (k = Ln).
Ching minhring: 8 a +3 b 1 0.
=L kel
Gidi: Gia thiét phan chirng két luan caa bai todn khdng dung tac [ata co:
S a+8 b =0. L)
1 kel

T gia thiét suy ra voi moi k=1 n thi cac sd a, b déu bang 1 hoic —1.

Mit khéc, ta cO aa;...anbib,...b, chinh 1a binh phuong cua tich tat ca
céc sb trong bang, matich céc sb trong bang 1 hoic —1, do vy

aa,..abb,..b, =1.

Tir (2) suy ratrong tat ca cac sd ac, bk néi trén, sb cac sb bang —1 phai 1a
sd chan.

Tir (1) su racéc sd ay, by bang —1 va bang 1 1a bing nhau, vy sd cac sb
ax, by bing 1 ciing phai 1a sd chin.

Do viy s céc b ay, bk latdng cua hai sb chin bing nhau, nén [asb chia
hét cho 4, tac la2n il 4.

Donlas Ié nén 2n=2(2m+1)=4m+2 | 4.

Mau thuan ndy ching minh gia thiét phan chieng 1a sai, tiec 1a (1) khéng
thé co.

bidudénghiala § a, +q bt 0.0

k=1 k=1
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Vi du 4.8: Trén mat phing c6 sau diém sao cho ba diém bat ki 1a dinh cua
mot tam gidc ma cac canh c6 do dai khac nhau. Chirng minh ring canh nho
nhat cia mot trong cac tam giac dong thoi 1a cach 16n nhit cuia mot tam giac
khac.

Gidi: Gia sir My, My, Mg, Ma, Ms, Mg 1a sdu diém da cho. Trong mdi tam
giac M; M; M tatd canh 16n nhat bing mau do. Xuét phét tir dinh My, c6 nam
doan thing ni M, véi céc diém con lai.

Chi cé hai truong hop sau day say ra:

1. Hoac laco it nhit batrong nam

doan MMy, M1M3, M1M4, M1Ms, M1Mg Y‘“ Ma
td mau do. Gia s M1iM,, M]_Mg, M1M4
t0 mau do. \ Vg

Xét tam gidc M, MsM,. Khi d6 trong oA

tam gidc ndy c0 it nhat mot canh mau do (canh 16n nhat). Gia s doan do 1a
M,M3. Khi @6 tam gidc M, M, M3 ¢6 ba canh mau do.

2. Hoic la co it nhit ba trong naim doan ndi trén chua dugc t6 mau.

Gia sir M1M,, M;Ms, M;M,4 chua duoc té mau. Xét ba tam gidc MM, M3,
M1 M3 Mg, My M3 M4. Do M1 My, My M3 chua cd mau, vay M, M3 phai mau do.
Vay tam giac M, M3M, ¢6 ba canh cung mau do. Tuong tu MsM,, MsM,, phai
mau do.

Nhu vay ta da chirng minh duoc ludn ludn ton tai mot tam gide c6 ba cach
cling mau dé. Gia sir d6 la tam giac M; M; M, va khong giam tong quét co thé
cho 1a: M; M; < M; M, < M M; ( Chl y rang moi tam giéc tao thanh tir siu
diém déu cb céc cach ¢ do dai khéc nhau).

Nhu thé M; M; 1a canh nhé nhét ctia tam giac M; MiMx. Vi né c6 mau do,

vay no phai [ canh I6n nhit caatam gidc khac ndo dé. o
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Vi du 4.9: Cho hinh lap phuong. Ta dién tdm sb nguyén duong ddi mot khéac
nhau vao tam dinh cua hinh 1ap phuong. Trén mdi canh cia hinh 1ap phuong,
ta ghi UCLN cua hai sb dugc dién ¢ hai dau mat cua canh do. Hoi ¢6 thé xay

ra trudng hop tdng tam s6 ¢ tdm dinh bing tong cua 12 s6 ¢ 12 canh duoc

khéng?
Gidai:
Taco nhan xét sau day:
Goi a, b lahai sb nguyén duong khéc nhau va UCLN (a, b) = d. (1)
Khi détacdé a+ b>3d. (2)

Thatvay tor (1) suyraca=da’; b=db’; v6i UCLN (a’, b’) = 1.

Doa >1,b'>1,vadoa#b,néna vab khdngthé cung bing 1.
Tuddéco a +b >3

Vithé a+ b= (a+ b')d>3d, vay (2) ding. Dau bang say ra khi va chi
khi a = 2b hoic b = 2a. Gia s tai tdm dinh caa hinh 1ap phuong ta ghi cac sb
nguyén duong & (i = 1,8). Chi y rang céc sb ndy d6i mot khéc nhau.
Gia si: UCLN (&, &) =d; (L<i,j < 8).

Theo nhan xét tréntaco: & + a > 3d;. Tu do:

a (ai+aj)3'?’é d; . ©)

1£i , JE8 1£i , JE8

Vi mbi dinh ghi sb a; thuc ba canh nén trong tong cua vé tréi caa (3) moi

. . 3
SO0 & dugc tinhbalan. Trdé § (a+a)=33 a. (4)
1£i | j£8 i=1
.8
Te@va@didéndas & . (5)
i=1 1£i,j£8

Dau bang trong (5) siy raU a =2ahaya=2a ," 1£ i, j£8.
Nhung diéu nday khéngthé codoa L a," it j. Vay tir (5) cd

8
aa>a d. (6)

i=1 1£i,j£8
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Tir (6) suy ra bai todn cd cau tra 161 pha dinh: khdng thé co cach dién sb
vao dinh va cach Iap phuong sao cho tong sd ¢ tdm dinh bang téng cua 12 sb

& 12 canh cua hinh lap phuong. o

Vi du 4.10: Cho bang 6 vudng kich thuéc 2nx(2n + 1) (bang gdbm 2n dong va
2n + 1 cot). Hay tim sb nguyén duong k 16n nhat sao cho ta co thé td mau k 6
vudng con cua bang ma véi moi hai 6 vubng con nao dugc td6 mau cing
khéng c6 dinh chung.

Gidai:

Tadanh sb cac hang va cot theo quy wéc sau: Tha tu caa hang tinh tir trén
xudng dudi, con thi ty caa cot tinh tir tréi sang phai.

Ki hiéu (i ; j) 1a6 vudng naim & giao cua hang thi i va cot thi j cua bang.

Gia st T lamot cach td mau theo yéu ciu dau bai.

Ki hiéu k(T) lasb & duoc to _
1 2 3 ] 2001 2002

mau cuacach T. 1

Néu d (i ; j) duoc td mau

trong cachtdé mau T i

(1£i£2n-1) thi 6 (i+1;]), i+l
vacéc 6 ké vai (i ; ) trong 1059
cung hang di nhién khong 2000
duoc t6 mau. H-4.8

Thuc hién phép bién dbi sau dbi voi T:
X6amau o tat ca cac 6 (i ; j) mai = 1(mod 2), déng thoi td maucac d (i +1; )
(tirc 1a x6a mau tat ca cac 6 nam & hang 18).

R rang sau khi thue hién phép bién déi ay, ta cd mot phép té mau mai T.
Phép t6 mau nay thoa man céc diéu kién sau:

1. Hai 6 vubng con nao dugc td mau ¢ budc T' ciing khdng ¢ dinh chung.
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2. K(T) = K(T").
3.Tat ca c&c 6 nam ¢ hang thir 1, 3, 5,..., 2n — 1 déu khéng c6 mau.
Theo céch té mau thi sb cac 6 dugc td mau ¢ mot hang khdng vuot quéan + 1.
Vachi co tdi dan hang c6 mau, nén:
K(T) < (n+ Dn.Vithé k(T) < (n+1)n 12 3 4 Zn+1

véi moi cachtd mau T.

X ét cach t6 mau sau:

Toémautatcacacd (2i ;2 — 1) 4
voii=1,2,...,n;j=1,2,...,n+1L.
R& rang phép td nay thoa man

Zn

yéu cau dé bai. S6 6 dugcté lan(n + 1). H-4.9

Tém lai, sd k16n nhit phai tim lan(n + 1).o

Vi du 4.11: Cho mot tam gidc déu dugc chia thanh n® tam gidc déu bing
nhau. Mot sb tam giac d6 dugc danh sb bai cac sb 1, 2, ..., m, sao cho céc tam
gi&c v6i céac sb lién tiép thi phai co canh chung.
Ching minhring: m < n—n +1.

Giai: Chia c&c canh tam gi&c déu thanh n phan bang nhau. Tt cac diém
chia ké cac dudng thang song song véi cac canh cia tam giéc.

Khi d6 sb tam gidc déu con |&:
1+3+5+...+(2n—-1)=n%

T6 mau tam giac thanh céc tam giéc den, trang

xen k& nhau nhu hinh v&. Khi dé sb cac 6 den |&:

1+2+3+. . +n= "+

con sb céc 6 tring 1

n(n- 1)

1+2+3+...4(n-1) = >
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Theo céch danh sb tam giéc thi hai tam giac
duoc danh sb lién tiép phai c6 canh chung do d6 nd phai c6 mau khéc nhau.
Vi [& d6, trong sd céc tam gidc duoc danh s, sb céc tam giac den chi cé
thé nhiéu hon sb céc tam giéc tring [a 1.Vay tong sb c&c tam giac duoc dénh
sd m phai théa man bat dang thuc:

2n(n- 1)

m£ +1, hay

m< n’-n+10

Vi du 4.12: Cho ban ¢y vua 8x8 6. O mdi budc xét mot hang hoac mot cot,
sau d6 trong hang (hodc cot) chon ra, ta thay d6i mau tit ca céc 6 trong hang
(hoic cot) ay theo quy tic: den bién thanh tring va tring bién thanh den. Hoi
bang céch 4y, co thé dén mot Iic ndo dé thu dugc mot ban cd chi co duy nhit
mot 6 den hay khong?

Gidi: Gia sir trudc khi t6 lai mot hang (hoac mot cot) cd k 6 denva 8 —k
0 trang.

Sau khi 6 lai hang (hoac cot) s& co k
6 tring va 8 —k 6 den. Vi thé sau mot 1an
t6 lai sb 6 den thay ddi &

(8 —k) —k = 82k, tic la thay doi mot
sb chin 6 den.

Nhu vay tinh chén, 1é ciasb cac
6 den khdng thay doi subt tir dau dén cudi. H-4.11
Lc dau sd 6 den 1232 6 (sb chin). Vi thé khdng 1Gc ndo ta lai nhan duoc ban

co chi c6 mot 6 den. Bai todn co két qua la pha dinh. o
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Vi du 4.13: Mét da giéc 15i n canh dugc chia thanh céc tam giéc bang cac
duong chéo khdng cit nhau cua nd, ddng thoi tai mdi dinh caa nd déu hoi tu
mot sb 1¢ cac tam gi&e. Chirng minh rang n chia hét cho 3.

Gidgi: Theo gia thiét da gidc 16i dugc chia thanh nhiéu tam gi&c boi cac

duong chéo khéng cit nhau. Td mau den, tring cac A

tam giac sao cho hai tam giéac ¢6 canh chung
thi c6 mau khéac nhau. Mit khéc, vi tai moi
dinh déu hoi tu mot s 1é tam giéc, nén khi td
mau nhu vay tat ca c&c canh cua da giac S8
thudc cac tam giac cung mau (gia sir dé la

cac tam giac den).

H-4.12

Gia sir mlasd canh cua céc tam giéc trang, vi hai
tam giéc trang bat ki khéng c6 canh chung nén di nhién mi3 .

Mit khac , mbi canh cua tam giéc tring ciing 1& canh cua tam gidc den va
tat ca cac canh cuatam giéc tring ciing 1 cac canh cuatam gidc den. Ngoai ra
hai tam gidc den bt ki ciing khéng c6 canh chung, nén tong sd canh cia tam
gi4c denlam+ n ciing phai chia hét cho 3.

Tami 3suyrani 3. 0

Vi du 4.14: Trén mot duong thang co n diém mau xanh va n diém mau do.
Chtrng minh rang tong tit ca cac khoang céch gitta cac cip diém cung mau bé
hon hoic bang tong tat ca cac khoang cach giira cac cap diém khac mau.

Gigi: Gia st n diém mau do trén truc sb c6 toa dd Xg, X, ..., X cON N diém
mau xanh trén truc s cd toadd 1ays, Va,...Yn.

Goi A, latong céc khoang céch cua nhirng diém cing mau, con B, laténg
céc khoang céch cua nhitng diém khéac mau.

Ta s chirng minh bang quy nap.
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-Néun=1.khid6A;=0,conB, =|x — V| >0.

RG rang A1 < B;.

Vay két luan cua bai toan ding khi n = 1.

-Gia st két luan cua bai todn ding khi n = k — 1, tic Arq < B
-X ét khi n = k. Khéng giam tong quét ¢ thé cho 1

X = MaX { Xu,.... X ; Ye=max{ ya,....yid (Vi néukhéng thi danh sb lai).

Taco:
& &
A=Au+a (x-x)+a (Y- v)
i=1 i=1
k
=Aata €% )+ (ve- %) - 1)
i=1
§ §
B =Bt a [% - Vit a Vi %|*+[% - - (2)
i=1 i=1
Theo gia thiét quy nap, thi Ac; < By, (3)
X1 X2 Y1 Y2 X3 Y3

H-4.13
Vay két luan cua bai todn ciing dung khi n = k. Theo nguyén |i quy nap

suy ra A, < By, voi moi n nguyén duong . o

Vi du 4. 15: Cho mot bang hinh vuéng nxn & (n > 2). Trong modi 6 vudng ta
viét mot sb nguyén khdng am tdy y thoa man diéu kién: Néu mot 6 ndo do
duoc viét sb 0, thi tdng caa tit ca cac sb viét ¢ dong va cot chira 6 d6 khong
nho hon n. Tim giatri nhd nhat cua tong cac sé duoc viét trong bang.

Gidgi: V&i mdi i = 1n, ki hiéu & latong céc sb duoc viét & hang tha i (ké

tir trén xudng dudi).

S6 héa béi Trung tam Hoc liéu — Bai hoc Thai Nguyén http://www.Lrc-tnu.edu.vn



www.VNMATH.com

- 47 -
V&i méi i = 1n, ki hiéu b latong céac sb duoc viét & cot thir j (ké tir tréi
sang phai).
Tur gia thiét cua bai todn suy ra: Véi moii = 1n ;j = 1n taludn co:
a+b >n. (1)
Nhu vay ta co:
T=a4a(a+b)3n. (2
i=1 j=1

Gia sir a; 1asb ghi o cot (i, )

(1aé o hangi vacot j ) thi a; nam trong tong

a vab;. Do mbi a vab; déu xuét hign

trong T n lan, do vay “gian tiép” mdi

sd a; tham gia vao tong T 2n lan.

Do d6 néu ki hiéu Slaténg céc sb duoc viét

trong bang, thi: H-4.14
s=aasa- )
i=1 j=1
Tu (2), (3) vanhan xét trén suy ra: 1|11 jo oo
ki1 11 |1]0l0]o
n2
T=2nSpP 837 (4) 1 1 1 0 0 0

Mt khéac Sl1a s nguyén, nén tir (4) lai co:

ge N1 (5) H-4.15
é 2 0
Bay gio taxét kha nang say ra diu bing trong (5). C6 hai trudng hop sau:
1. Néu n chan (n = 2k). Khi d6, xét cach ghi sb vao bang nhu sau:
D& thay céch ghi sd trong trudng hop ndy théa man yéu ciu dé raldc nay
tdng S cac sb ghi trong bang s& 14 S= 2k2.

Mat khac, ta co:
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én’+10 é4k’ + u é
en 1u e4k 1 82k2+_ o
6 20 e 2

R . . R én? +1U0 1 1|1 ]o] oo
Vay taco truong hop ndy S=g— . 1
&6 2 kel | g |1 11 |0]0]o0
A , 1|1 1{ofo| o
2.Néu nlé (n= 2k + 1). ‘
1 1 1 1 1] 0 1]

Khi d6, xét cach ghi sb vao bang nhu sau:

R6 rang céach ghi s6 ndy théamanyéucaudéra « o oo |of1]1 |1
Ldc nay téng céc sH ghi trong bang l&: olojojof1|1]|1
:(k+1)2+k2:2k2+ 2k + 1. H-4.16

én? +10_ §(2k +1)7 +

Lai c6: & g=e u = €2k + 2k +10=2k* + 2k +1.
§208 2 ¢ & "
A \ N ~ £ én? +1u
Nhu vay trong truong hop nay taciing co: S= & u-
e u
z . v, ) e , 2 A < N n +1U
Ket hop lai suy ragiatri nho nhat cuatong Scantimla S=g——; . O
é a

Vi du 4.16: Trén mot mat phiang co thé xép dugc bay doan thing sao cho
mdi doan thiang cit dung ba doan thing khac nhau dugc khéng?
Gidgi: Lap bang nhu hinh vé. Ta danh diu vao 6 (i , j) ciing nhu 6 ( , i)

diu x néu doan thang thir i cit doan thang

thir j, vadanh dau 0 néu chiing khéng

citnhau (1<i<7,1<j<7). "

(Riéng cac 6 (k , k), k=17 déu 3 0

danh sb 0, vi coi nhu doan thiang tha k

khéng cit chinh na). j < | o

Gia st mdi doan thang cit ding ba

doan thing khac.Nhu vay, & mdi hang H- 4.17

déu c6 ba dau x. Vay toan bang c6 21 dau x.
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Mit khac & bang trén s3 c6 7 6 (k , k) co diu 0 (xép theo dudng chéo
chinh). Nhu d& n6i, néu d (i , j) c6 dau x, thi 6 (j , i) (d6i xang véi 6 (i , j) qua
dudng chéo chinh) cuing c6 diu x. Vay sb 6 dugc danh diu x phai 1asd chan.
Do 21 1a sb 1&, nén ta gip mau thudn. Vay gia thiét méi doan thing cit ddng
ba doan thang khéc 1a sai.

Bai toan d& cho co cau tra [oi 1a pha dinh. Khong thé xép dugc bay doan
thing sao cho mdi doan thang cit d¢ung ba doan thang khéc dugc. o
Vidu4.17: Tai badinh A, B, C ciatam giac ABC c6 ghi tuong (rng ba sb
a, b, c khong dong thoi bang nhau. Nguoi ta thuc hién phép thay di sb tai ba
dinh tam gi&c nhu sau:

Néu & mdi budc tai badinh co ghi basd 1a(x:y : 2), thi buéc tiép theo s ghi
bash (X+y—2X:;y+z—2X;z+X—2y).
Chtrng minh rang xuat phét tir bo ba (a; b ; ¢), sau mdi sd 1an thuc hién phép
ghi trén, ta s3 nhan duoc bd ba sd ma it nhat mot trong ba sé cia nd khdng
nho hon 2006.

Gidi:

C
b 418 c bb H.o419 !

V&i mbi n=1, 2,...ki hiéu (an; by ; ¢ o) 1abo s ghi dugc sau lan thay thi n.
Taco hé thirc sau:
a,thb,+c,=0,"n=12,...
VéiMéin=1,2,...dat: S, =a?+b?+c?.
Taco:

— A2 2 2
Sn+1_an+1+b +C

n+1 n+1
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=(a, +b,- 2¢,)° +(b, +c, - 28,)" +(c, +&,- 2,)°
=(a, +b, +c,- 3,)" +(b, +c, +a,- 33,) +(c, +a, +b, - 3,)’
= 3(a, +bn+cn)2+9(c§+qf+bnz)- 6(a, +b, +c,)(c, +b, +a,)
=05 .

(do a +b +c,=0,"n=12..).

Nhu thé tacod: s

n+l

- 0s.. (1)
T (1) tadi &nvéimoin=2,3,... thi:

S =9™s. 2

Do a, b, ¢ khong dong thoi bang nhau, nén a,, by, ¢, khéng déng thoi bang 0.

That vay:
ja+b-2c=0
a;=b;=c;=00 |b+c-2a=00 a=b=c.
lc+a-2b=0

Vilgdd S =a’+b’+c¢?>0 .
Do S >0, néntu (2) suy ra: limS, =+¥. (3

X® ¥
T (3) suy ratdn tai k nguy@n duong du 16n sao cho:
S > 3.(2.2006)°. (4)
Vi S =aZ +bZ +c2, nén tir (4) theo nguyén i Dirichlet suy ra trong ba sb
al, b, ¢l phai co it nhat mot sd gia st 1a a2 ma:
a2 3 (2.2006)°
P |ad> 2.2006. (5)
C6 hai kha nang say ra:
1. Néu a, > 2.2006, thi di nhién a, > 2006,bai toan dugc giai quyét trong
truong hop nay.
2. Néu a, < -2.2006 , thi do a + b + ¢, = 0, nén suy ra:

S6 héa béi Trung tam Hoc liéu — Bai hoc Thai Nguyén http://www.Lrc-tnu.edu.vn



www.VNMATH.com
-51-

be+ x> 2.2006. 6)
Tt (6) lai theo nguyén |7 Dirichlet suy ra co it nhit mot trong hai b by, ¢ (ma

cO thé gia sir d6 1aby) sao cho: by > 2006. Bai toan duoc giai hoan toan. o

Vi du 4.18: Cho mot bang hinh chir nhat ké 6 vudng c6 2005 hang va 2007
cot. Ki hiéu (m, n) 1a 6 vudng nim & giao cua hang thir m va cot tha n. T
mau céc 6 vudng cua bang theo quy tic sau: Lan thi nhat té ba 6 vuéng (r, s),
(r+1,s+1),(r+2 s+2);Véir, slaha s cho trudc thoaman diéu kién
1 < r < 2005val<s<2007. T lan the hai, mdi 1an té ding ba 6 chua cé
mau nim canh nhau trong cting mot hang hoic cuing modt cot. Hoi bang cach
d6 co thé td mau duoc hét tit ca cac 6 vudng cua bang d& cho hay khéng?

Gidgi: Chiatat cac 6 vubng cia bang thanh ba loai:

- Loai |: Gom tit ca cac 6 (m, n) ma( m—n) = 0(mod 3).

- Loai II: Gdm tit ca cac 6 (m, ) ma( m—n) = 1(mod 3).

-Loai I11: Gdm tit ca c&c 6 (m, n) ma (m—n) = 2(mod 3).

Do 20071 3 nén ¢ mdi hang ta déu c6 s6 & ¢ mdi loai 1a bing nhau.
Vi thé, & toan bang sb & mdi loai bing nhau.

R rang ké tur 1an thir hai, trong mdi 1an t6 mau, ta td ding mot 6 loai |,
mot 6 loai 1, mot 6 loai 111 (vi bab ¢ cung mot hang hoac cung mét cot ma lai

dang canh nhau).

Tur hai nhan xét trén suy ra, néu td mau s st se2
duoc hét tat ca cac 6 caabang, thi & 1an to tht ,
nhét ta phai t6 ding mot 6 loai |, mot 6 loai 11, "
mot 6 loai 111, i
Tuy nhién do:
r—s=@+1)-(s+1)=(r+2)—(s+2), H-4.20

nén ba 6 t6 ¢ l1an dau déu cung thuoc mot loai.
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Vi thé bai toan co cau tra 161 pha dinh: khéng thé td mau duoc hét tit ca

céc 6 vudng cua bang theo yéu ciu. o

Vi du 4.19: Hay tim sb lwong it nhat nhitng mat phang, ma no chia khdi 1ap
phuong khong nhé hon 300 phan.
Gigi: Chiang minh bing phuong phép quy nap theo n, két luan rang n

duong thang chia mit phing ra khéng qua p(n) = @ﬂ phan, va nhan

dang p(n) khi moi dudng thang déu déi mot cit nhau va khéng cé ba duong
ndo co diém chung. Tuong tu quy nap theo n , chirng minh dugc n mit phang

n®+5n+6

chia khéng gian ra khéng qué g(n) = phan. n mit phang chia dung

q(n) phan khi khéng cé hai mat phang nao song song véi nhau va khdng co ba
mit phang ndo c6 chung mot dudng thing va khéng cé bdn mit phing ndo cé
mot diém chung. Vi q(12) = 299 < 300 < 378 = ((13), dé chia khéng gian ra it
nhat 300 phan can phai c6 12 mat phiang. D& thay rang dé chia mot khi lap

phuong ciing phai ¢an s mit phiang nhu vay. o

Vi du 4.20: Nhitng 6 caa hinh vudng kich thudc 7x7 duogc td bang hai mau.
Chtrng minh rang ton tai it nhat 21 hinh chir nhat véi dinh cing mau va véi
cac canh song song vai cac canh cua hinh vubng.

Gidi: Tacho mau dugc td latring va den. Cho mot hang, ta gia sir ton tai k
6 den va7- k 6 trang. Khi d6 ton tai.
C2+C2, =k?- 7k+213 9 = k*- 7k+212 9, cap 6 cung mau.Vay ton tai it nhat
7.9 = 63 cap 6 cung mau trén cung hang.
Tiép theo ton tai C2 = 21 cap cot. Vay ton tai 21.2 = 42 t6 hop cia mau va

cap cot. Vai t6 hop i = 1 dén 24, va gia sir ton tai ji cip trong cing mot to
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hop, thi ton tai it nhat ji — 1 hinh chit nhat cho t6 hop nay. Vi tong cua ji it

4 A e 4 32 .. \ z A Y
nhat la 63, vay ton tai it nhat g (ji- 1)3 63- 42=21. Tu 46 suy ra ton tai it

i=1

nhat 21 hinh chir nhat thoa man yéu cau caa dé bai.o

Vi du 4.21: Cho ABC la tam gi&c nhon voi B =nB véi n 1a mot s nguyén
duong. Chirng minh rang tam gidc ndy cd thé tach thanh nhirng tam gidc can
ma tat ca c&c canh bén caa ching déu bing nhau.
Gidi: Taching minh ménh d& véi géc A nhd hon 90°. B
Ta s chirng minh bang quy nap theo n matam M
gidc ABC ¢ thé cit thanh n tam gidc can ma
nhitng canh bang nhau caa né déu bang AC. a (n- Da

A
Vé&i n = 1 két luan 1a hién nhién. H-421

Gia sir két luan ding cho n— 1 vata
chirng minh né cho n. Chon M T AB sao cho cmA=A.
Khi ¢6 tam gidc CMB co:
MCB =180° - CMIB- CMB =180° - (180° - ni#) = (n- 1)

Do d6 theo gia thiét quy nap, tam gidc ndy cé thé téch thanh n — 1 tam
gidc can co cac canh bang nhau va bing MC = CA. Cong thém véi tam giac
CAM cho ta két qua cit tam giac ABC. o

Vi du 4.22: Mot hinh tron chia thanh 10 hinh quat. Méi hinh quat chira mot
con rép. Mot 1an tat ca cac con rép dong thoi chuyén sang hinh quat bén canh
sa0 cho mét con chuyén nguoc chiéu kim dong hé va cung 1Gc d6 nhitng con
rép con lai chuyén theo chiéu thuan kim déng hd. Cu lap lai qué trinh chuyén
rép nhu vay. CO kha ning & mot budc ndo do tat ca cac con rép déu nim trong

mot hinh quat hay khéng?
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Gidgi: Banh s cac hinh quat tron tir 0 dén 9 theo chiéu kim déng hd. MJi
con rép tinh diém bing sb cua hinh quat ma né ¢ trong @6 (thi du, con rép
nam trong hinh quat tha 5 thi con rép d6 dugc tinh 5 diém). Tai mdi buéc
cong diém cuaca 10 con rép. O vi tri dau tién cua 10 con rép, mdi con & trong
mot hinh quat nén tong s6 diém1a0+ 1+ 2 +...+ 9 =45,

Khi di chuyén theo chiéu kim ddng hd, thi

sb cia mdi con rép s3 ting 1én 1, hodc giam

di 9 ( néu trudng hop con rép & hinh quat 8 2
thir 9 chuyén theo chidu kim déng hd vao ! 3
hinh quat thir 0).

Khi di chuyén theo chiéu nguoc kim déng H-4.23

ho, thi s ciiamdi con rép s3 giam di 1, hoic
ting 1én 9 ( néu trudng hop con rép ¢ hinh quat tht 0 chuyén theo chiéu
nguoc kim ddng hd vao hinh quat thi 9).

Taco nhan xét sau:

Sau mdi lan di chuyén thi tdng so diém cua c&c con rép ting hodac giam
mot sb chidn. That vay, chi co thé say ra cac trudng hop sau:

-Hoic 1a cd mot con rép chuyén dong nguoc chiéu kim dong hd sang 6
bén canh (khéng phai tir 6 0 sang 6 9), k con chuyén dong cuing chiéu kim
déng hd tir 6 9 sang 6 0, 9 — k con chuyén dong cling chiéu kim déng hd sang
6 bén canh (khéng phai tir 6 9 sang 6 0), 6 day 0 £ k £ 9. Khi d6 tong sb
diém caa 10 con rép sau khi chuyén dong thay dbi mot luong |&:

99k + (9— k) = 8—10k.

-Hoic 1a cé mét con rép chuyén dong nguoc chiéu kim d¢éng hd sang 6
bén canh (khdng phai tir 6 0 sang 6 9), & ddy 0£k£9. Khi d6 tong sb
diém cua 10 con rép sau khi chuyén dong thay déi mot luong &
-1- 9k +(9- k) =8- 10k.
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Vi 18 — 10k ; 8 —10k déu la sd chin nén nhan xét dugc chang minh.

Ki hiéu S, latdng sb diém cua 10 con rép ¢ budc n. Tacd S = 45, noi
riéng S, 1asd [¢. Dyavao nhan xét trénsuy ra S, 1asd e véimoin =1, 2,...

Gia sir tai buéc k ndo ¢6 caa 10 con rép déu nam trong hinh quat thi j.
Lic 4y tacd S = 10j. Néi riéng S 1a sb chan. Ta nhan dugc diéu mau thuin
VGi viec S, 1asd 18 véi moi n.

Vay bai toan co cau tra loi [a phu dinh: Khéng cé 1Uc nao thuc hién duoc
phép di chuyén theo yéu ciu bai toan dé ca 10 con rép nam trong cling mot
hinh quat. o

Nhdn xét. Trong bai ndy céi bit biénla: S, 1asd 1é véi moin=1,2,...

Vi du 4.23: Chirng minh rang 2n diém bat ky khéc nhau trong da giéc 15i, ton
tai mot phép cit da gidc thanh n+1 da gidc 16i sao cho 2n diém nam trén cac
canh cua cac da giac nay.

Gidi: Tachirng minh bang quy nap theo n. Véi n = 1, chon céch cit duogc
xéc dinh bang duong thang di qua hai diém nay.

Tagia st ménh dé dang vai tit ca cac da gidc bén trong cé chira 2(n —1)
diém. Ta phai chiztng minh ménh dé vai da giac ¢ 2n diém ¢ trong. Tach
dinh mot duong thing d ma nd khdng giao véi da giac da cho. Cho A ladiém
ma nd gan d nhat va chon B trong nhitng diém con lai sao cho géc tao boi
dudng thaing AB vad nho nhat (nd cd thé bang khéng). Puong thaing AB chia
da giac thanh hai dagiac 16 p; va p, sao cho p; khéng chira diém trong 12 bat
ky diém nao tir 2n diém, va p, chira trong n6 nhidu nhat 2n — 2 diém tir cac
diém da cho. Sir dung gia thiét quy nap, suy rap, c6 thé chiathanh n dagiac
chtra trén canh caa chiing 2n — 2 diém con lai va da giac nay cuing véi p; cho

ta cach cit da giac can tim.
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