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Tãm t¾t

Cho (A,m) lµ vµnh ®Þa ph−¬ng, I lµ i®ªan m-nguyªn s¬ vµ M lµ A-
m«®un h÷u h¹n sinh. LuËn ¸n thiÕt lËp ®−îc ba lo¹i chÆn trªn cho chØ sè
chÝnh quy Castelnuovo-Mumford cña m«®un ph©n bËc liªn kÕt: theo bËc
më réng, theo ®é dµi cña m«®un ®èi ®ång ®iÒu ®Þa ph−¬ng vµ theo hÖ sè
Hilbert. Trong tr−êng hîp m«®un M ph©n bËc, luËn ¸n thiÕt lËp ®−îc chÆn
trªn cho reg(GI(M)) theo reg(M). Trong tr−êng hîp chiÒu mét, luËn ¸n
còng ®−a ra chÆn trªn chÆt theo hÖ sè Hilbert vµ ®Æc tr−ng ®−îc khi nµo
®¼ng thøc x¶y ra.
LuËn ¸n còng ®−a ra mét chÆn trªn cho chØ sè chÝnh quy Castelnuovo-

Mumford cña nãn ph©n thí theo bËc më réng.
Cuèi cïng luËn ¸n chØ ra ®−îc mèi liªn hÖ gi÷a c¸c hÖ sè Hilbert lµ: c¸c

sè |ed−t+1(I,M)|, ..., |ed(I,M)| bÞ chÆn bëi mét hµm chØ phô thuéc vµo
e0(I,M), e1(I,M), ..., ed−t(I,M), trong ®ã t = depth(M).
Ngoµi phÇn më ®Çu, tµi liÖu tham kh¶o, luËn ¸n chia lµm n¨m ch−¬ng.
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Abstract

Let (A,m) be a local ring, I an m-primary ideal and M a finitely gen-
erated A-module. In this thesis, three upper bounds on the Castelnuovo-
Mumford regularity of associated graded module are given in terms of the
so-called extended degree, the lengths of certain local cohomology modules
and Hilbert coefficients. If M is a finitely generated graded module, an
upper bound on reg(GI(M)) also is given in terms of reg(M). In the case
of dimension one, a sharp bound for reg(GI(M)) is given in term of Hilbert
coefficients of M . It is also investigated when the bound is attained.
Secondly, we give upper bounds on the Castelnuovo-Mumford regularity

of fiber cone in terms of extended degree.
Third, we show that the last t Hilbert coefficients ed−t+1(I,M), ..., ed(I,M)

are bounded below and above in terms of the first d− t+ 1 Hilbert coeffi-
cients e0(I,M), ..., ed−t(I,M), where t = depth(M).
The thesis is divided into five chapters.
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Lêi cam ®oan

T«i xin cam ®oan ®©y lµ c«ng tr×nh nghiªn cøu cña t«i. C¸c kÕt qu¶ viÕt
chung víi t¸c gi¶ kh¸c ®· ®−îc sù nhÊt trÝ cña ®ång t¸c gi¶ khi ®−a vµo
luËn ¸n. C¸c kÕt qu¶ nªu trong luËn ¸n lµ trung thùc vµ ch−a tõng ®−îc ai
c«ng bè trong bÊt kú mét c«ng tr×nh nµo kh¸c.

T¸c gi¶
Lª Xu©n Dòng
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Lêi c¶m ¬n

T¸c gi¶ xin bµy tá lßng biÕt ¬n s©u s¾c, ch©n thµnh ®Õn thÇy t«i GS.
TSKH. Lª TuÊn Hoa. ThÇy ®· lu«n tËn t×nh chu ®¸o d×u d¾t t«i tõ nh÷ng
b−íc chËp ch÷ng ®Çu tiªn trªn con ®−êng khoa häc. ThÇy kh«ng chØ d¹y
b¶o t«i vÒ tri thøc to¸n häc, vÒ ph−¬ng ph¸p nghiªn cøu to¸n mµ cßn gióp
t«i cã nh÷ng quan ®iÓm ®óng ®¾n vÒ cuéc sèng.
T¸c gi¶ xin ch©n thµnh c¶m ¬n ViÖn To¸n häc, c¸c phßng chøc n¨ng,

Trung t©m ®µo t¹o sau ®¹i häc cña ViÖn To¸n häc ®· t¹o ®iÒu kiÖn tèt nhÊt
gióp t«i häc tËp vµ nghiªn cøu t¹i ViÖn To¸n häc. §Æc biÖt t¸c gi¶ xin ch©n
thµnh c¶m ¬n GS. TSKH. Ng« ViÖt Trung, GS. TSKH. NguyÔn Tù C−êng
vµ GS. TSKH. Phïng Hå H¶i ®· t¹o ®iÒu kiÖn cho t«i ®−îc tham gia sinh
ho¹t khoa häc t¹i phßng §¹i sè cña ViÖn To¸n häc.
T¸c gi¶ xin ch©n thµnh c¶m ¬n sù gióp ®ì cña ban Gi¸m hiÖu tr−êng

§¹i häc Hång §øc ®· t¹o ®iÒu kiÖn thuËn lîi cho t¸c gi¶ trong qu¸ tr×nh
häc cao häc. §Æc biÖt, t¸c gi¶ xin ®−îc bµy tá lßng biÕt ¬n cña m×nh ®Õn
ban Chñ nhiÖm khoa Khoa häc tù nhiªn vµ c¸c ®ång nghiÖp trong tæ §¹i
sè ®· t¹o ®iÒu kiÖn vÒ thêi gian gióp t¸c gi¶ ra Hµ Néi häc tËp.
T¸c gi¶ xin ch©n thµnh c¶m ¬n sù quan t©m, ®éng viªn cña c¸c anh chÞ

em ®ang häc tËp vµ nghiªn cøu t¹i phßng §¹i sè vµ phßng Lý thuyÕt sè cña
ViÖn to¸n häc.
Cuèi cïng, t¸c gi¶ xin bµy tá lßng biÕt ¬n v« h¹n ®Õn bè, mÑ vµ nh÷ng

ng−êi th©n trong gia ®×nh, ®Æc biÖt lµ vî t«i ®· lu«n cæ vò, ®éng viªn, t¹o
mäi ®iÒu kiÖn thuËn lîi nhÊt c¶ tinh thÇn vµ vËt chÊt ®Ó t«i an t©m häc tËp
vµ nghiªn cøu.

T¸c gi¶
Lª Xu©n Dòng
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Më ®Çu

ChØ sè chÝnh quy Castelnuovo-Mumford lµ mét bÊt biÕn quan träng trong

®¹i sè giao ho¸n vµ h×nh häc ®¹i sè. Nã cung cÊp nhiÒu th«ng tin vÒ ®é

phøc t¹p cña nh÷ng cÊu tróc ®¹i sè ph©n bËc. ChØ sè chÝnh quy Castelnuovo-

Mumford ra ®êi tõ nh÷ng c«ng tr×nh vÒ ®−êng cong x¹ ¶nh cña G. Casteln-

uovo vµ ®−îc D. Mumford [30] ph¸t biÓu ®Þnh nghÜa ®Çu tiªn cho ®a t¹p x¹

¶nh. B»ng ng«n ng÷ ®èi ®ång ®iÒu ®Þa ph−¬ng, kh¸i niÖm nµy ®· ®−îc tæng

qu¸t hãa cho m«®un ph©n bËc h÷u h¹n sinh trªn ®¹i sè ph©n bËc chuÈn bÊt

kú.

NÕu E lµ m«®un ph©n bËc h÷u h¹n sinh trªn mét ®¹i sè ph©n bËc chuÈn

R th× chØ sè chÝnh quy Castelnuovo-Mumford reg(E) cña E ®−îc ®Þnh nghÜa

lµ sè m nhá nhÊt sao cho H i
R+

(E)n = 0 víi mäi n ≥ m− i + 1 vµ i ≥ 0,

trong ®ã H i
R+

(E) lµ ®èi ®ång ®iÒu ®Þa ph−¬ng cña E víi gi¸ R+ = ⊕i>0Ri.

ChØ sè chÝnh quy Castelnuovo-Mumford cña E chÆn trªn bËc cùc ®¹i cña

mét hÖ sinh tèi tiÓu thuÇn nhÊt cña E.

NÕu R lµ mét ®¹i sè ph©n bËc chuÈn trªn tr−êng k th× ta cã mèi liªn hÖ

chÆt chÏ gi÷a chØ sè chÝnh quy Castelnuovo-Mumford vµ gi¶i tù do tèi tiÓu

cña m«®un E (xem [15]). Tõ mèi liªn hÖ nµy ta biÕt ®−îc chØ sè chÝnh quy

cña R lµ chÆn trªn cho tÊt c¶ c¸c bËc sinh cña c¸c m«®un xo¾n (syzygy)

cña R. §ã lµ mét ý nghÜa quan träng cña chØ sè chÝnh quy Castelnuovo-

Mumford.

Cho (A,m) lµ vµnh ®Þa ph−¬ng, I lµ i®ªan m-nguyªn s¬ vµ M lµ A-

m«®un h÷u h¹n sinh. Ký hiÖu

GI(M) :=
⊕
n≥0

InM/In+1M vµ Fm(I) :=
⊕
n≥0

In/mIn.
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Ng−êi ta gäi GI(M) lµ m«®un ph©n bËc liªn kÕt cñaM øng víi I vµ Fm(I)

lµ nãn ph©n thí cña I øng víi i®ªan cùc ®¹i m. Chó ý r»ng GI(A) vµ Fm(I)

lµ c¸c vµnh ph©n bËc chuÈn. ViÖc nghiªn cøu chØ sè chÝnh quy Castelnuovo-

Mumford cña GI(M) vµ Fm(I) sÏ cho chóng ta biÕt nhiÒu th«ng tin vÒ cÊu

tróc cña M vµ I . Ch¼ng h¹n sö dông reg(GI(M)) ta cã thÓ −íc l−îng ®−îc

kiÓu quan hÖ (relation type), sè mò rót gän vµ chØ sè chÝnh quy Hilbert

(postulation number) cña M theo I (xem [46]), cßn sö dông reg(Fm(I)) ta

cã thÓ biÕt ®−îc d¸ng ®iÖu sè phÇn tö sinh cña In khi n� 0. Do ®ã môc

®Ých cña luËn ¸n lµ gi¶i quyÕt hai bµi to¸n sau:

Bµi to¸n 1 ChÆn trªn chØ sè chÝnh quy Castelnuovo-Mumford cho m«®un

ph©n bËc liªn kÕt.

Bµi to¸n 2 ChÆn trªn chØ sè chÝnh quy Castelnuovo-Mumford cho nãn

ph©n thí.

N¨m 2003, Rossi-Trung-Valla [37] gi¶i quyÕt Bµi to¸n 1 cho tr−êng hîp

M = A vµ I = m. Sau ®ã, n¨m 2005 C. H. Linh [26] gi¶i quyÕt cho tr−êng

hîp tæng qu¸t. LuËn ¸n tiÕp tôc theo 3 c¸ch kh¸c nhau: më réng kÕt qu¶

cña Rossi-Trung-Valla vµ C. H. Linh cho m«®un läc, chÆn trªn theo ®é dµi

cña m«®un ®èi ®ång ®iÒu ®Þa ph−¬ng vµ theo hÖ sè Hilbert. Trong tr−êng

hîp m«®un M ph©n bËc, luËn ¸n thiÕt lËp ®−îc chÆn trªn cho chØ sè chÝnh

quy Castelnuovo-Mumford cña m«®un ph©n bËc liªn kÕt theo reg(M). §©y

kh«ng ph¶i lµ nh÷ng viÖc lµm mang tÝnh tæng qu¸t hay t−¬ng tù h×nh thøc.

Nhê viÖc nghiªn cøu Bµi to¸n 1 cho m«®un läc tïy ý, trong luËn ¸n ®· gi¶i

quyÕt ®−îc Bµi to¸n 2 (xem Ch−¬ng 4). ViÖc chÆn trªn theo hÖ sè Hilbert

vµ ®é dµi m«®un ®èi ®ång ®iÒu ®Þa ph−¬ng gióp x¸c ®Þnh ®−îc mèi quan

hÖ gi÷a c¸c hÖ sè Hilbert (xem Ch−¬ng 5).

Kh¸i niÖm I-läc tèt M = {Mn}n≥0 cña M ®−îc giíi thiÖu trong [4] vµ

[3]. Kh¸i niÖm nµy réng h¬n so víi kh¸i niÖm läc tèt cña i®ªan (xem VÝ

dô 1.4.3 (ii)). Chóng t«i chÆn trªn cho reg(G(M)) theo chiÒu, sè mò rót

gän r(M) vµ bËc më réng D(I,M) cña M øng víi I (xem §Þnh lý 2.1.4).

KÕt qu¶ cña chóng t«i ®¹t ®−îc tæng qu¸t h¬n vµ nãi chung tèt h¬n mét Ýt

so víi kÕt qu¶ cña [26, Theorem 4.4].
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Ph−¬ng ph¸p chÝnh ®Ó ®¹t ®−îc c¸c kÕt qu¶ trªn ®· ®−îc c¸c t¸c gi¶

kh¸c ®−a ra trong bµi b¸o [37] vµ [26]. §ãng gãp cña luËn ¸n lµ gi¶i quyÕt

mét sè kÜ thuËt hç trî khi xem xÐt m«®un läc tæng qu¸t.

Còng tiÕp tôc ý t−ëng ®ã, trong §Þnh lý 2.3.1 chóng t«i ®−a ra mét chÆn

n÷a cho reg(G(M)) theo ®é dµi cña m«®un ®èi ®ång ®iÒu ®Þa ph−¬ng cña

mét sè m«®un th−¬ng cña m«®un M ban ®Çu.

Khi M lµ m«®un ph©n bËc vµ I lµ i®ªan thuÇn nhÊt, thay cho bËc më

réng D(I,M) chóng t«i sö dông mét ®¹i l−îng kh¸c kh«ng chØ nhá h¬n mµ

cßn dÔ tÝnh to¸n h¬n ®ã lµ reg(M). Trong tr−êng hîp tæng qu¸t, ta kh«ng

thÓ sö dông ®−îc ph−¬ng ph¸p cña [37], bëi v× I ch−a ch¾c ®· chøa phÇn tö

thuÇn nhÊt ®Ó phÇn tö khëi ®Çu cña nã lµ phÇn tö läc chÝnh quy trªn G(M).

§Ó v−ît qua ®−îc khã kh¨n nµy, chóng t«i ®Þa ph−¬ng ho¸ ®Ó ®−a vÒ tr−êng

hîp ®Þa ph−¬ng, råi kÕt hîp víi kÕt qu¶ cña Chardin-Hµ-Hoa trong [7],

chóng t«i chÆn ®−îc reg(G(M)) theo reg(M) (xem §Þnh lý 2.2.5). NÕu I

lµ i®ªan thuÇn nhÊt sinh bëi c¸c phÇn tö cïng bËc, ta cã thÓ ¸p dông ®−îc

ph−¬ng ph¸p cña [37]. Khi ®ã ta nhËn ®−îc chÆn trªn kh¸c cña reg(G(M))

theo reg(M) tèt h¬n (xem §Þnh lý 2.2.8) so víi chÆn trªn trong §Þnh lý

2.2.5 nªu ë trªn.

C¸c hÖ sè Hilbert cña m«®un M øng víi i®ªan m-nguyªn s¬ I lµ nh÷ng

bÊt biÕn th«ng dông cung cÊp nhiÒu th«ng tin vÒ m«®un M . Do ®ã chÆn

trªn reg(G(M)) theo hÖ sè Hilbert lµ vÊn ®Ò ®−îc nhiÒu ng−êi quan t©m.

Trong [5, Theorem 17.2.7] vµ [42], ta cã thÓ suy ra ®−îc reg1(G(M)) bÞ

chÆn theo c¸c hÖ sè Hilbert e0(M), ..., ed−1(M) cña M øng víi i®ªan m-

nguyªn s¬ I , trong ®ã reg1(G(M)) ®−îc gäi lµ chØ sè chÝnh quy h×nh häc

cña m«®un ph©n bËc liªn kÕt vµ ®−îc ®Þnh nghÜa nh− sau: reg1(G(M)) :=

min{m | H i
G+

(GI(M))n = 0 víi mäi n ≥ m − i + 1 vµ i ≥ 1}. Tõ VÝ dô
3.1.4 ta thÊy r»ng c¸c bÊt biÕn trªn lµ kh«ng ®ñ ®Ó chÆn reg(G(M)). Do ®ã,

ph¶i sö dông thªm ed(M) chóng t«i ®−a ra ®−îc chÆn trªn cho reg(G(M))

(xem §Þnh lý 3.1.7).

ChÆn trong §Þnh lý 3.1.7 nh×n chung lµ rÊt lín, cì hµm mò cña d!. V×

vËy, vÊn ®Ò tiÕp theo mµ chóng t«i quan t©m lµ t×m chÆn tèt h¬n theo hÖ
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sè Hilbert cho reg(G(M)). Trong luËn ¸n chóng t«i xÐt tr−êng hîp läc

I-adic vµ dim(M) = 1. Sö dông thªm b lµ sè nguyªn lín nhÊt tháa m·n

IM ⊆ mbM , MÖnh ®Ò 3.2.9 vµ §Þnh lý 3.2.11 ®−a ra ®−îc chÆn trªn thùc

sù tèt. Chóng t«i ®· x©y dùng ®−îc VÝ dô 3.2.17 vµ VÝ dô 3.2.18, chøng

tá ®©y lµ nh÷ng chÆn chÆt. Kh«ng nh÷ng thÕ chóng t«i còng ®Æc tr−ng

®−îc khi nµo chÆn trong §Þnh lý 3.2.11 ®¹t ®−îc. NÕu M lµ m«®un Cohen-

Macaulay, §Þnh lý 3.2.14 ®−a ra c¸c ®Æc tr−ng th«ng qua mèi liªn hÖ gi÷a

e0(I,M) vµ e1(I,M), qua chuçi Hilbert-PoincarÐ vµ tÝnh Cohen-Macaulay

cña GI(M). NÕu M kh«ng lµ m«®un Cohen-Macaulay th× chóng t«i còng

®Æc tr−ng ®−îc th«ng qua chuçi Hilbert-PoincarÐ (xem §Þnh lý 3.2.16).

Nh− ®· nãi ë trªn, viÖc chÆn trªn cho reg(G(M)) ®èi víi m«®un läc t¹o

ra kh¶ n¨ng øng dông míi. Trong luËn ¸n nµy, chóng t«i ¸p dông ®Ó gi¶i

quyÕt Bµi to¸n 2. §©y lµ bµi to¸n cã ý nghÜa. Sö dông d·y khíp ng¾n liªn

hÖ gi÷a nãn ph©n thí vµ m«®un ph©n bËc liªn kÕt cña c¸c m«®un läc kh¸c

nhau cña Rossi-Valla ®−îc ®−a ra trong [36], råi ¸p dông §Þnh lý 4.2.3 vµ

§Þnh lý 4.2.4, chóng t«i chØ ra r»ng reg(Fq(M)) ®−îc chÆn trªn theo bËc

më réng D(I,M), sè mò rót gän cña läc vµ chiÒu cña M (xem §Þnh lý

4.3.2).

¸p dông tiÕp theo cña Bµi to¸n 1 lµ nghiªn cøu mèi quan hÖ gi÷a c¸c

hÖ sè Hilbert. Trong tr−êng hîp vµnh vµ m«®un Cohen-Macaulay, N. G.

Northcott [33] vµ M. Narita [32] chØ ra r»ng e1(I, A) ≥ 0, e2(I, A) ≥ 0.

Sau ®ã, C. P. L Rhodes [35] chøng tá nh÷ng kÕt qu¶ nµy vÉn cßn ®óng

cho I-läc tèt M cña m«®un M . H¬n n÷a Kirby-Mehran [25] chøng minh

®−îc e1(I,M) ≤
(
e0(I,M)

2

)
vµ e2(I,M) ≤

(
e1(I,M)

2

)
. Sau ®ã, c¸c kÕt qu¶

trªn tiÕp tôc ®−îc nghiªn cøu bëi nhiÒu t¸c gi¶ kh¸c nhau. Tuy vËy, mèi

quan hÖ gi÷a c¸c hÖ sè Hilbert lµ rÊt Ýt. N¨m 1997, Srinivas-Trivedi [40]

vµ V. Trivedi [42] ®¹t ®−îc mét kÕt qu¶ hÕt søc ng¹c nhiªn ®ã lµ nÕu M lµ

m«®un Cohen-Macaulay th× tÊt c¶ |ei(I,M)|, i ≥ 1 ®−îc chÆn trªn bëi mét

®¹i l−îng chØ phô thuéc vµo e0(I,M) vµ d. C¸c mèi liªn hÖ trªn sÏ thay

®æi thÕ nµo nÕu M kh«ng ph¶i m«®un Cohen-Macaulay?

Dïng mét bÊt biÕn míi gäi lµ bËc më réng D(m, A), Rossi-Trung-Valla
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[37] chÆn trªn tÊt c¶ |ei(m, A)|. Sau ®ã C. H. Linh [27] ®· më réng cho
tr−êng hîp tæng qu¸t. Tuy nhiªn, c¸c kÕt qu¶ nµy kh«ng cho ta biÕt ®−îc

mèi quan hÖ gi÷a c¸c hÖ sè Hilbert. Do vËy, chóng t«i quan t©m ®Õn bµi

to¸n sau:

Bµi to¸n 3 Cho M lµ m«®un tïy ý trªn vµnh ®Þa ph−¬ng A tïy ý. T×m mèi

liªn hÖ gi÷a c¸c hÖ sè Hilbert.

Sö dông chÆn trªn chØ sè chÝnh quy Castelnuovo-Mumford theo hÖ sè

Hilbert ®−îc ®−a ra trong Bæ ®Ò 3.1.2, chóng t«i chØ ra r»ng (−1)i−1ei(I, A)

bÞ chÆn trªn theo mét hµm chØ phô thuéc vµo e0(I, A), ..., ei−1(I, A) víi mäi

i (§Þnh lý 5.2.1). Tuy nhiªn, trong tr−êng hîp d = 2 vµ depth(M) = 1,

Srinivas-Trivedi [39] chØ ra r»ng |ei(I, A)|, i ≥ 1 kh«ng thÓ chÆn ®−îc theo

e0(I, A). V× vËy, mét c©u hái tù nhiªn ®−îc ®Æt ra lµ cã bao nhiªu hÖ sè

Hilbert chÆn ®−îc c¸c hÖ sè Hilbert cßn l¹i?

C¸ch tiÕp cËn cña chóng t«i lµ sö dông chÆn trªn reg(G(M)) theo ®é

dµi c¸c m«®un ®èi ®ång ®iÒu ®Þa ph−¬ng (xem §Þnh lý 2.3.1), sau ®ã −íc

l−îng ®é dµi c¸c m«®un ®èi ®ång ®iÒu ®Þa ph−¬ng nµy qua c¸c hÖ sè

Hilbert e0(M), e1(M), ..., ed−t(M), trong ®ã t = depth(M) (xem MÖnh ®Ò

5.1.2 vµ MÖnh ®Ò 5.1.4). Tõ ®ã chóng t«i chÆn reg(G(M)) chØ theo e0(M),

e1(M), ..., ed−t(M), (xem §Þnh lý 5.2.4). TiÕp theo, chóng t«i cÇn gi¶i

quyÕt bµi to¸n ng−îc lµ chÆn trªn c¸c hÖ sè Hilbert theo reg(G(M)) (xem

MÖnh ®Ò 5.2.3). Tõ ®ã, chóng t«i chØ ra ®−îc c¸c hÖ sè Hilbert ed−t+1(M),

ed−t+2(M), ..., ed(M) phô thuéc vµo d− t+ 1 hÖ sè Hilbert ban ®Çu, theo

nghÜa: |ed−t+1(M)|, ..., |ed(M)| bÞ chÆn bëi mét hµm chØ phô thuéc vµo

e0(M), e1(M), ..., ed−t(M) vµ sè rót gän r(M). §ã còng lµ néi dung chÝnh

cña §Þnh lý 5.2.5.

Tõ kÕt qu¶ nµy, cuèi cïng chóng t«i suy ra ®−îc mét kÕt qu¶ vÒ sù h÷u

h¹n cña hµm Hilbert-Samuel (xem §Þnh lý 5.2.7).

B©y giê chóng t«i xin giíi thiÖu cÊu tróc cña luËn ¸n. Ngoµi phÇn më

®Çu, tµi liÖu tham kh¶o, luËn ¸n chia lµm n¨m ch−¬ng.

Ch−¬ng 1 giíi thiÖu l¹i mét sè kh¸i niÖm vµ tÝnh chÊt c¬ b¶n vÒ chØ sè
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chÝnh quy Castelnuovo-Mumford, phÇn tö läc chÝnh quy, hÖ sè Hilbert vµ

m«®un läc.

Ch−¬ng 2 chia lµm ba phÇn. Môc 2.1 ®−a ra chÆn trªn cho reg(G(M))

theo chiÒu, sè mò rót gän vµ bËc më réng D(I,M) (§Þnh lý 2.1.4). Khi M

lµ m«®un ph©n bËc, chÆn trªn reg(G(M)) theo reg(M) ®−îc ®−a ra ë Môc

2.2 (§Þnh lý 2.2.5 vµ §Þnh lý 2.2.8). Môc 2.3 thiÕt lËp chÆn trªn reg(G(M))

theo ®é dµi cña m«®un ®èi ®ång ®iÒu ®Þa ph−¬ng (§Þnh lý 2.3.1).

Ch−¬ng 3 chia lµm hai phÇn. Môc 3.1 thiÕt lËp chÆn trªn cho reg(G(M))

theo hÖ sè Hilbert (§Þnh lý 3.1.7). Môc 3.2 xÐt tr−êng hîp dim(M) = 1,

chÆn trªn thùc sù tèt ®−îc ®−a ra trong MÖnh ®Ò 3.2.9 vµ §Þnh lý 3.2.11.

Cuèi cïng §Þnh lý 3.2.14 vµ §Þnh lý 3.2.16 ®−a ra mét sè ®Æc tr−ng khi

®¼ng thøc trong §Þnh lý 3.2.11 ®¹t ®−îc.

Ch−¬ng 4 chia lµm ba phÇn. Môc 4.1 giíi thiÖu l¹i kh¸i niÖm vµ mét

sè tÝnh chÊt c¬ b¶n cña nãn ph©n thí. Môc 4.2 ®−a ra mét chÆn cho hÖ

sè Hilbert cña nãn ph©n thí (§Þnh lý 4.2.4). Môc 4.3 lµ phÇn chÝnh cña

ch−¬ng. PhÇn nµy thiÕt lËp chÆn trªn cho reg(Fq(M)) theo chiÒu, sè mò rót

gän vµ bËc më réng D(I,M) (§Þnh lý 4.3.2).

Ch−¬ng 5 chia lµm hai phÇn. ChÆn trªn m«®un ®èi ®ång ®iÒu ®Þa ph−¬ng

theo reg(G(M)) ®−îc ®−a ra ë Môc 5.1 (MÖnh ®Ò 5.1.2 vµ MÖnh ®Ò 5.1.4).

Môc 5.2 ®−a ra mèi quan hÖ cña c¸c hÖ sè Hilbert (§Þnh lý 5.2.5). Cuèi cïng

§Þnh lý 5.2.7 ®−a ra mét kÕt qu¶ vÒ sù h÷u h¹n cña hµm Hilbert-Samuel.

C¸c kÕt qu¶ trong luËn ¸n ®· ®−îc chóng t«i c«ng bè trong 3 bµi b¸o

[11], [12] vµ [13].

Trong luËn ¸n nµy, mét sè kh¸i niÖm c¬ b¶n vµ c¸c tÝnh chÊt cña nã nh−

sè béi, ®èi ®ång ®iÒu ®Þa ph−¬ng, ... chóng t«i dùa vµo c¸c tµi liÖu [5], [6]

vµ [29]. Mét sè thuËt ng÷ tiÕng ViÖt chóng t«i dùa theo LuËn ¸n tiÕn sÜ

khoa häc cña Lª TuÊn Hoa [2].
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Ch−¬ng 1

KiÕn thøc chuÈn bÞ

1.1 ChØ sè chÝnh quy Castelnuovo-Mumford

Trong ch−¬ng nµy, chóng t«i nh¾c l¹i mét sè kiÕn thøc c¬ së vµ mét

sè kÕt qu¶ ®· biÕt vÒ chØ sè chÝnh quy Castelnuovo-Mumford, phÇn tö läc

chÝnh quy, hÖ sè Hilbert vµ m«®un läc nh»m gióp ng−êi ®äc dÔ dµng theo

dâi néi dung luËn ¸n. Trong luËn ¸n nµy, nÕu kh«ng nãi g× kh¸c ta lu«n xÐt

R = ⊕i≥0Ri lµ ®¹i sè ph©n bËc chuÈn trªn vµnh ®Þa ph−¬ng Artin R0. Ta

ký hiÖu R+ = ⊕i>0Ri. Cho E lµ R-m«®un ph©n bËc h÷u h¹n sinh chiÒu d.

H i
R+

(E) kÝ hiÖu m«®un ®èi ®ång ®iÒu ®Þa ph−¬ng cña E víi gi¸ R+ (xem

®Þnh nghÜa vµ c¸c tÝnh chÊt c¬ b¶n trong [5]).

§Þnh nghÜa 1.1.1. ([30, tr. 99] hoÆc [15, Section 1]) ChØ sè chÝnh quy

Castelnuovo-Mumford cña E lµ sè

reg(E) := max{ai(E) + i| i ≥ 0},

trong ®ã

ai(E) =

{
max{n| H i

R+
(E)n 6= 0} nÕu H i

R+
(E) 6= 0,

−∞ nÕu H i
R+

(E) = 0.

Mét c¸ch tæng qu¸t h¬n, víi 0 ≤ l ≤ d, chóng ta ®Æt

regl(E) := max{ai(E) + i| i ≥ l},

vµ gäi nã lµ chØ sè chÝnh quy Castelnuovo-Mumford t¹i bËc l cña E.

9



Nh− vËy, reg(E) = reg0(E) = regdepth(E)(E). Tõ ®Þnh lý cña J. P. Serre

vÒ tÝnh Artin cña m«®un ®èi ®ång ®iÒu ®Þa ph−¬ng ta thÊy ngay nÕu E 6= 0

th× reg(E) lµ mét sè nguyªn (tøc lµ mét sè h÷u h¹n).

Gi¶ sö I lµ i®ªan thuÇn nhÊt thùc sù cña vµnh ®a thøc R = R0[x1, ..., xn]

víi c¸c biÕn ®éc lËp. Tõ d·y khíp ng¾n

0 −→ I −→ R −→ R/I −→ 0,

vµ reg(R) = 0 (xem [5, Example 12.4.1]) ta suy ra chØ sè chÝnh quy

Castelnuovo-Mumford cña I vµ R/I cã mèi quan hÖ sau ®©y:

reg(I) = reg(R/I) + 1.

NÕu R lµ mét ®¹i sè ph©n bËc chuÈn trªn tr−êng k th× R cã thÓ ®−îc

biÓu diÔn d−íi d¹ng R := S/I , trong ®ã S = k[x1, ..., xn] lµ vµnh ®a thøc

trªn tr−êng k vµ I lµ i®ªan thuÇn nhÊt cña S. Khi ®ã, E cã thÓ xem nh−

mét m«®un trªn S. Theo ®Þnh lý xo¾n cña Hilbert, E cã gi¶i tù do tèi tiÓu

d¹ng

0→ ⊕βq

j=1S(−dqj)→ ...→ ⊕β0

j=1S(−d0j)→M → 0,

trong ®ã dij lµ bËc cña c¸c phÇn tö trong mét hÖ sinh tèi tiÓu thuÇn nhÊt

cña m«®un xo¾n thø i. KÕt qu¶ sau ®©y ®−îc D. Mumford [30] ph¸t biÓu

cho i®ªan vµ ®−îc Eisenbud-Goto [15] më réng ra cho m«®un.

§Þnh lý 1.1.2. ([15, Proposition 1.1 vµ Theorem 1.2]) Gi¶ sö R = S/I . Khi

®ã

reg(E) = max{dij − i|i = 0, ..., q vµ j = 1, ..., βi}.

Nh− vËy trong tr−êng hîp nµy, §Þnh lý 1.1.2 nãi r»ng reg(E) cho chóng

ta mét chÆn trªn cho tÊt c¶ c¸c bËc sinh cña c¸c m«®un xo¾n cña R. §©y

lµ mét ý nghÜa quan träng cña chØ sè chÝnh quy Castelnuovo-Mumford. Ta

biÕt r»ng bËc cùc ®¹i cña mét hÖ sinh tèi tiÓu thuÇn nhÊt cña E lµ mét bÊt

biÕn, ký hiÖu lµ ∆(E). KÕt qu¶ sau ®©y lµ mét tr−êng hîp riªng cña nhËn

xÐt võa nªu, nh−ng vÉn ®óng khi R kh«ng ph¶i lµ vµnh th−¬ng cña vµnh ®a

thøc.
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§Þnh lý 1.1.3. (Xem [5, Theorem 15.3.1])

∆(E) ≤ reg(E).

Sau ®©y lµ mét sè kÕt qu¶ c¬ b¶n th−êng ®−îc sö dông trong nghiªn

cøu vÒ chØ sè chÝnh quy Castelnuovo-Mumford. Bæ ®Ò ®Çu tiªn lµ cña G.

Castelnuovo ph¸t biÓu cho l−îc ®å (ch¼ng h¹n xem [14, theorem 20.18]) vµ

sau ®ã më réng cho m«®un (ch¼ng h¹n xem [31, Lemma 2.1]).

Bæ ®Ò 1.1.4. (Castelnuovo) Gi¶ sö ∆(E) ≤ p. NÕu H i
R+

(E)p+1−i = 0 víi

mäi i ≥ 0 th× reg(E) ≤ p

Bæ ®Ò 1.1.5. (Xem [14, Corollary 20.19] vµ [21, Lemma 3.1]) Cho d·y

khíp

0 −→ P −→M −→ N −→ 0,

cña c¸c R-m«®un h÷u h¹n sinh cña c¸c ®ång cÊu thuÇn nhÊt. Khi ®ã

(i) reg(P ) ≤ max{reg(M), reg(N)+1}. §¼ng thøc x¶y ra nÕu reg(M) 6=
reg(N).

(ii) reg(M) ≤ max{reg(P ), reg(N)}. §¼ng thøc x¶y ra nÕu reg(N) 6=
reg(P )− 1 hoÆc nÕu Pn = 0 víi n� 0.

(iii) reg(N) ≤ max{reg(P ) − 1, reg(M)}. §¼ng thøc x¶y ra nÕu

reg(M) 6= reg(P ). H¬n n÷a nÕu Pn = 0 víi n� 0 th× reg(N) ≤ reg(M).

1.2 PhÇn tö läc chÝnh quy

NÕu z ∈ R1 lµ phÇn tö E-chÝnh quy (0E : z = 0) th× ta cã d·y khíp

0 −→ E(−1)
z−→ E −→ E/zE −→ 0.

¸p dông Bæ ®Ò 1.1.5 ta thu ®−îc hÖ qu¶ sau ®©y.

HÖ qu¶ 1.2.1. (Xem [14, Proposition 20.20]) NÕu z ∈ R1 lµ phÇn tö E-

chÝnh quy th×

reg(E) = reg(E/zE).
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Tuy nhiªn phÇn tö E-chÝnh quy kh«ng ph¶i bao giê còng tån t¹i. Do ®ã

ng−êi ta th−êng quan t©m kh¸i niÖm sau ®©y.

§Þnh nghÜa 1.2.2. (Xem [5, Definition 18.3.7]) PhÇn tö thuÇn nhÊt z ∈ R
®−îc gäi lµ phÇn tö E-läc chÝnh quy (läc chÝnh quy trªn E) nÕu (0E : z)n = 0

víi n� 0. C¸c phÇn tö thuÇn nhÊt z1, ..., zn gäi lµ d·y läc chÝnh quy trªn

E nÕu zi lµ E/(z1, ..., zi−1E)-läc chÝnh quy víi mäi 1 ≤ i ≤ n.

NÕu (R0,m0) lµ vµnh ®Þa ph−¬ng víi tr−êng thÆng d− R0/m0 v« h¹n th×

lu«n lu«n tån t¹i phÇn tö z ∈ R1 sao cho z lµ E-läc chÝnh quy (xem [45],

[5], [48]).

NÕu R0 cã tr−êng thÆng d− h÷u h¹n, ta ®Æt R′0 := R0[X]m0R0[X] lµ ®Þa

ph−¬ng hãa cña vµnh ®a thøc R0[X] t¹i i®ªan nguyªn tè m0R0[X]. Khi ®ã,

R′ = R ⊗R0
R′0 lµ ®¹i sè ph©n bËc chuÈn trªn tr−êng thÆng d− v« h¹n vµ

E ′ = E ⊗R0
R′0 lµ R

′-m«®un h÷u h¹n sinh. Theo [5, Remarks 15.2.2 (iv)]

ta cã

H i
R+

(E)n ⊗R0
R′ ∼= H i

R′+(E ′)n,

víi i ≥ 0. Tõ ®©y suy ra reg(E ′) = reg(E). V× vËy ta lu«n gi¶ sö r»ng

tr−êng thÆng d− cña vµnh c¬ së lµ v« h¹n mµ vÉn kh«ng lµm mÊt tÝnh tæng

qu¸t cña nã. Khi ®ã, ta cã d·y bÊt ®¼ng thøc sau:

Bæ ®Ò 1.2.3. (Xem [5, Exercise 15.2.15 (iv) vµ Proposition 18.3.11]) Gi¶ sö

z ∈ R1 lµ phÇn tö E-läc chÝnh quy. Cho l ≥ 1. Khi ®ã,

regl(E/zE) ≤ regl(E) ≤ regl−1(E/zE) ≤ regl−1(E).

Ngoµi ra, ta cßn cã ®¼ng thøc

Bæ ®Ò 1.2.4. ([14, Proposition 20.20]) Gi¶ sö z ∈ R1 lµ phÇn tö E-läc chÝnh

quy. Khi ®ã,

reg(E) = max{a0(E), reg(E/zE)}.
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1.3 HÖ sè Hilbert

Hµm Hilbert cña E lµ mét hµm hE : Z −→ N ®−îc x¸c ®Þnh bëi

hE(n) := `R0
(En).

Hilbert ®· chøng minh ®−îc r»ng nÕu E lµ R-m«®un h÷u h¹n sinh cã

chiÒu d ≥ 1 th× tån t¹i mét ®a thøc pE(x) ∈ Q[x] cã bËc d − 1 sao cho

hE(n) = pE(n) víi n ®ñ lín. §a thøc pE(x) ë trªn ®−îc gäi lµ ®a thøc

Hilbert cña E. §a thøc nµy ®−îc viÕt duy nhÊt d−íi d¹ng:

pE(x) =
d−1∑
i=0

(−1)iei(E)

(
x+ d− i− 1

d− i− 1

)
.

Ta gäi e0(E), ..., ed−1(E) lµ hÖ sè Hilbert cña E. §©y lµ c¸c sè nguyªn

trong ®ã cã e0(E) > 0. Khi ®ã, sè béi e(E) cña E ®−îc ®Þnh nghÜa nh−

sau:

e(E) :=

{
e0(E) nÕu d > 0,

`(E) nÕu d = 0.

NÕu E lµ m«®un ph©n bËc Cohen-Macaulay th× e(E) vµ reg(E) cã mèi

quan hÖ sau ®©y.

Bæ ®Ò 1.3.1. (Xem [26, Lemma 2.2]) NÕu E lµ m«®un ph©n bËc Cohen-

Macaulay th×

reg(E) ≤ e(E) + ∆(E)− 1.

Chóng ta th−êng hay sö dông c«ng thøc Grothendieck-Serre sau ®©y:

§Þnh lý 1.3.2. (Xem [28, Lemma 1.3] hoÆc [6, Theorem 4.3.5]) Víi mäi sè

nguyªn n ta cã

hE(n)− pE(n) =
d∑
i=0

(−1)i`(H i
R+

(E)n). (1.1)

Tõ ®Þnh nghÜa chØ sè chÝnh quy Castelnuovo-Mumford vµ §Þnh lý 1.3.2

ta thu ®−îc hÖ qu¶ sau ®©y:
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HÖ qu¶ 1.3.3. hE(n) = pE(n) víi mäi n ≥ reg(E) + 1.

KÕt qu¶ sau ®©y cho phÐp −íc l−îng reg1(E) th«ng qua hµm Hilbert vµ

®a thøc Hilbert cña m«®un E.

§Þnh lý 1.3.4. (Xem [26, Theorem 2.7]) Cho dim(E) ≥ 1. Gi¶ sö z ∈ R1

lµ phÇn tö E-läc chÝnh quy sao cho ∆(E/zE) ≤ m. NÕu reg1(R/zR) ≤ m

th× reg1(E) ≤ m + pE(m) − hE/L(m), trong ®ã L lµ m«®un con lín nhÊt

cña E cã ®é dµi h÷u h¹n.

1.4 M«®un läc

Cho A lµ vµnh Noether ®Þa ph−¬ng víi tr−êng thÆng d− k := A/m vµ M

lµ A-m«®un h÷u h¹n sinh. Tr−íc hÕt, chóng t«i nh¾c l¹i mét sè kh¸i niÖm

vÒ m«®un läc (xem [4, Section III.3], [3, Chapter 10] vµ [36, Chapter 1]).

§Þnh nghÜa 1.4.1. Cho I lµ mét i®ªan thùc sù cña A. Mét d·y c¸c m«®un

con cña M

M : M = M0 ⊇M1 ⊇M2 ⊇ · · · ⊇Mn ⊇ · · ·

®−îc gäi lµ I-läc cña M nÕu IMi ⊆ Mi+1 víi mäi i. Mét I-läc ®−îc gäi

lµ mét I-läc tèt nÕu IMi = Mi+1 víi i� 0. M«®un M cã mét I-läc ®−îc

gäi lµ m«®un läc.

§Ó ®−a ra c¸c vÝ dô, ta nh¾c l¹i bæ ®Ò Artin-Rees.

Bæ ®Ò 1.4.2. (Xem [29, Theorem 8.5]) Cho M lµ A-m«®un h÷u h¹n sinh,

N lµ m«®un con cña M vµ I lµ mét i®ªan cña A. Khi ®ã tån t¹i mét sè

nguyªn d−¬ng c sao cho víi mäi n > c ta cã

InM ∩N = In−c(IcM ∩N).

VÝ dô 1.4.3. (i) Läc I-adic {InM}n≥0 lµ I-läc tèt.

(ii) D·y A ⊃ m ⊃ mI ⊃ mI2 ⊃ · · · lµ I-läc tèt cña m«®un A.
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(iii) Gi¶ sö M lµ I-läc tèt. NÕu N lµ mét m«®un con cña M th× theo Bæ

®Ò 1.4.2, ta cã d·y {N ∩Mn}n≥0 lµ I-läc tèt cña N vµ ®−îc kÝ hiÖu

lµ M∩N . Ta còng cã d·y {Mn +N/N}n≥0 lµ I-läc tèt cña M/N vµ

®−îc kÝ hiÖu lµ M/N .

NhËn xÐt 1.4.4. Gi¶ sö F = {Fn}n≥0 lµ mét hä c¸c i®ªan cña A. F gäi

lµ mét I-läc c¸c i®ªan cña A nÕu F0 = A ⊇ F1 ⊇ F2 ⊇ ... ⊇ Fn ⊇ ...,

IFi ⊆ Fi+1 vµ Fi.Fj ⊆ Fi+j víi mäi i, j ≥ 0. Nh− vËy kh¸i niÖm läc cña

m«®un kh¸c víi kh¸i niÖm läc c¸c i®ªan xÐt nh− m«®un cña vµnh. Bëi v×,

läc ë VÝ dô 1.4.3 (ii) lµ I-läc cña m«®un A nh−ng kh«ng ph¶i lµ I-läc c¸c

i®ªan cña A víi I 6= m, do m2 6⊆ mI .

Trong luËn ¸n, chóng t«i lu«n gi¶ thiÕt I lµ i®ªan m-nguyªn s¬ vµ M lµ

I-läc tèt.

§Þnh nghÜa 1.4.5. M«®un ph©n bËc liªn kÕt ®èi víi läc M ®−îc x¸c ®Þnh

bëi c«ng thøc

G(M) :=
⊕
n≥0

Mn/Mn+1.

§Æc biÖt, nÕu M lµ {InM}n≥0 th× ta viÕt GI(M) := G(M). §«i khi ta

còng nãi G(M) lµ m«®un ph©n bËc liªn kÕt cña m«®un läc M .

§©y lµ m«®un ph©n bËc h÷u h¹n sinh trªn vµnh ph©n bËc chuÈn GI(A) :=

⊕n≥0I
n/In+1 víi dim(G(M)) = dim(M) (xem [6, Theorem 4.4.6]).

§Þnh nghÜa 1.4.6. (Xem [6] vµ [34]). Gi¶ sö J ⊆ I lµ c¸c i®ªan cña A.

I®ªan J ®−îc gäi lµ rót gän cña I øng víi läc M nÕu cã mét sè nguyªn

kh«ng ©m n0 sao cho Mn+1 = JMn víi mäi n ≥ n0. Mét rót gän cña I

øng víi läc M ®−îc gäi lµ rót gän tèi tiÓu cña I øng víi läc M nÕu nã

kh«ng thùc sù chøa mét rót gän nµo kh¸c cña I øng víi läc M.
§Æc biÖt, nÕu M lµ läc I-adic {In}n≥0 th× i®ªan J th−êng ®−îc gäi lµ

rót gän cña I . Mét rót gän cña I ®−îc gäi lµ rót gän tèi tiÓu cña I nÕu nã

kh«ng thùc sù chøa mét rót gän nµo kh¸c cña I .
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§Þnh nghÜa 1.4.7. ([36, Chapter 4]) Sè rót gän cña I-läc tèt M lµ sè

r(M) := min{t ≥ 0 |Mn+1 = IMn víi mäi n ≥ t}.

VÝ dô, nÕu M lµ läc I-adic {InM}n≥0 th× r({InM}n≥0) = 0. Chó ý

r»ng r := r(M) lu«n lu«n h÷u h¹n vµ Mr+j = IjMr víi mäi j ≥ 0. §iÒu

®ã cã nghÜa lµ {Mn}n≥r lµ läc I-adic cña Mr. Ta cã thÓ thÊy r lµ bËc sinh

lín nhÊt cña G(M) xÐt nh− lµ m«®un ph©n bËc trªn G.

Ta gäi HM(n) = `(M/Mn+1) lµ hµm Hilbert-Samuel cña M øng víi läc

M. Tõ tÝnh chÊt HM(n) = `(M/In+1−rMr) víi mäi n ≥ r, hµm sè nµy lµ

mét ®a thøc - gäi lµ ®a thøc Hilbert-Samuel vµ ®−îc kÝ hiÖu bëi PM(n) -

víi n� 0. §a thøc Hilbert-Samuel PM(n) ®−îc viÕt duy nhÊt d−íi d¹ng

PM(n) =
d∑
i=0

(−1)iei(M)

(
n+ d− i
d− i

)
. (1.2)

C¸c sè nguyªn ei(M) ®−îc gäi lµ hÖ sè Hilbert cña M (xem [36, Chapter

1]). Khi M = {InM}n≥0, HM(n), PM(n) vµ ei(M) t−¬ng øng th−êng ®−îc

kÝ hiÖu bëi HI,M(n), PI,M(n) vµ ei(I,M).

NhËn xÐt 1.4.8. Chó ý r»ng ei(M) = ei(G(M)) víi 0 ≤ i ≤ d−1 vµ ei(M)

phô thuéc vµo c¸c läc. Tuy nhiªn riªng e0(M) kh«ng phô thuéc vµo viÖc

chän läc, tøc lµ e0(M) = e0(I,M) (xem [3, Proposition 11.4 (iii)]).

Ngoµi ra ta thÊy

HM(n) =
n∑
j=0

hG(M)(j). (1.3)

Sö dông ®¼ng thøc nµy vµ HÖ qu¶ 1.3.3 ta nhËn ®−îc kÕt qu¶ sau. KÕt qu¶

nµy ®· ®−îc chøng minh cho läc I-adic trong [26].

Bæ ®Ò 1.4.9. PM(n) = HM(n) víi mäi n ≥ reg(G(M)).

Chøng minh. §Æt m := reg(G(M)). Theo c«ng thøc (1.3) vµ HÖ qu¶ 1.3.3,

víi mäi n ≥ m ta cã

HM(n) =
m∑
i=0

hG(M)(i) +
n∑

i=m+1

hG(M)(i) =
m∑
i=0

hG(M)(i) +
n∑

i=m+1

pG(M)(i)
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lµ ®a thøc. §a thøc nµy ph¶i lµ PM(n). §iÒu nµy dÉn ®Õn PM(n) = HM(n)

víi mäi n ≥ reg(G(M)).

Bæ ®Ò 1.4.10. [6, Corollary 4.5.10] Gi¶ sö A cã tr−êng thÆng d− v« h¹n, I

lµ i®ªan m-nguyªn s¬ bÊt kú. Khi ®ã tån t¹i mét hÖ tham sè x1, ..., xd ∈ Q
cña M sao cho Q = (x1, ..., xd) vµ Q lµ rót gän tèi tiÓu cña I . H¬n n÷a

e(Q,M) = e(I,M).

Mçi phÇn tö x ∈ A cã ¶nh tù nhiªn trong GI(A) gäi lµ phÇn tö khëi

®Çu, kÝ hiÖu lµ x∗ ∈ GI(A). Chó ý x∗ ∈ Ir/Ir+1, trong ®ã r lµ sè lín nhÊt

sao cho x ∈ Ir\Ir+1.

T−¬ng tù nh− lËp luËn trong Môc 1.2 ta lu«n gi¶ thiÕt k v« h¹n. Khi

®ã lu«n tån t¹i phÇn tö x ∈ I\mI sao cho x∗ ∈ I/I2 lµ phÇn tö G(M)-läc

chÝnh quy.

C¸c kÕt qu¶ sau ®©y ®· ®−îc tr×nh bµy trong [46] cho tr−êng hîp läc

I-adic. C¸c kÕt qu¶ nµy vÉn cßn ®óng cho m«®un läc vµ chøng minh d−íi

®©y t−¬ng tù nh− trong [46].

Bæ ®Ò 1.4.11. Cho x ∈ I \ mI . Khi ®ã x∗ lµ mét phÇn tö läc chÝnh quy

trªn G(M) khi vµ chØ khi (Mn+2 : x) ∩Mn = Mn+1 víi mäi n� 0.

Chøng minh. "=⇒" Gi¶ sö x∗ lµ phÇn tö läc chÝnh quy trªn G(M). Khi ®ã

víi n� 0 ta cã (0G(M) : x∗)n = 0 . Ta nhËn thÊy (Mn+2 : x)∩Mn ⊇Mn+1

lµ hiÓn nhiªn. Do ®ã ta chØ cÇn chøng minh (Mn+2 : x)∩Mn ⊆Mn+1. Gi¶

sö tån t¹i phÇn tö y ∈ (Mn+2 : x) ∩Mn vµ y /∈ Mn+1. Suy ra xy ∈ Mn+2

vµ y ∈ Mn\Mn+1. V× vËy, 0 6= y∗ ∈ Mn/Mn+1 vµ x∗y∗ = xy +Mn+2 = 0.

Tõ ®ã dÉn ®Õn 0 6= y∗ ∈ (0G(M) : x∗)n. §iÒu nµy lµ m©u thuÉn víi

(0G(M) : x∗)n = 0. VËy ta nhËn ®−îc (Mn+2 : x)∩Mn = Mn+1 mäi n� 0.

"⇐=" Gi¶ sö víi n � 0 ta cã (Mn+2 : x) ∩ Mn = Mn+1. LÊy bÊt

k× phÇn tö y∗ = y + Mn+1 ∈ (0G(M) : x∗)n, trong ®ã y ∈ Mn. Do ®ã

x∗y∗ = 0. V× vËy xy ∈ Mn+2, nghÜa lµ y ∈ (Mn+2 : x). DÉn ®Õn

y ∈ (Mn+2 : x) ∩Mn = Mn+1. V× vËy (0G(M) : x∗)n = 0 víi mäi n � 0.

Do vËy x∗ lµ phÇn tö läc chÝnh quy trªn G(M).
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Bæ ®Ò 1.4.12. Cho x ∈ I \ mI vµ x∗ lµ mét phÇn tö läc chÝnh quy trªn

G(M). Khi ®ã xM ∩Mn = xMn−1 víi n� 0.

Chøng minh. NhËn thÊy xM ∩Mn ⊇ xMn−1. §Ó chøng minh chiÒu ng−îc

l¹i ta cÇn chøng minh Mn : x = Mn−1 + (0M : x) víi n� 0. HiÓn nhiªn ta

cã Mn : x ⊇Mn−1 + (0M : x). V× M lµ I-läc tèt, nªn víi n� 0 tån t¹i sè

nguyªn r sao cho Mn = In−rMr. Suy ra

xMr ∩Mn = In−rMr ∩ xMr.

Theo Bæ ®Ò 1.4.2 víi n� 0 tån t¹i sè nguyªn c sao cho

In−rMr ∩ xMr = In−r−c(IcMr ∩ xMr) ⊆ xIn−r−cMr = xMn−c.

Suy ra Mn : x ⊆ (0Mr
: x) + Mn−c ⊆ (0M : x) + Mn−c. Theo Bæ ®Ò 1.4.11

ta cã (Mm+1 : x) ∩Mm−1 = Mm víi m � 0. ¸p dông c«ng thøc nµy víi

n ®ñ lín cho m = n− c+ 2, ..., n ta ®−îc

(Mn : x) ∩Mn−c = (Mn : x) ∩Mn−c+1 = ... = (Mn : x) ∩Mn−1 = Mn−1.

DÉn ®Õn

Mn : x ⊆ ((0M : x) +Mn−c) ∩ (Mn : x) = (0M : x) +Mn−1.

VËy Mn : x = Mn−1 + (0M : x) víi n � 0. Khi ®ã ta suy ra ®−îc

xM ∩Mn ⊆ xMn−1 víi n� 0. §©y lµ ®iÒu ph¶i chøng minh.

Bæ ®Ò 1.4.13. Cho M lµ mét I-läc tèt cña M vµ x ∈ I \mI sao cho phÇn

tö khëi ®Çu x∗ ∈ GI(A) lµ M-läc chÝnh quy. Khi ®ã

reg(G(M/xM)) ≤ reg(G(M)).

Chøng minh. XÐt d·y khíp

0→ T → G(M)/x∗G(M)→ G(M/xM))→ 0, (1.4)

trong ®ã T :=
⊕

n≥0
xM∩Mn

xMn−1+xM∩Mn+1
. Theo Bæ ®Ò 1.4.12 ta cã xM ∩Mn =

xMn−1 víi n � 0. Do vËy `(T ) < +∞. Theo Bæ ®Ò 1.1.5 (iii) vµ Bæ ®Ò
1.2.3 ta nhËn ®−îc

reg(G(M/xM)) ≤ reg(G(M)/x∗G(M)) ≤ reg(G(M)).
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Bæ ®Ò 1.4.14. Cho x ∈ I \mI lµ mét phÇn tö sao cho x∗ lµ läc chÝnh quy

trªn G(M) vµ ®Æt a := reg(G(M)). Khi ®ã

(i) r(M) ≤ a.

(ii) xM ∩Mn = xMn−1 víi mäi n ≥ a+ 1.

(iii) Mn+1 : x = Mn + (0M : x) vµ (0M : x) ∩Mn+1 = 0 víi mäi n ≥ a.

Chøng minh. Nh− ®· nªu tr−íc ®©y, r(M) lµ bËc sinh lín nhÊt cña G(M).

¸p dông §Þnh lý 1.1.3 ta nhËn ®−îc (i).

XÐt d·y khíp (1.4). Do `(T ) < +∞ vµ Bæ ®Ò 1.4.13, ta thu ®−îc

a0(T ) ≤ reg(G(M)). V× vËy ta ph¶i cã Tn = 0 víi mäi n ≥ a + 1.

Tõ ®iÒu nµy dÉn ®Õn xM ∩Mn ⊆ xMn−1 + Mn+1. Suy ra xM ∩Mn =

xMn−1 +xM ∩Mn = xMn−1 +xM ∩Mn+1 = xMn−1 +xM ∩Mn+2 = ....

Sö dông Bæ ®Ò 1.4.12 ta nhËn ®−îc (ii).

(iii) a) Chøng minh Mn+1 : x = Mn + (0M : x) víi mäi n ≥ a.

Râ rµng lµ Mn + (0M : x) ⊆ Mn+1 : x. Gi¶ sö y lµ phÇn tö bÊt kú cña

Mn+1 : x. Khi ®ã xy ∈ xM ∩Mn+1. Theo (ii) ta cã xM ∩ In+1M = xInM

víi mäi n ≥ a. Do ®ã xy = xz víi z ∈ Mn nµo ®ã víi mäi n ≥ a.

Tõ ®©y dÉn ®Õn y − z ∈ (0M : x). Suy ra y ∈ Mn + (0M : x) víi mäi

n ≥ a. V× vËy Mn+1 : x ⊆ Mn + (0M : x) víi mäi n ≥ a. Ta thu ®−îc

Mn+1 : x = Mn + (0M : x) víi mäi n ≥ a.

b) Chøng minh (0M : x) ∩Mn+1 = 0 víi mäi n ≥ a. Gi¶ sö 0 6= z ∈
(0M : x)∩Mn+1. Khi ®ã ta cã z ∈Mn+1 vµ zx = 0. V× 0 6= z ∈Mn+1 nªn

tån t¹i sè nguyªn m ≥ n+1 sao cho z ∈Mm\Mm+1 nghÜa lµ deg(z∗) = m.

Ngoµi ra, v× zx = 0 nªn z∗x∗ = 0. Suy ra z∗ ∈ (0G(M) : x∗) ⊆ H0
G+

(G(M)).

V× deg(z∗) = m ≥ a + 1 nªn z∗ = 0. DÉn ®Õn z ∈ Mm+1. M©u thuÉn víi

z ∈Mm\Mm+1. VËy Mn+1 : x = Mn + (0M : x) víi mäi n ≥ a.

19



Ch−¬ng 2

ChÆn trªn theo bËc më réng vµ ®é dµi
cña m«®un ®èi ®ång ®iÒu ®Þa ph−¬ng

Trong ch−¬ng nµy, chóng t«i sÏ ®−a ra mét sè chÆn trªn cho chØ sè chÝnh

quy Castelnuovo-Mumford cña m«®un ph©n bËc liªn kÕt reg(G(M)) theo

bËc më réng hoÆc theo ®é dµi cña m«®un ®èi ®ång ®iÒu ®Þa ph−¬ng cña

mét sè m«®un th−¬ng cña m«®un M ban ®Çu. Tr−êng hîp M lµ m«®un

ph©n bËc chóng t«i thiÕt lËp chÆn cho reg(G(M)) theo reg(M).

2.1 ChÆn trªn theo bËc më réng

Trong luËn ¸n, nÕu kh«ng nãi g× kh¸c, ta lu«n gi¶ thiÕt A lµ vµnh Noether

®Þa ph−¬ng víi tr−êng thÆng d− v« h¹n k := A/m, M lµ A-m«®un h÷u h¹n

sinh, I lµ i®ªan m-nguyªn s¬ vµ M = {Mn}n≥0 lµ I-läc tèt cña M .

Chóng t«i quan t©m ®Õn chÆn trªn chØ sè chÝnh quy Castelnuovo-Mumford

cña G(M) nh− lµ mét m«®un trªn GI(A). Trong tr−êng hîp läc m-adic cña

A, tøc lµ ®èi víi Gm(A), vÊn ®Ò nµy ®−îc Rossi-Trung-Valla gi¶i quyÕt

(xem [37]). Sau ®ã C. H. Linh gi¶i quyÕt cho tr−êng hîp läc I-adic cña

m«®un tïy ý (xem [26]). C¸c chÆn ®−a ra dùa theo mét ®¹i l−îng ®−îc gäi

lµ bËc më réng cña M øng víi I (xem [26, Theorem 4.4]). Kh¸i niÖm bËc

më réng ®Çu tiªn ®−îc Doering-Gunston-Vasconcelos [10] vµ Vasconcelos

[47] ®−a ra nh»m ®o ®é phøc t¹p vÒ cÊu tróc cña m«®un ph©n bËc. Sau

®ã, Rossi-Trung-Valla [37] vµ C. H. Linh [26] ph¸t biÓu cho tr−êng hîp ®Þa
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ph−¬ng. Trong c¸c kh¸i niÖm vµ vÝ dô d−íi ®©y, ta xÐt mét trong hai tr−êng

hîp:

(i) M lµ m«®un h÷u h¹n sinh trªn vµnh ®Þa ph−¬ng Noether (A,m) vµ I

lµ i®ªan m-nguyªn s¬.

(ii) M = ⊕n∈ZMn lµ A-m«®un ph©n bËc h÷u h¹n sinh vµ I lµ i®ªan

m-nguyªn s¬ thuÇn nhÊt cña A, trong ®ã A = ⊕n≥0An lµ ®¹i sè

ph©n bËc chuÈn Noether trªn vµnh ®Þa ph−¬ng Artin (A0,m0) vµ m :=

m0 ⊕ (⊕n≥1An) lµ i®ªan cùc ®¹i thuÇn nhÊt cña A.

§Þnh nghÜa 2.1.1. Ta ký hiÖuM(A) lµ tËp hîp c¸c A-m«®un h÷u h¹n sinh.

Mét kh¸i niÖm cã tÝnh tæng qu¸t ( notion of genericity) trªnM(A) øng víi

I lµ mét hµm

U(I,−) : {líp ®¼ng cÊu cñaM(A)} −→ {tËp con kh¸c rçng cña I\mI}
tháa m·n c¸c tÝnh chÊt sau víi mçi m«®un M :

• Gi¶ sö x−y ∈ mI . Lóc ®ã, x ∈ U(I,M) nÕu vµ chØ nÕu y ∈ U(I,M).

• TËp hîp U(I,M) ⊆ I\mI chøa tËp con më kh¸c rçng.

• NÕu depth(M) > 0 vµ x ∈ U(I,M) th× x lµ phÇn tö chÝnh quy trªn

M .

Víi mçi x ∈ U(I,M) ta nãi x lµ phÇn tö tæng qu¸t cña M øng víi I .

T−¬ng tù mét hÖ tham sè tæng qu¸t x1, ..., xd øng víi I lµ mét hÖ tham sè cña

M sao cho x1 ∈ U(I,M) vµ víi i = 2, ..., d, xi ∈ U(I,M/(x1, ..., xi−1)M).

§Þnh nghÜa 2.1.2. Mét bËc më réng D(I,M) cña M øng víi i®ªan m-

nguyªn s¬ I lµ mét hµm sè tho¶ m·n c¸c tÝnh chÊt sau:

(i) D(I,M) = D(I,M/L) + `(L), trong ®ã L := H0
m(M).

(ii) D(I,M) ≥ D(I,M/xM) víi mäi phÇn tö tæng qu¸t x ∈ I \mI trªn
M .

(iii) D(I,M) = e(I,M) nÕu M lµ A-m«®un Cohen-Macaulay, trong ®ã

e(I,M) lµ sè béi cña M øng víi I.
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VÝ dô 2.1.3. Cho A lµ ¶nh ®ång cÊu cña mét vµnh Gorenstein S chiÒu n vµ

M ∈ M(A) víi dim(M) = d. Ta ®Þnh nghÜa bËc ®ång ®iÒu cña M øng

víi i®ªan I , ký hiÖu lµ hdeg(I,M), b»ng quy n¹p theo d nh− sau:

Khi d = 0 th× hdeg(I,M) := `(M).

Khi d > 0, v× dim Exts+i+1−d
S (M,S) ≤ d− i− 1 nªn ta ®Æt

hdeg(I,M) := e(I,M) +
d−1∑
i=0

(
d− 1

i

)
hdeg(I,Exts+i+1−d

S (M,S)). (2.1)

NÕu A kh«ng lµ ¶nh ®ång cÊu cña vµnh Gorenstein th× ta ®Æt

hdeg(I,M) := hdeg(I,M ⊗A Â),

trong ®ã Â lµ ký hiÖu vµnh m-adic ®Çy ®ñ cña A. Khi ®ã hdeg(I,M) lµ

mét bËc më réng cña M øng víi i®ªan I (xem [47, Proposition 9.4.4]).

§èi víi m«®un läc, kÕt qu¶ cña C. H. Linh [26, Theorem 4.4] ®−îc më

réng nh− sau:

§Þnh lý 2.1.4. Cho M lµ A-m«®un h÷u h¹n sinh víi dim(M) = d ≥ 1,

M = {Mn}n≥0 lµ I-läc tèt cña M vµ D(I,M) lµ mét bËc më réng tuú ý

cña M øng víi I . §Æt r := rI(M). Khi ®ã

(i) reg(G(M)) ≤ D(I,M) + r − 1 nÕu d = 1,

(ii) reg(G(M)) ≤ [D(I,M) + r + 1]3(d−1)!−1 − d nÕu d ≥ 2.

NhËn xÐt 2.1.5. Chó ý r»ng chÆn trªn trong (ii) lµ ®¬n gi¶n h¬n vµ trong

tr−êng hîp tæng qu¸t tèt h¬n mét Ýt so víi [26, Theorem 4.4]. Chøng minh

t−¬ng tù nh− [26], nh−ng ta cÇn mét sè thay ®æi. Lý do chÝnh cho mét sè

thay ®æi lµ kh«ng gièng nh− tr−êng hîp I-adic, m«®un G(M) kh«ng sinh

bëi c¸c phÇn tö bËc 0 mµ sinh bëi c¸c phÇn tö cã bËc lín nhÊt lµ r(M).

Bæ ®Ò 2.1.6. (Singh's formula, xem [36, Lemma 1.6]) Cho x ∈ I . Khi ®ã
víi mäi n ≥ 0 ta cã

hG(M)(n) = HM/xM(n)− `(Mn+1 : x/Mn).
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Bæ ®Ò 2.1.7. Gi¶ sö x ∈ I \ mI sao cho phÇn tö khëi ®Çu x∗ cña x trong

GI(A) lµ phÇn tö läc chÝnh quy trªn G(M). §Æt N := M/xM . Khi ®ã

pG(M)(n) ≤ HI,N(n)

víi n ≥ reg(G(M/xM)).

Chøng minh. ¸p dông Bæ ®Ò 2.1.6 ta cã

hG(M)(n) = HM/xM(n)− `(Mn+1 : x/Mn).

Sö dông Bæ ®Ò 1.4.14 (iii) ta nhËn ®−îc

pG(M)(n) ≤ HM/xM(n)

víi n ≥ reg(G(M/xM)). Tõ In+1M ⊆Mn+1 ta cã

HM/xM(n) = `(M/Mn+1 + xM) ≤ `(M/In+1M + xM) = HI,N(n).

Gäi Q ⊆ I lµ mét rót gän cña I . MÖnh ®Ò thø hai trong kÕt qu¶ d−íi

®©y lµ cña C. H. Linh [26, Theorem 3.6]. Tuy nhiªn chøng minh cña chóng

t«i ®−a ra ng¾n h¬n nhiÒu.

Bæ ®Ò 2.1.8. Gi¶ sö dim(M) = d ≥ 1 vµ I lµ i®ªan m-nguyªn s¬. Khi ®ã

(i) `(M/In+1M) ≤
(
n+d
d

)
`(M/QM), ë ®©y Q lµ mét i®ªan rót gän tèi

tiÓu cña I(A/Ann(M)),

(ii) `(M/In+1M) ≤
(
n+d
d

)
D(I,M).

Chøng minh. (i) Cho Q = (x1, ..., xd). Sö dông toµn cÊu

B := (M/QM)[x1, ..., xd] −→
⊕
n≥0

QnM/Qn+1M,

ta nhËn ®−îc

`(M/In+1M) ≤ `(M/Qn+1M) ≤
i=n∑
i=0

`(Bi) ≤
(
n+ d

d

)
`(M/QM).
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(ii) Ta cã thÓ chän x1, ..., xd ∈ I sao cho xi lµ mét phÇn tö tæng qu¸t

trªn M/(x1, ..., xi−1)M . Khi ®ã Q = (x1, ..., xd) lµ mét rót gän tèi tiÓu cña

I(A/Ann(M)). ¸p dông (ii) vµ (iii) cña §Þnh nghÜa 2.1.2 ta nhËn ®−îc

D(I,M) ≥ D(I,M/(x1, ..., xd)M) = `(M/(x1, ..., xd)M) = `(M/QM).

Tõ ®©y ta thÊy (ii) lµ hÖ qu¶ cña (i).

KÕt qu¶ sau ®· ®−îc chøng minh cho tr−êng hîp vµnh (xem [20, Theorem

5.2]), nh−ng nã vÉn cßn ®óng cho m«®un läc.

Bæ ®Ò 2.1.9. [20, Theorem 5.2] Cho M lµ A-m«®un h÷u h¹n sinh sao cho

depth(M) > 0. Khi ®ã

a0(G(M)) ≤ a1(G(M))− 1.

Chøng minh. §Æt

R :=
⊕
n≥0

In vµ R(M) :=
⊕
n≥0

Mn.

XÐt d·y khíp:

0 −→ R(M)+(1) −→ R(M) −→ G(M) −→ 0.

Chó ý r»ng theo [5, Theorem 4.2.1] ta cã H i
R+

(G(M)) = H i
G+

(G(M)). V×

depth(M) > 0 nªn H0
R+

(R(M)) = 0. Ta thu ®−îc d·y khíp:

0→ H0
R+

(G(M))n → H1
R+

(R(M))n+1 → H1
R+

(R(M))n → H1
R+

(G(M))n.

Tõ d·y khíp trªn ta cã toµn cÊu

H1
R+

(R(M))n+1 −→ H1
R+

(R(M))n −→ 0

víi mäi n ≥ a1(G(M)) + 1. V× H1
R+

(R(M))n+1 = 0 víi n� 0 nªn ta ph¶i

cã H1
R+

(R(M))n = 0 víi n ≥ a1(G(M)). Suy ra H0
R+

(G(M))n = 0 víi

mäi n ≥ a1(G(M))− 1. §iÒu nµy dÉn ®Õn

a0(G(M)) ≤ a1(G(M))− 1.
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Mét hÖ qu¶ ngay lËp tøc tõ bæ ®Ò nµy lµ:

HÖ qu¶ 2.1.10. Gi¶ sö M lµ A-m«®un h÷u h¹n sinh víi depth(M) > 0.

Khi ®ã

reg(G(M)) = reg1(G(M)).

KÕt qu¶ tiÕp theo lµ më réng cña [26, Lemma 4.3] cho tr−êng hîp läc.

Bæ ®Ò 2.1.11. §Æt M := M/H0
m(M). KÝ hiÖu läc M/H0

m(M) cña M lµ

M. Khi ®ã

reg(G(M)) ≤ max{reg(G(M)); r(M)}+ `(H0
m(M)).

Chøng minh. §Æt L := H0
m(M), r := r(M) vµ

K :=
⊕
n≥0

(Mn+1 +Mn ∩ L)/Mn+1
∼=
⊕
n≥0

Mn ∩ L
Mn+1 ∩ L

.

V× M lµ I-läc tèt, nªn víi n � 0 tån t¹i sè nguyªn r sao cho Mn+1 =

In+1−rMr ⊆ In+1−rM. Theo Bæ ®Ò 1.4.2 tån t¹i sè nguyªn c sao cho

Mn+1 ∩ L ⊆ In+1−rM ∩ L ⊆ In+1−r−cL = 0

víi n� 0. Suy ra `(K) = `(L). XÐt d·y khíp sau:

0 −→ K −→ G(M) −→ G(M) −→ 0. (2.2)

§Æt ε := max{reg(G(M)); r(M)}. Khi ®ã tån t¹i sè nguyªn m

ε+ 1 ≤ m ≤ ε+ `(L) + 1

sao cho Km = 0. Do m > reg(G(M)), theo d·y khíp (2.2) ta thÊy r»ng

H i
GI(A)+(G(M))m−i = 0 víi mäi i ≥ 0.

Chó ý r»ng G(M) ®−îc sinh trªn GI(A) bëi c¸c phÇn tö bËc ≤ r(M) ≤
m−1. Sö dông Bæ ®Ò 1.1.4 ta nhËn ®−îc reg(G(M)) ≤ m−1 ≤ ε+`(L).

25



Chøng minh cña §Þnh lý 2.1.4. §Æt G := GI(A), L := H0
m(M) vµ x ∈

I \mI sao cho phÇn tö khëi ®Çu x∗ trong G lµ phÇn lö läc chÝnh quy trªn

G(M). §Æt M := M/L. Sö dông Bæ ®Ò 2.1.11 ta cã

reg(G(M)) ≤ max{reg(G(M)); r}+ `(L).

¸p dông (i) cña §Þnh nghÜa 2.1.2 ta ®−îc D(I,M) = D(I,M) + `(L). Do

®ã, ta chØ cÇn chøng minh c¸c mÖnh ®Ò sau:

(i') reg(G(M)) ≤ D(I,M) + r − 1 nÕu d = 1,

(ii') reg(G(M)) ≤ [D(I,M) + r + 1]3(d−1)!−1 − d nÕu d ≥ 2.

Thay M b»ng M , chóng ta cã thÓ gi¶ sö depth(M) > 0. §Æt D :=

D(I,M). Theo HÖ qu¶ 2.1.10 ta cã

reg(G(M)) = reg1(G(M)). (2.3)

NÕu d = 1 th× M lµ m«®un Cohen-Macaulay. G(M) lµ G-m«®un chiÒu

mét sinh bëi c¸c phÇn tö bËc cao nhÊt lµ r. Sö dông ®¼ng thøc (2.3) vµ Bæ

®Ò 1.3.1 ta nhËn ®−îc

reg(G(M)) = reg1(G(M)) ≤ e(G(M)) + r − 1 = e(I,M) + r − 1.

DÊu b»ng cuèi cïng suy ra tõ NhËn xÐt 1.4.8. Theo §Þnh nghÜa 2.1.2 (ii)

ta nhËn ®−îc reg(G(M)) ≤ D + r − 1.

Chó ý r»ng r(M/xM) ≤ r vµ D > 0. NÕu d ≥ 2, ®Æt N := M/xM vµ

m := max{r; reg(G(M/xM))}. Sö dông d·y khíp (1.4) vµ Bæ ®Ò 1.4.14
(ii) ta nhËn ®−îc

reg1(G(M)/x∗G(M)) = reg1(G(M/xM)).

Suy ra

reg1(G(M)/x∗G(M)) ≤ m.

V× G(M) ®−îc sinh bëi c¸c phÇn tö cã bËc cao nhÊt lµ r ≤ m, theo §Þnh

lý 1.3.4 ta cã

reg1(G(M)) ≤ m+ pG(M)(m).
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Sö dông Bæ ®Ò 2.1.7 vµ Bæ ®Ò 2.1.8 (ii) vµ bÊt ®¼ng thøc D(I,N) ≤ D, ta

thu ®−îc

reg1(G(M)) ≤ m+D(I,N)

(
m+ d− 1

d− 1

)
≤ m+D

(
m+ d− 1

d− 1

)
. (2.4)

NÕu d = 2, sö dông (i) cña ®Þnh lý ta nhËn ®−îc

m := max{r; reg(G(M/xM))} ≤ D(I,N) + r − 1 ≤ D + r − 1.

Do r ≥ 0, ¸p dông c«ng thøc (2.3) vµ (2.4) ta nhËn ®−îc

reg(G(M)) = reg1(G(M)) ≤ m+D(m+ 1)

≤ D2 + (r + 1)D + r − 1 ≤ (D + r + 1)2 − 2.

Cho d ≥ 3. Tr−êng hîp m = 0 lµ tÇm th−êng. V× vËy ta cã thÓ gi¶ sö

m > 0. ¸p dông c«ng thøc (2.4) ta ®¹t ®−îc

reg1(G(M)) ≤ m+D

(
m+ d− 1

d− 1

)
≤ D(m+ 1)d−1 − 1. (2.5)

Tõ gi¶ thiÕt quy n¹p ta cã thÓ gi¶ sö r»ng

m ≤ [D(I,N) + r + 1]3(d−2)!−1 − d+ 1 ≤ (D + r + 1)3(d−2)!−1 − d+ 1.

Sö dông c«ng thøc (2.3) vµ (2.5) ta nhËn ®−îc

reg(G(M)) ≤ [D + r + 1]3(d−1)!−1 − d.

�

2.2 Tr−êng hîp m«®un ph©n bËc

Cho A = ⊕n≥0An lµ ®¹i sè ph©n bËc chuÈn Noether trªn vµnh ®Þa ph−¬ng

Artin (A0,m0) víi tr−êng thÆng d− k := A0/m0 v« h¹n. Ta kÝ hiÖu i®ªan

cùc ®¹i thuÇn nhÊt m := m0 ⊕ (⊕n≥1An) cña A. Cho M = ⊕n∈ZMn lµ

A-m«®un ph©n bËc h÷u h¹n sinh chiÒu d vµ M = {Mn}n≥0 lµ I-läc tèt

bao gåm c¸c m«®un con thuÇn nhÊt cña M , trong ®ã I lµ i®ªan m-nguyªn
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s¬ thuÇn nhÊt cña A. KÕt qu¶ cña chóng t«i lµ chÆn trªn reg(G(M)) theo

reg(M) vµ r(M) trong tr−êng hîp A lµ vµnh ®a thøc trªn mét tr−êng.

§Ó cho gän ta ®Æt hdeg(M) := hdeg(m,M). B©y giê, ta chÆn reg(G(M))

theo r(M) vµ hdeg(M) b»ng c¸ch quy vÒ tr−êng hîp ®Þa ph−¬ng.

Bæ ®Ò 2.2.1. [27, Lemma 1.3] Gi¶ sö I ⊂ A lµ mét i®ªan thuÇn nhÊt

m-nguyªn s¬ vµ n lµ sè nguyªn tháa m·n mn ⊆ I . Khi ®ã

hdeg(M) ≤ hdeg(I,M) ≤ nd hdeg(M).

Bæ ®Ò 2.2.2. Cho I ⊂ A lµ mét i®ªan thuÇn nhÊt m-nguyªn s¬. Khi ®ã

hdeg(Im,Mm) ≤ `(A/I)d hdeg(M).

Chøng minh. §Æt p := `(A/I) = `((A/I)m). Khi ®ã ta cã d·y hîp thµnh

0 = L0 ⊂ L1 ⊂ ... ⊂ Lp = (A/I)m.

Suy ra mpAm ⊆ Im. Theo Bæ ®Ò 2.2.1 ta cã

hdeg(Im,Mm) ≤ pd hdeg(mAm,Mm).

Chó ý r»ng ®èi víi mét A-m«®un ph©n bËc h÷u h¹n sinh tuú ý E lu«n

cã e(E) = e(Em). Sö dông tÝnh chÊt giao ho¸n cña hµm tö Ext ®èi víi

phÐp ®Þa ph−¬ng ho¸ (xem [38, Theorem 9.50]) cho c«ng thøc ®Ö quy

(2.1), ta nhËn ®−îc hdeg(mAm,Mm) = hdeg(M). Suy ra hdeg(Im,Mm) ≤
pd hdeg(M).

§Þnh lý 2.2.3. Cho M lµ mét I-läc tèt cña A-m«®un ph©n bËc M chiÒu

d ≥ 1. Khi ®ã

(i) reg(G(M)) ≤ `(A/I) hdeg(M) + r(M)− 1 nÕu d = 1,

(ii) reg(G(M)) ≤ [`(A/I)d hdeg(M)+ r(M)+1]3(d−1)!−1−d nÕu d ≥ 2.

Chøng minh. KÝ hiÖu R = A⊕ I ⊕ I2⊕ ... lµ ®¹i sè Rees cña A øng víi I
vµ R+ = ⊕n≥1I

n. Ta cã thÓ xÐt G(M) nh− lµ mét m«®un h÷u h¹n sinh trªn

R. NÕu E = ⊕n∈ZEn lµ mét m«®un ph©n bËc trªn R, kÝ hiÖu Em vµ (En)m
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lÇn l−ît lµ ®Þa ph−¬ng ho¸ cña E vµ En nh− A-m«®un øng víi tËp nh©n

®ãng A \m. Khi ®ã ta cã thÓ xÐt GI(A) vµ G(M) nh− lµ c¸c m«®un ph©n

bËc trªn R. Tõ ®ã ta cã (G(M))m
∼= G(Mm) vµ (GI(A))m

∼= GIm(Am). Do

®ã

reg(G(M)) = reg(G(Mm)).

MÆt kh¸c, theo Bæ ®Ò 2.2.2 ta cã

hdeg(Im,Mm) ≤ `(A/I)d hdeg(M).

Ta cã r(Mm) ≤ r(M). Sö dông §Þnh lý 2.1.4 cho bËc ®ång ®iÒu ta nhËn

®−îc ®iÒu ph¶i chøng minh.

Mét hÖ qu¶ quan träng cña §Þnh lý 2.2.3 lµ

HÖ qu¶ 2.2.4. Gi¶ sö I lµ mét i®ªan m-nguyªn s¬ thuÇn nhÊt cña vµnh ®a

thøc A = k[x1, ..., xn] trªn mét tr−êng k. Khi ®ã

(i) reg(GI(A)) ≤ `(A/I)− 1 nÕu d = 1,

(ii) reg(GI(A)) ≤ (`(A/I) + 1)3(d−1)!−1 − d nÕu d ≥ 2.

NÕu M lµ m«®un ph©n bËc tuú ý trªn vµnh ®a thøc A th× ta cã thÓ chÆn

reg(G(M)) theo reg(M), r(M) vµ mét sè bÊt biÕn kh¸c cña M nh− sau:

§Þnh lý 2.2.5. Gi¶ sö M lµ m«®un ph©n bËc h÷u h¹n sinh chiÒu d ≥ 1 trªn

vµnh ®a thøc A = k[x1, ..., xn]. Ký hiÖu i(M) lµ bËc khëi ®Çu cña M (tøc

lµ i(M) = min{p | Mp 6= 0}) vµ µ(M) lµ sè phÇn tö cña mét hÖ sinh tèi

tiÓu cña M . Khi ®ã

(i) reg(G(M)) ≤ `(A/I)µ(M)[reg(M)− i(M) +1]n+ r(M)−1 nÕu d = 1,

(ii) reg(G(M)) ≤ [`(A/I)d(µ(M)(reg(M) − i(M) + 1)n)2(d−1)2

+ r(M) +

1]3(d−1)!−1 − d nÕu d ≥ 2.

Chøng minh. ¸p dông [7, Theorem 5.1] ta nhËn ®−îc

hdeg(M) ≤
[
µ(M)

(
reg(M)− i(M) + n

n

)]2(d−1)2

≤ [µ(M)(reg(M)− i(M) + 1)n]2
(d−1)2

.
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Sö dông ®Þnh lý 2.2.3 ta nhËn ®−îc c¸c bÊt ®¼ng thøc nªu ra trong ®Þnh

lý.

Trong phÇn cßn l¹i cña môc nµy ta xÐt tr−êng hîp I lµ i®ªan m-nguyªn s¬

sinh bëi c¸c phÇn tö thuÇn nhÊt cïng bËc. Khi ®ã ta cã thÓ sö dông ph−¬ng

ph¸p cña Rossi-Trung-Valla [37] ®Ó ®−a ra mét chÆn trªn cho reg(G(M))

tèt h¬n nhiÒu so víi chÆn trªn trong ®Þnh lý 2.2.5 vµ ®óng víi mäi vµnh

ph©n bËc chuÈn A. Trong tr−êng hîp nµy, ta cã

Bæ ®Ò 2.2.6. Cho i(M) lµ bËc khëi ®Çu cña M . §Æt M := M/H0
m(M) vµ

M := M/H0
m(M). Khi ®ã

reg(G(M)) ≤ max{reg(G(M)); reg(M)− i(M) + r(M)}.

Chøng minh. Nh− trong chøng minh cña Bæ ®Ò 2.1.11, ta cã d·y khíp

0 −→ K −→ G(M) −→ G(M) −→ 0, (2.6)

trong ®ã

K :=
⊕
n≥0

Mn+1 +Mn ∩H0
m(M)

Mn+1

lµ mét m«®un cã ®é dµi h÷u h¹n.

Cho n ≥ reg(M) − i(M) + r + 1, trong ®ã r := r(M). Chó ý r»ng

reg(M) ≥ i(M) vµ I ®−îc sinh bëi c¸c phÇn tö thuÇn nhÊt cã bËc Ýt nhÊt

lµ mét. DÉn ®Õn

Mn = In−rMr ⊆ In−rM ⊆
⊕

p≥reg(M)+1

Mp.

Tõ H0
m(M) ⊆ M vµ H0

m(M)p = 0 víi mäi p ≥ reg(M) + 1, ta nhËn thÊy

r»ng Mn ∩ H0
m(M) = 0. Bëi vËy Kn = 0. Do ®ã, tõ d·y khíp (2.6) ta

nhËn ®−îc ®iÒu ph¶i chøng minh.

Bæ ®Ò 2.2.7. Gi¶ sö x ∈ I \mI lµ mét phÇn tö thuÇn nhÊt. Gi¶ sö phÇn tö

khëi ®Çu x∗ cña GI(A) lµ mét phÇn tö läc chÝnh quy trªn G(M). Khi ®ã

ta cã x lµ mét phÇn tö läc chÝnh quy trªn M .
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Chøng minh. PhÇn tö x∗ lµ läc chÝnh quy trªn G(M), nghÜa lµ tån t¹i n0

sao cho

(Mn+2 : x) ∩Mn =Mn+1 (2.7)

víi mäi n ≥ n0. Cho u ∈ (0 :M x)p. V× M h÷u h¹n sinh vµ M/Mn0
cã ®é

dµi h÷u h¹n nªn u ∈ Mn0
khi p � 0. Khi ®ã, ¸p dông c«ng thøc (2.7) ta

nhËn ®−îc

u ∈ (0 :M x) ∩Mn0
⊆ (Mn0+2 : x) ∩Mn0

=Mn0+1.

B»ng quy n¹p ta nhËn ®−îc

u ∈
⋂
q≥n0

Mq =
⋂
q�0

Iq−rMr = 0.

NghÜa lµ (0 :M x)p = 0 víi p � 0, hay x lµ phÇn tö läc chÝnh quy trªn

M .

B©y giê, ta xÐt §Þnh lý 2.2.5 trong tr−êng hîp i®ªan I sinh bëi c¸c phÇn

tö thuÇn nhÊt cïng bËc. Cô thÓ nh− sau:

§Þnh lý 2.2.8. Gi¶ sö I sinh bëi c¸c phÇn tö thuÇn nhÊt cã bËc ∆ ≥ 1.

Cho Q lµ mét rót gän thuÇn nhÊt tèi tiÓu cña I(A/Ann(M)). Ký hiÖu

i(M) lµ bËc khëi ®Çu cña M . Khi ®ã

(i) reg(G(M)) ≤ `(M/QM) + r(M) + reg(M)− i(M)− 1 nÕu d = 1,

(ii) reg(G(M)) ≤ [`(M/QM)+r(M)+reg(M)−i(M)+(d−1)∆]3(d−1)!−1−
d nÕu d ≥ 2.

Chøng minh. ý chÝnh chøng minh t−¬ng tù nh− chøng minh cña §Þnh lý

2.1.4. Theo Bæ ®Ò 2.2.6, ta chØ cÇn xÐt tr−êng hîp depth(M) > 0 lµ ®ñ.

§Æt r := r(M).

(i) NÕu d = 1 th× M lµ m«®un Cohen-Macaulay. Sö dông Bæ ®Ò 1.3.1,

HÖ qu¶ 2.1.10 vµ Bæ ®Ò 1.4.10 ta nhËn ®−îc

reg(G(M)) = reg1(G(M)) ≤ e(G(M)) + r − 1

= e(I,M) + r − 1 = e(Q,M) + r − 1 ≤ `(M/QM) + r − 1.
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(ii) Cho d ≥ 2. Ta nhËn thÊy Q ®−îc sinh bëi d phÇn tö thuÇn nhÊt

bËc ∆. Khi ®ã, ta cã thÓ t×m thÊy mét hÖ sinh tèi tiÓu {x1, ..., xd} cña Q
sao cho phÇn tö khëi ®Çu x∗1 trong G lµ läc chÝnh quy trªn G(M) (xem

[45, Lemma 3.1]). Chó ý r»ng tÊt c¶ c¸c phÇn tö x1, ..., xd cã bËc ∆ ≥ 1.

§Æt x := x1, khi ®ã N := M/xM lµ mét m«®un ph©n bËc. Cho m :=

max{r; reg(G(M/xM))}. Sö dông d·y khíp (1.4) ta nhËn ®−îc

reg1(G(M)/x∗G(M)) = reg1(G(M/xM)) ≤ m.

Chó ý r»ng (x2, ...xd) lµ mét rót gän tèi tiÓu cña I(A/Ann(N)). ¸p dông

§Þnh lý 1.3.4, Bæ ®Ò 2.1.7 vµ Bæ ®Ò 2.1.8 (i) ta nhËn ®−îc

reg(G(M)) ≤ m+ `(N/(x2, ..., xd)N)

(
m+ d− 1

d− 1

)
≤ m+ `(M/QM)

(
m+ d− 1

d− 1

)
. (2.8)

C«ng thøc nµy t−¬ng tù nh− (2.4). Chó ý r»ng reg(N) ≤ reg(M) + ∆ −
1, r(M/xM) ≤ r vµ i(N) ≥ i(M). Cho d = 2. Theo gi¶ thiÕt quy n¹p ta

cã

reg(G(M/xM)) ≤ `(N/(x2, ..., xd)N) + r + reg(N)− i(N)− 1

≤ `(M/QM) + r + reg(N)− i(M)− 1

≤ `(M/QM) + r + reg(M)− i(M) + ∆− 2.

DÉn ®Õn

m ≤ `(M/QM) + r + reg(M)− i(M) + ∆− 2.

Cïng víi (2.8) vµ HÖ qu¶ 2.1.10 ta nhËn ®−îc

reg(G(M)) = reg1(G(M)) ≤ [`(M/QM) + r+ ∆ + reg(M)− i(M)]2− 2.

NÕu d ≥ 3 th× theo gi¶ thiÕt quy n¹p ta cã

m ≤ [`(N/(x2, ...xd)N) + r + (d− 2)4+ reg(N)− i(N)]3(d−2)!−1 − d+ 1

≤ [`(M/QM) + r + (d− 1)4+ reg(M)− i(M)]3(d−2)!−1 − d+ 1.

Sö dông (2.8) ta nhËn ®−îc (ii).

32



2.3 ChÆn trªn theo ®é dµi cña m«®un ®èi ®ång ®iÒu
®Þa ph−¬ng

Trong môc nµy, chóng t«i thiÕt lËp chÆn trªn cho chØ sè chÝnh quy

Castelnuovo-Mumford cña G(M) theo ®é dµi cña m«®un ®èi ®ång ®iÒu ®Þa

ph−¬ng cña mét sè m«®un th−¬ng cña m«®un M ban ®Çu. Víi mçi m«®un

h÷u h¹n sinh M ta ®Æt

h0(M) := `(H0
m(M)).

§Þnh lý sau t−¬ng tù nh− §Þnh lý 2.1.4. §iÓm míi trong ®Þnh lý nµy lµ

sö dông c¸c ®é dµi cña m«®un ®èi ®ång ®iÒu ®Þa ph−¬ng thay cho bËc më

réng.

§Þnh lý 2.3.1. Cho M lµ A-m«®un h÷u h¹n sinh víi dim(M) = d ≥ 1,

M = {Mn}n≥0 lµ mét I-läc tèt cñaM vµ d·y c¸c phÇn tö x1, ..., xd ∈ I\mI
sao cho d·y c¸c phÇn tö khëi ®Çu x∗1, ..., x

∗
d ∈ GI(A) lµ G(M)-d·y läc chÝnh

quy. §Æt B(I,M) := `(M/(x1, ..., xd)M) vµ

µ(I,M) := max{h0(M/(x1, ..., xi)M)|0 ≤ i ≤ d− 1}.

Khi ®ã

(i) reg(G(M)) ≤ B(I,M) + µ(I,M) + r(M)− 1 nÕu d = 1,

(ii) reg(G(M)) ≤ [B(I,M)+µ(I,M)+r(M)+1]3(d−1)!−1−d nÕu d ≥ 2.

Chøng minh. §ÆtM := M/H0
m(M),M := M/H0

m(M), B := B(I,M), µ :=

µ(I,M) vµ r := r(M).

NÕu d = 1 th× M lµ m«®un Cohen-Macaulay. Sö dông Bæ ®Ò 1.3.1 vµ

HÖ qu¶ 2.1.10 ta cã

reg(G(M)) = reg1(G(M)) ≤ e0(G(M)) + r(M)− 1

≤ e0(I,M) + r − 1 ≤ B + r − 1.

Sö dông Bæ ®Ò 2.1.11 ta nhËn ®−îc

reg(G(M)) ≤ max{reg(G(M)); r}+ h0(M)

≤ B + µ+ r − 1.
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Cho d ≥ 2. §ÆtN := M/x1M vµ N := M/x1M . LÊym ≥max{reg(G(N)), r}
tïy ý. Khi ®ã reg1(G(M)/x∗1G(M)) = reg1(G(N)). Theo §Þnh lý 1.3.4 ta

cã reg1(G(M)) ≤ m + PG(M)(m). ¸p dông Bæ ®Ó 2.1.7 vµ Bæ ®Ó 2.1.8 ta

nhËn ®−îc

PG(M)(m) ≤ HI,n(m) ≤
(
m+ d− 1

d− 1

)
`(N/(x2, ..., xd)N)

≤ B

(
m+ d− 1

d− 1

)
.

V× vËy, theo Bæ ®Ò 2.1.11 ta cã

reg(G(M)) ≤ m+ h0(M) +B

(
m+ d− 1

d− 1

)
≤ m+ µ+B

(
m+ d− 1

d− 1

)
. (2.9)

Gi¶ sö d = 2. Theo gi¶ thiÕt quy n¹p ta cã thÓ lÊy m = B + µ+ r− 1. Tõ

®ã ta nhËn ®−îc

reg(G(M)) ≤ m+ µ+B(m+ 1) = B(m+ 1) +B + µ

≤ B(B + µ+ r) +B + µ

≤ (B + µ+ r + 1)2 − 1.

Gi¶ sö d ≥ 3. Khi ®ã víi mäi m > 1 ta cã

m+B

(
m+ d− 2

d− 1

)
< B(m+ 1)d−1. (2.10)

Theo gi¶ thiÕt quy n¹p ta cã thÓ lÊy

m = (B + µ+ r + 1)3(d−2)!−1 − d+ 1 > 1.

Sö dông c«ng thøc (2.9) vµ (2.10) ta nhËn ®−îc

reg(G(M)) ≤ µ+B(m+ 1)d−1 − 1

≤ µ+B[(B + µ+ r + 1)3(d−2)!−1 − d+ 2]d−1 − 1

≤ (B + µ)(B + µ+ r + 1)3(d−1)!−(d−1) − d
≤ (B + µ+ r + 1)3(d−1)!−1 − d.

34



Ch−¬ng 3

ChÆn trªn theo hÖ sè Hilbert

Môc ®Ých chÝnh cña ch−¬ng nµy lµ chÆn trªn cho chØ sè chÝnh quy

Castelnuovo-Mumford cña G(M) theo hÖ sè Hilbert. §Æc biÖt, khi m«®un

cã chiÒu mét, chóng t«i t×m ra ®−îc chÆn trªn chÆt vµ ®Æc tr−ng khi nµo

chÆn nµy ®¹t ®−îc.

3.1 Tr−êng hîp tæng qu¸t

Trong môc nµy, ta lu«n xÐt R = ⊕i≥0Ri lµ vµnh ph©n bËc chuÈn Noether

víi (R0,m0) lµ vµnh ®Þa ph−¬ng Artin víi tr−êng thÆng d− k := R0/m0

v« h¹n. Gi¶ sö E = ⊕n∈ZEn lµ R-m«®un ph©n bËc h÷u h¹n sinh víi

dim(E) = d.

Tr−íc hÕt ta xÐt tr−êng hîp tæng qu¸t. KÝ hiÖu ∆(E) lµ bËc sinh cùc

®¹i cña E. DÔ dµng chØ ra mét vÝ dô kh«ng thÓ chÆn trªn reg(E) theo

∆(E), e0(E), ..., ed−1(E). Tuy nhiªn trong [5, Theorem 17.2.7] vµ [42,

Theorem 2] ®· chØ ra c¸c bÊt biÕn nµy chÆn trªn ®−îc reg1(E). D−íi ®©y

chóng ta nh¾c l¹i kÕt qu¶ cña V. Trivedi, chÆn nµy kh«ng phô thuéc vµo sè

phÇn tö sinh cña E nh− trong [5]. Ph−¬ng ph¸p chøng minh cña V. Trivedi

chñ yÕu dùa vµo h×nh häc vµ chøng minh cho GI(M). Do vËy ®Ó ®¶m

b¶o cho viÖc tr×nh bµy ng¾n gän h¬n vµ ®éc lËp h¬n, chóng t«i ®−a ra mét

chøng minh míi cña kÕt qu¶ nµy cho m«®un ph©n bËc E tïy ý h÷u h¹n

sinh b»ng c¸ch sö dông §Þnh lý 1.3.4. §Æt

∆′(E) := max{∆(E), 0}.
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Ta ®Þnh nghÜa b»ng quy n¹p mét d·y sè nguyªn sau: m1 := e0(E) + ∆′(E)

vµ víi mäi i ≥ 2, ta ®Æt

mi := mi−1 + e0

(
mi−1 + i− 2

i− 1

)
− e1

(
mi−1 + i− 3

i− 2

)
+ · · ·+ (−1)i−1ei−1.

Khi ®ã

Bæ ®Ò 3.1.1. ([42, Theorem 2]) Gi¶ sö d ≥ 1. Ta cã reg1(E) ≤ md − 1.

Chøng minh. NÕu d = 1, ®Æt E := E/H0
R+

(E). Khi ®ã ta cã reg1(E) =

reg(E), E lµ m«®un Cohen-Macaulay, ∆(E) ≤ ∆(E) vµ e(E) = e(E). Sö

dông Bæ ®Ò 1.3.1 ta thu ®−îc

reg1(E) ≤ e(E) + ∆(E)− 1 ≤ e(E) + ∆(E)− 1 ≤ m1 − 1.

NÕu d ≥ 2. Gi¶ sö z ∈ R1 lµ phÇn tö E-läc chÝnh quy, theo gi¶ thiÕt

quy n¹p ta cã reg1(E/zE) ≤ md−1 − 1, ngoµi ra ta còng cã ∆(E/zE) ≤
md−1− 1. Bëi vËy, sö dông §Þnh lý 1.3.4 ta nhËn ®−îc reg1(E) ≤ (md−1−
1) + pE(md−1 − 1) = md − 1.

B©y giê chóng t«i ®−a ra mét chÆn t−êng minh cho reg1(E) theo ei(E), 0 ≤
i ≤ d− 1 vµ ∆(E). Tuy nhiªn chÆn nµy lµ yÕu h¬n.

Bæ ®Ò 3.1.2. Cho E lµ R-m«®un h÷u h¹n sinh chiÒu d ≥ 1. §Æt ξ(M) :=

max{e0(M), |e1(M)|, ..., |ed−1(M)|} vµ ∆∗(E) := max{∆(E), 1}. Khi ®ã

reg1(E) ≤ (ξ(E) + ∆∗(E))d! − 1.

Chøng minh. §Ó cho gän, ta ®Æt ei := ei(E), ξ := ξ(E) vµ ∆∗ := ∆∗(E).

Theo Bæ ®Ò 3.1.1 chØ cÇn chØ ra r»ng md ≤ (ξ + ∆∗)d!. HiÓn nhiªn bæ ®Ò

®óng víi d = 1. Theo gi¶ thiÕt quy n¹p ta cã thÓ gi¶ sö

md−1 ≤ (ξ + ∆∗)(d−1)! − 1 =: α.

Chó ý r»ng

d−1∑
i=0

(−1)iei

(
α + d− 2− i
d− 1− i

)
≤ ξ

d−1∑
i=0

(
α + d− 2− i
d− 1− i

)
= ξ

(
α + d− 1

d− 1

)
.
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Suy ra

md ≤ α + ξ

(
α + d− 1

d− 1

)
.

Gi¶ sö d = 2, khi ®ã ta cã thÓ lÊy α = ξ + ∆∗ − 1. Tõ ®ã ta nhËn ®−îc

md ≤ ξ + ∆∗ − 1 + ξ(ξ + ∆∗) = (ξ + ∆∗)(ξ + 1)− 1 ≤ (ξ + ∆∗)2 − 1.

Gi¶ sö d ≥ 3. ¸p dông c«ng thøc
(
α+d−1
d−1

)
≤ (α + 1)d−1 víi mäi α ≥ 1 ta

nhËn ®−îc

md ≤ α + ξ(α + 1)d−1

= (ξ + ∆∗)(d−1)! − 1 + ξ[(ξ + ∆∗)(d−1)!]d−1

< (ξ + ∆∗)(d−1)! + (ξ + ∆∗)d!−1 − 1
< (ξ + ∆∗)d!( 1

ξ+∆∗ + 1
ξ+∆∗ )− 1

< (ξ + ∆∗)d! − 1.

NhËn xÐt 3.1.3. Theo kÕt qu¶ trªn reg1(G(M)) ®−îc chÆn bëi e0(M), ...,

ed−1(M). Theo HÖ qu¶ 2.1.10, nÕu depth(M) > 0 th× reg(G(M)) =

reg1(G(M)). Suy ra reg(G(M)) ®−îc chÆn trªn theo ei(M), i < d. VÝ

dô sau chØ ra r»ng, nÕu depth(M) = 0 th× c¸c ®¹i l−îng ei(M), i < d

kh«ng ®ñ ®Ó chÆn trªn ®−îc reg(G(M)).

VÝ dô 3.1.4. Cho A = k[[x, y]]/(x2, xys) víi s lµ sè nguyªn lín h¬n 1. Khi

®ã Gm(A) ∼= k[x, y]/(x2, xys). Ta tÝnh ®−îc reg(Gm(A)) = s. V× vËy,

reg(Gm(A)) thÓ lín tuú ý trong khi e0(A) = 1.

Môc ®Ýnh chÝnh tiÕp theo cña môc nµy chØ ra r»ng nÕu sö dông thªm

ed(M) chóng t«i cã thÓ chÆn ®−îc reg(G(M)). Tr−íc tiªn, ta cÇn −íc l−îng

®é dµi cña m«®un H0
m(M) theo hÖ sè Hilbert.

Bæ ®Ò 3.1.5. [36, Proposition 2.3] §Æt L := H0
m(M), M := M/L vµ

M := M/L := {M/L ⊇ (M1 + L)/L ⊇ (M2 + L)/L ⊇ · · · }. Khi ®ã víi
mäi n ≥ 0, ta cã

`(L) = PM(n)− PM(n) = (−1)ded(M)− (−1)ded(M).
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Tõ kÕt qu¶ trªn, ta cã thÓ chÆn trªn ®−îc `(L) nh− sau:

Bæ ®Ò 3.1.6. `(L) ≤ PM(n) víi mäi n ≥ reg(G(M)).

Chøng minh. Theo Bæ ®Ò 1.4.9 ta cã PM(n) = HM(n) víi mäi n ≥ reg(G(M)).

Do ®ã, sö dông Bæ ®Ò 3.1.5 ta nhËn ®−îc

`(L) = PM(n)− PM(n) = PM(n)−HM(n) ≤ PM(n)

víi mäi n ≥ reg(G(M)).

B©y giê ta cã thÓ chøng minh §Þnh lý chÝnh cña môc nµy.

§Þnh lý 3.1.7. ChoM lµ I-läc tèt cña m«®unM chiÒu d ≥ 1. §Æt r′(M) :=

max{1, r(M)} vµ

ξ(M) := max{e0(M), |e1(M)|, ..., |ed(M)|}.

Khi ®ã

reg(G(M)) ≤ (ξ(M) + r′(M))d! + ξ(M)

(
(ξ(M) + r′(M))d! + d

d

)
− 1.

Chøng minh. §Æt r := r(M), r′ := r′(M), ei := ei(M) vµ L := H0
m(M).

Theo HÖ qu¶ 2.1.10 ta cã reg(G(M)) = reg1(G(M)). ¸p dông Bæ ®Ò 2.1.11

ta nhËn ®−îc

reg(G(M)) ≤ max{reg1(G(M)), r}+ `(L). (3.1)

§Æt α := (ξ+r′)d!−1 ≥ r. Theo Bæ ®Ò 3.1.5 ta cã ei(G(M)) = ei(M) = ei

víi mäi i ≤ d − 1. Nh− nãi ë phÇn tr−íc G(M) ®−îc sinh bëi c¸c phÇn

tö bËc ≤ r(M). L¹i cã r(M) ≥ 0. V× vËy, tõ Bæ ®Ò 3.1.2 dÉn ®Õn

reg1(G(M)) ≤ α. Sö dông bÊt ®¼ng thøc (3.1) vµ Bæ ®Ò 3.1.6 ta nhËn ®−îc

reg(G(M)) ≤ α + PM(α) ≤ α + ξ
∑d

i=0

(
α+d−i
d−i

)
= α + ξ

(
α+d+1

d

)
= (ξ + r′)d! − 1 + ξ

((ξ+r′)d!+d
d

)
.
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3.2 Tr−êng hîp chiÒu mét

Cho R = ⊕n≥0Rn lµ vµnh ph©n bËc chuÈn trªn vµnh ®Þa ph−¬ng Artin

(R0,m0) víi tr−êng thÆng d− k := R0/m0 v« h¹n. Cho E lµ R-m«®un h÷u

h¹n sinh chiÒu d.

Chóng ta biÕt r»ng hE(t) = pE(t) víi mäi t � 0. Ta gäi chØ sè chÝnh

quy Hilbert cña E lµ sè

p(E) := max{t | hE(t) 6= pE(t)}.

Chuçi Hilbert-PoincarÐ cña E ®−îc x¸c ®Þnh bëi c«ng thøc

HPE(z) =
∑
i≥0

hE(i)zi.

Ta cã kÕt qu¶ quen biÕt sau:

Bæ ®Ò 3.2.1. (Xem [6, Lemma 4.1.7, Proposition 4.1.9 and Proposition

4.1.12]) Tån t¹i mét ®a thøc QE(z) ∈ Z[z] sao cho QE(1) 6= 0 vµ

HPE(z) =
QE(z)

(1− z)d
.

H¬n n÷a, p(E) = deg(QE(z))− d vµ ei(E) =
Q

(i)
E (1)
i! víi mäi i ≥ 0.

NhËn xÐt 3.2.2. Tõ c«ng thøc Grothendieck-Serre (1.1) ta dÔ dµng nhËn

®−îc

(i) NÕu depth(E) = 0 th× p(E) ≤ reg(E);

(ii) NÕu depth(E) > 0 th× p(E) ≤ reg(E)− 1.

§Ó cho gän ta ®Æt ∆ := ∆(E) vµ e := e0(E). Chøng minh cña kÕt qu¶

sau lµ t−¬ng tù cña [20, Lemma 4.2].

Bæ ®Ò 3.2.3. Gi¶ sö dim(E) = 0. §Æt q :=
∑

i≤∆ `(Ei). Khi ®ã

(i) reg(E) ≤ ∆ + e− q.

(ii) C¸c ®iÒu kiÖn sau lµ t−¬ng ®−¬ng:
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(a) reg(E) = ∆ + e− q;

(b) hE(t) =

{
1 nÕu ∆ + 1 ≤ t ≤ ∆ + e− q,
0 nÕu t ≥ ∆ + e− q + 1.

Chøng minh. (i) §Æt m := reg(E). V× dim(E) = 0 nªn m = max{t | Et 6=
0}. Chó ý r»ng Ei 6= 0 víi mäi ∆ ≤ i ≤ m. Suy ra

m ≤ ∆ + `(E∆+1 ⊕ · · · ⊕ Em) = ∆ + `(E)− q = ∆ + e− q. (3.2)

(ii) ¸p dông (3.2) ta thÊym = ∆+e−q khi vµ chØ khi `(Ei) = 1 víi mäi ∆+

1 ≤ i ≤ m. Sö dông tÝnh chÊt `(Ei) = 0 víi mäi i > m ta nhËn ®−îc (a)

t−¬ng ®−¬ng víi (b).

Bæ ®Ò 3.2.4. Gi¶ sö E lµ m«®un Cohen-Macalay víi dim(E) = 1. Cho

z ∈ R1 lµ phÇn tö E-chÝnh quy vµ ρ := `(E∆(E/zE)). Khi ®ã

(i) reg(E) ≤ ∆ + e− ρ.

(ii) C¸c ®iÒu kiÖn sau lµ t−¬ng ®−¬ng:

(a) reg(E) = ∆ + e− ρ;

(b) hE(t) =

{
t−∆ + ρ nÕu ∆ + 1 ≤ t ≤ ∆ + e− ρ− 1,

e nÕu t ≥ ∆ + e− ρ;

(c) p(E) = ∆ + e− ρ− 1.

Chøng minh. (i) V× z ∈ R1 lµ phÇn tö E-chÝnh quy nªn e(E/zE) = e,

reg(E/zE) = reg(E) vµ∑
i≤t

hE/zE(i) = hE(t). (3.3)

Nãi riªng ta cã
∑

i≤∆(E/zE) hE/zE(i) = ρ. Chó ý r»ng ∆(E/zE) ≤ ∆(E).

¸p dông Bæ ®Ò 3.2.3 ta nhËn ®−îc

reg(E/zE) ≤ ∆(E/zE)+e(E/zE)−
∑

i≤∆(E/zE)

hE/zE(i) ≤ ∆+e−ρ. (3.4)

Suy ra reg(E) ≤ ∆ + e− ρ.

40



(ii) (a) =⇒ (b): NÕu reg(E) = ∆ + e − ρ, sö dông c«ng thøc (3.4) ta
cã ∆(E/zE) = ∆(E) vµ reg(E/zE) = ∆(E/zE) + e− ρ. ¸p dông Bæ ®Ò
3.2.3 (ii) vµ (3.3) ta nhËn ®−îc (b).

(b) =⇒ (c) suy ra ngay tõ Bæ ®Ò 3.2.1.

(c) =⇒ (a): Gi¶ sö r»ng p(E) = ∆ + e − ρ − 1. Theo NhËn xÐt 3.2.2

(ii) ta cã ∆ + e − ρ ≤ reg(E). KÕt hîp víi reg(E) ≤ ∆ + e − ρ ta nhËn
®−îc reg(E) = ∆ + e− ρ.

Bæ ®Ò 3.2.5. [36, Proposition 2.7] ChoM lµ m«®un Cohen-Macaulay chiÒu

mét vµ b lµ mét sè nguyªn d−¬ng tháa m·n IM ⊆ mbM. Khi ®ã

(i) hI,M(n) ≥ n+ b víi mäi n ≤ p(GI(M)) + 1,

(ii) p(GI(M)) ≤ e0(I,M)− b− 1.

§Ó cho gän ta ®Æt HPI,M(z) := HPGI(M)(z) vµ ei := ei(I,M) víi mäi

i = 1, ..., d. Gi¶ sö r»ng M lµ m«®un Cohen-Macaulay. Kirby-Mehran [25]

®· chØ ra r»ng e1 ≤
(
e0
2

)
. KÕt qu¶ nµy ®−îc Rossi-Valla [36] c¶i tiÕn nh−

bæ ®Ò d−íi ®©y. Chó ý r»ng (i) ®−îc nªu râ trong [36], nh−ng (ii) kh«ng

®−îc nªu ra mét c¸ch t−êng minh.

Bæ ®Ò 3.2.6. [36, Proposition 2.8] ChoM lµ m«®un Cohen-Macaulay chiÒu

mét vµ b lµ mét sè nguyªn d−¬ng tháa m·n IM ⊆ mbM. Khi ®ã

(i) e1 ≤
(
e0−b+1

2

)
.

(ii) C¸c ®iÒu kiÖn sau lµ t−¬ng ®−¬ng:

(a) e1 =
(
e0−b+1

2

)
;

(b) HPI,M(z) =
b+
∑e0−b

i=1 zi

1−z .

Chøng minh. (i) Chøng minh d−íi ®©y ®−a ra trong [36, Proposition 2.8].

Chóng t«i nªu l¹i ë ®©y ®Ó chøng minh (ii). Tõ c«ng thøc (1.2) ta cã

HI,M(n) = (n + 1)e0 + e1 víi n � 0. Do ®ã e1 =
∑

j≥0(e0 − hI,M(j)) =
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∑p(GI(M))+1
j=0 (e0 − hI,M(j)). Sö dông Bæ ®Ò 3.2.5 ta ®−îc

e1 ≤
e0−b∑
j=0

(e0 − (j + b)) =

(
e0 − b+ 1

2

)
. (3.5)

(ii) (a) =⇒ (b): Theo gi¶ thiÕt (3.5) lµ ®¼ng thøc, suy ra hI,M(n) = n+b

víi mäi 0 ≤ n ≤ e0− b vµ hI,M(n) = e0 víi mäi n ≥ e0− b+ 1. V× vËy ta

nhËn ®−îc HPI,M(z) =
b+
∑e0−b

i=1 zi

1−z .

(b) =⇒ (a): Sö dông Bæ ®Ò 3.2.1 ta nhËn ®−îc e1 =
∑e0−b

i=1 i =
(
e0−b+1

2

)
.

NhËn xÐt 3.2.7. (i) NÕu e1 =
(
e0−b+1

2

)
th× tõ (i) cña bæ ®Ò trªn dÉn ®Õn

b = max{t | IM ⊆ mtM}.
(ii) NÕu I = m vµ M = A th× b = 1 vµ Bæ ®Ò 3.2.6 (ii) chÝnh lµ [18,

Proposition 2.13] vµ [19, Theorem 3.1].

§Æt GI(M) := GI(M)/H0
G+

(GI(M)).

Bæ ®Ò 3.2.8. Gi¶ sö dim(M) = 1 vµ b lµ mét sè nguyªn d−¬ng tháa m·n

IM ⊆ mbM. Khi ®ã

hGI(M)(0) ≥ b.

Chøng minh. Chó ý r»ng

[H0
G+

(GI(M))]0 =
T0

IM
,

trong ®ã T0 = ∪n>0(I
n+1M : In) = I t+1M : I t ⊆ M víi t � 0. NhËn xÐt

r»ng IM ⊆ T0. §Æt M̃ := M/T0. Gi¶ sö

mb−1M̃ = mbM̃.

¸p dông Bæ ®Ò Nakayama ta nhËn ®−îc mb−1M̃ = 0. Tøc lµ mb−1M ⊆ T0.

Khi ®ã mb−1I tM ⊆ I t+1M . V× IM ⊆ mbM , nªn

I t+1M ⊆ mbI tM ⊆ mI t+1M ⊆ I t+1M.
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Suy ra I t+1M = mI t+1M . ¸p dông Bæ ®Ò Nakayama ta nhËn ®−îc I t+1M =

0. DÉn ®Õn dim(M) ≤ 0. §iÒu nµy lµ v« lý. Do ®ã mb−1M̃ 6= mbM̃ vµ ta

cã mét d·y gi¶m chÆt c¸c m«®un con cña M̃ :

M̃ ⊃ mM̃ ⊃ · · · ⊃ mbM̃.

V× GI(M)0 = M̃ , nªn ta cã

hGI(M)(0) = `(M̃) ≥ `(M̃/mbM̃) ≥ b.

B©y giê ta ®−a ra c¸c kÕt qu¶ chÝnh cña môc nµy.

MÖnh ®Ò 3.2.9. Cho M lµ m«®un Cohen-Macaulay chiÒu mét vµ b lµ sè

nguyªn lín nhÊt tháa m·n IM ⊆ mbM. Khi ®ã

reg(GI(M)) ≤ e0 − b.

Chøng minh. Theo gi¶ thiÕt ta cã depth(M) > 0. ¸p dông HÖ qu¶ 2.1.10

ta thu ®−îc

reg(GI(M)) = reg1(GI(M)) = reg(GI(M)).

V× dim(M) = 1, nªn GI(M) lµ m«®un Cohen-Macaulay. Gi¶ sö x∗ ∈ I/I2

lµ mét phÇn tö GI(M)-chÝnh quy. Bëi v× GI(M) ®−îc sinh bëi c¸c phÇn

tö bËc 0 nªn ∆(GI(M)/x∗GI(M)) = 0. Sö dông Bæ ®Ò 3.2.4 (i) vµ Bæ ®Ò

3.2.8 ta nhËn ®−îc

reg(GI(M)) ≤ e0 − hGI(M)(0) ≤ e0 − b. (3.6)

NhËn xÐt 3.2.10. Cho M lµ A-m«®un Cohen-Macaulay víi dim(M) = 1.

C. H. Linh [26, Corollary 4.5 (i)] ®· chøng minh r»ng reg(GI(M)) ≤ e0−1.

V× vËy, nÕu b > 1 th× kÕt qu¶ trªn cho ta chÆn tèt h¬n.
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§Þnh lý 3.2.11. Cho M lµ m«®un chiÒu mét vµ b lµ sè nguyªn lín nhÊt

tháa m·n IM ⊆ mbM. Khi ®ã

reg(GI(M)) ≤
(
e0 − b+ 2

2

)
− e1 − 1.

Chøng minh. §Æt L := H0
m(M). ¸p dông Bæ ®Ò 2.1.11 ta cã

reg(GI(M)) ≤ reg(GI(M)) + `(L).

Sö dông Bæ ®Ò 3.1.5 ta nhËn ®−îc `(L) = e1 − e1 vµ e0 = e0, trong ®ã

e0 := e0(I,M) vµ e1 := e1(I,M). Chó ý r»ng IM ⊆ mbM . Suy ra

IM ⊆ mbM. V× M lµ m«®un Cohen-Macaulay, nªn Bæ ®Ò 3.2.6 (i) chØ ra

r»ng e1 ≤
(
e0−b+1

2

)
. Tõ ®ã dÉn ®Õn

`(L) ≤
(
e0 − b+ 1

2

)
− e1.

Sö dông MÖnh ®Ò 3.2.9 ta ®−îc reg(GI(M)) ≤ e0 − b. Suy ra

reg(GI(M)) ≤ e0 − b+

(
e0 − b+ 1

2

)
− e1 =

(
e0 − b+ 2

2

)
− e1 − 1.

TiÕp theo, chóng t«i ®−a ra mét sè ®Æc tr−ng ®Ó ®¼ng thøc trong §Þnh

lý 3.2.11 x¶y ra. Tõ c«ng thøc Grothendieck-Serre (1.1) vµ Bæ ®Ò 2.1.9 ta

nhËn ®−îc

Bæ ®Ò 3.2.12. Gi¶ sö depth(M) > 0. Khi ®ã

p(GI(M)) ≤ reg(GI(M))− 1.

Bæ ®Ò 3.2.13. Gi¶ sö M lµ m«®un víi dim(M) ≥ 1. Cho L := H0
m(M) vµ

M := M/L. Khi ®ã c¸c ®iÒu kiÖn sau lµ t−¬ng ®−¬ng:

(i) reg(GI(M)) = reg(GI(M)) + `(L);

(ii) HPK(z) =
∑reg(GI(M))+`(L)

reg(GI(M))+1
zi, trong ®ã K := ⊕n≥0

In+1M+L∩InM
In+1M .
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Chøng minh. Ta cã `(K) = `(L). V× vËy, nÕu L = 0 th× bæ ®Ò hiÓn nhiªn

®óng. Gi¶ sö L 6= 0.

(i) =⇒ (ii): §Æt a := reg(GI(M)) vµ m := max{t | Kt 6= 0}. Kt 6= 0

víi mäi a+ 1 ≤ t ≤ m ®· ®−îc chØ ra trong chøng minh cña Bæ ®Ò 2.1.11.

Sö dông Bæ ®Ò 1.1.5 (ii) ta thu ®−îc

a+ `(L) = reg(GI(M)) + `(L) = reg(GI(M)) ≤ max{a,m}
= a+ max{0,m− a} ≤ a+ `(K) = a+ `(L).

DÉn ®Õn `(K) = m−a. V× vËy, `(Kt) = 1 víi a+1 ≤ t ≤ m vµ `(Kt) = 0

víi c¸c gi¸ trÞ kh¸c.

(ii) =⇒ (i): Chó ý r»ng dim(K) = 0, reg(K) = reg(GI(M)) + `(L).

¸p dông Bæ ®Ò 1.1.5 (ii) ta nhËn ®−îc

reg(GI(M)) = max{reg(K), reg(GI(M))} = reg(GI(M)) + `(L).

Mét kÕt qu¶ chÝnh kh¸c sau ®©y chØ ra r»ng tõ ®¼ng thøc e1 =
(
e0−b+1

2

)
suy ra ®−îc GI(M) lµ m«®un Cohen-Macaulay. Kh¼ng ®Þnh nµy ®· ®−îc

Elias-Valla (xem [18, Proposition 2.13]) chØ ra trong tr−êng hîp I = m vµ

M = A.

§Þnh lý 3.2.14. Cho M lµ m«®un Cohen-Macaulay chiÒu mét vµ b lµ sè

nguyªn tháa m·n IM ⊆ mbM. Khi ®ã c¸c ®iÒu kiÖn sau lµ t−¬ng ®−¬ng:

(i) reg(GI(M)) =
(
e0−b+2

2

)
− e1 − 1;

(ii) HPI,M(z) =
b+
∑e0−b

i=1 zi

1−z ;

(iii) e1 =
(
e0−b+1

2

)
;

(iv) reg(GI(M)) = e0 − b vµ GI(M) lµ m«®un Cohen-Macaulay.

H¬n n÷a, nÕu mét trong c¸c ®iÒu kiÖn cña ®Þnh lý ®óng th× b = max{t |
IM ⊆ mtM}.
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Chøng minh. MÖnh ®Ò cuèi cïng suy tõ NhËn xÐt 3.2.7 (i).

(ii) ⇐⇒ (iii) lµ kÕt qu¶ cña Rossi-Valla (xem Lemma 3.2.6 (ii)).

(i) =⇒ (iii): Tõ gi¶ thiÕt M lµ m«®un Cohen-Macaulay, theo MÖnh ®Ò

3.2.9 ta cã reg(GI(M)) ≤ e0 − b. Do ®ã
(
e0−b+2

2

)
− e1 − 1 ≤ e0 − b, nghÜa

lµ e1 ≥
(
e0−b+1

2

)
. Sö dông Bæ ®Ò 3.2.6 (i) ta nhËn ®−îc e1 =

(
e0−b+1

2

)
.

(ii) =⇒ (iv): Chó ý r»ng ta lu«n cã e0 ≥ b. Theo NhËn xÐt 3.2.1 (ii) ta

thÊy p(GI(M)) = e0 − b− 1. Sö dông Bæ ®Ò 3.2.12 ta nhËn ®−îc e0 − b ≤
reg(GI(M)). KÕt hîp víi MÖnh ®Ò 3.2.9 ta thu ®−îc reg(GI(M)) = e0−b.
Theo Bæ ®Ò 3.2.8 ta cã reg(GI(M)) = reg(GI(M)) = e0− b. Do vËy tõ

c«ng thøc (3.6) suy ra hGI(M)(0) = b. Khi ®ã ¸p dông Bæ ®Ò 3.2.4 (ii) ta cã

hGI(M)(t) =


b nÕu t = 0,

t+ b nÕu 1 ≤ t ≤ e0 − b− 1,

e0 nÕu t ≥ e0 − b.

DÉn ®Õn

HPGI(M)(z) =
b+

∑e0−b
i=1 zi

1− z
= HPI,M(z).

Suy ra GI(M) = GI(M). Do vËy GI(M) lµ m«®un Cohen-Macaulay.

(iv) =⇒ (i): Tõ GI(M) lµ m«®un Cohen-Macaulay vµ reg(GI(M)) =

e0 − b. Sö dông Bæ ®Ò 3.2.4 (ii) ta nhËn ®−îc HPI,M(z) =
b+
∑e0−b

i=1 zi

1−z . V×

(ii) ⇐⇒ (iii), nªn
(
e0−b+1

2

)
= e1. Do ®ã

reg(GI(M)) = e− b = e− b+
(
e0−b+1

2

)
− e1

=
(
e0−b+2

2

)
− e1 − 1.

VÝ dô sau chØ ra r»ng gi¶ thiÕt GI(M) lµ m«®un Cohen-Macaulay trong

mÖnh ®Ò (iv) cña ®Þnh lý trªn kh«ng thÓ bá ®i ®−îc.

VÝ dô 3.2.15. Cho A = k[[t3, t4, t5]] ∼= k[[x, y, z]]/(x3−yz, xz−y2, x2y−z2),

trong ®ã k lµ mét tr−êng vµ I = (t3, t4). Ta cã b = 1. Sö dông ch−¬ng tr×nh

CoCoA [8] ta tÝnh ®−îc HPI,A(z) = 2+z2

1−z . Suy ra e0 = 3 vµ e1 = 2. Theo

Bæ ®Ò 3.2.1 ta cã p(GI(A)) = 1. V× vËy, sö dông Bæ ®Ò 3.2.12 ta nhËn ®−îc
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reg(GI(A)) ≥ 2. Theo MÖnh ®Ò 3.2.9 ta cã reg(GI(A)) ≤ e0 − b = 2. Tõ

®iÒu nµy dÉn ®Õn reg(GI(A)) = e0− b = 2. Tuy nhiªn 2 = e1 6=
(
e0−b+1

2

)
=

3. ¸p dông §Þnh lý 3.2.14 ta thÊy r»ng GI(A) trong vÝ dô nµy kh«ng thÓ

lµ vµnh Cohen-Macaulay.

§Þnh lý 3.2.16. Gi¶ sö M lµ m«®un chiÒu mét vµ depth(M) = 0. Cho b

lµ mét sè nguyªn d−¬ng tháa m·n IM ⊆ mbM. Khi ®ã c¸c ®iÒu kiÖn sau

lµ t−¬ng ®−¬ng:

(i) reg(GI(M)) =
(
e0−b+2

2

)
− e1 − 1;

(ii) HPI,M(z) =
b+
∑e0−b+1

i=1 zi−z(
e0−b+2

2 )−e1

1−z .

H¬n n÷a, nÕu mét trong c¸c ®iÒu kiÖn cña ®Þnh lý ®óng th× b = max{t |
IM ⊆ mtM}.

Chøng minh. (i) =⇒ (ii): §Ó cho gän ta ®Æt M := M/L, e0 := e0(I,M) =

e0 vµ e1 := e1(I,M), trong ®ã L := H0
m(M). Ph©n tÝch chøng minh cña

§Þnh lý 3.2.11 vµ kÕt hîp víi ®¼ng thøc trong (i) suy ra

reg(GI(M)) = e0 − b, (3.7)

e1 =

(
e0 − b+ 1

2

)
, (3.8)

vµ

reg(GI(M)) = reg(GI(M)) + `(L). (3.9)

Theo Bæ ®Ò 3.1.5 vµ ®¼ng thøc (3.8) ta nhËn ®−îc

`(L) = e1 − e1 =

(
e0 − b+ 1

2

)
− e1. (3.10)

Sö dông Bæ ®Ò 3.2.13 vµ ®¼ng thøc (3.9) ta thu ®−îc

HPK(z) =

reg(GI(M))+`(L)∑
reg(GI(M))+1

zi, (3.11)
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trong ®ã K = ⊕n≥0
In+1M+L∩InM

In+1M . KÕt hîp c¸c ®¼ng thøc (3.7), (3.8) vµ

(3.11) suy ra

HPK(z) =

(e0−b+2
2 )−e1−1∑
e0−b+1

zi.

Sö dông Bæ ®Ò 3.2.6 (ii) vµ ®¼ng thøc (3.7) ta cã

HPI,M(z) =
b+

∑e0−b
i=1 zi

1− z
.

V× vËy, tõ d·y khíp ng¾n (2.2) ta nhËn ®−îc

HPI,M(z) = HPI,M(z) +HPK(z) =
b+

∑e0−b+1
i=1 zi − z(e0−b+2

2 )−e1

1− z
.

(ii) =⇒ (i): Sö dông Bæ ®Ò 3.2.6 (i) ta nhËn ®−îc
(
e0−b+2

2

)
−e1 > e0−b+1.

¸p dông Bæ ®Ò 3.2.1 ta cã p(GI(M)) =
(
e0−b+2

2

)
− e1 − 1. Theo NhËn xÐt

3.2.2 (i) ta cã (
e0 − b+ 2

2

)
− e1 − 1 ≤ reg(GI(M)).

Do ®ã, sö dông §Þnh lý 3.2.11 ta thu ®−îc reg(GI(M)) =
(
e0−b+2

2

)
−e1−1.

Ta thÊy r»ng ®¼ng thøc (3.8) ®óng. Do ®ã, theo NhËn xÐt 3.2.7 (i) ta

cã IM * mb+1M . §iÒu nµy dÉn ®Õn IM * mb+1M . V× vËy ta ph¶i cã

b = max{t | IM ⊆ mtM}.

C¸c vÝ dô sau chØ ra chÆn trªn trong §Þnh lý 3.2.11 lµ chÆn chÆt.

VÝ dô 3.2.17. Cho A = k[[x]] vµ I = (xα) . Khi ®ã, ta cã b = α vµ

HPI,A(z) = α
1−z . V× vËy e0 = α vµ e1 = 0. DÉn ®Õn e1 =

(
e0−b+1

2

)
.

VÝ dô 3.2.18. Cho A = k[[x, y]]/(xsyu+v, xs+1yu), trong ®ã s, u, v ∈ N vµ

v > 0. Khi ®ã ta cã Gm(A) ∼= k[x, y]/(xsyu+v, xs+1yu) vµ b = 1.V× vËy ta

suy ra ®−îc

HPm,A(z) =

∑s+u
i=0 z

i − zs+u+v

1− z
, e0 = s+ u, e1 =

(s+ u)(s+ u− 1)

2
− v,

vµ reg(Gm(A)) = s+u+ v− 1. C¸c ®¼ng thøc nµy chØ ra r»ng tÊt c¸c ®iÒu

kiÖn trong §Þnh lý 3.2.16 ®óng.
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Ch−¬ng 4

ChÆn trªn trong tr−êng hîp nãn ph©n
thí

Môc ®Ých chÝnh cña ch−¬ng nµy lµ ®−a ra chÆn trªn cho hÖ sè Hilbert vµ

cho chØ sè chÝnh quy Castelnuovo-Mumford cña nãn ph©n thí theo bËc më

réng.

4.1 Nãn ph©n thí

Trong môc nµy, ta lu«n gi¶ sö q lµ mét i®ªan tuú ý chøa I .

§Þnh nghÜa 4.1.1. (Xem [36, Chapter 5 ]) Nãn ph©n thí cña M øng víi q

®−îc x¸c ®Þnh bëi c«ng thøc

Fq(M) := ⊕n≥0Mn/qMn.

NÕu M lµ läc I-adic cña A vµ q = m th× ®©y lµ nãn ph©n thí cæ ®iÓn

Fm(I) = ⊕n≥0I
n/mIn

cña I .

Chó ý r»ng Fq(M) lµ m«®un ph©n bËc trªn G := GI(A).

§Þnh nghÜa 4.1.2. ([5, Section 18.2] hoÆc [36, Chapter 5 ])

§é tr¶i gi¶i tÝch cña i®ªan I øng víi läc M lµ chiÒu cña (Fq(M)).

§é tr¶i gi¶i tÝch cña i®ªan I lµ chiÒu cña Fm(I).
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Tõ ®ã ta x¸c ®Þnh ®−îc chiÒu cña nãn ph©n thí.

Bæ ®Ò 4.1.3. (Xem [5, Section 18.2] hoÆc [36, Chapter 5 ]) §Æt

`(I) := min{µ(J)|J lµ mét rót gän tèi tiÓu cña I øng víi läc M},

trong ®ã µ(J) lµ sè phÇn tö sinh cña i®ªan J . Khi ®ã

dim(Fq(M)) = `(I).

Theo Bæ ®Ò 1.4.10 ta cã chiÒu cña nãn ph©n thí trong tr−êng hîp i®ªan

m-nguyªn s¬ I chÝnh lµ chiÒu cña m«®un läc ban ®Çu.

HÖ qu¶ 4.1.4. ([36, Chapter 5 ])

dim(Fq(M)) = dim(M).

Nh− trong Ch−¬ng 1, víi n � 0 th× `(Mn/qMn) lµ mét ®a thøc vµ ta

gäi lµ ®a thøc Hilbert cña nãn ph©n thí Fq(M). Nã ®−îc viÕt duy nhÊt d−íi

d¹ng

pFq(M)(n) =
d−1∑
i=0

(−1)iei(Fq(M))

(
n+ d− i− 1

d− i− 1

)
.

Khi ®ã, c¸c hÖ sè ei(Fq(M)) víi 0 ≤ i ≤ d − 1 gäi lµ hÖ sè Hilbert cña

nãn ph©n thí Fq(M).

4.2 ChÆn trªn hÖ sè Hilbert cña nãn ph©n thí

Trong môc nµy, chóng t«i ®−a ra mét I-läc míi

qM : M ⊇ qM ⊇ qM1 ⊇ · · · ⊇ qMn ⊇ · · · .

NÕu M lµ mét I-läc tèt th× qM còng lµ mét I-läc tèt. Mèi liªn hÖ gi÷a hÖ

sè Hilbert cña nãn ph©n thí víi hÖ sè Hilbert cña läc M vµ qM nh− sau:

Bæ ®Ò 4.2.1. ([36], xem tr. 80) Cho M lµ A-m«®un h÷u h¹n sinh víi

dim(M) = d ≥ 1, M = {Mn}n≥0 lµ mét I-läc tèt cña M . Gi¶ sö I ⊆ q vµ

Mn+1 ⊆ qMn víi mäi n ≥ 0. Khi ®ã

(i) e0(M) = e0(qM),

(ii) ei−1(Fq(M)) = ei(M) + ei−1(M)− ei(qM), víi mäi 1 ≤ i ≤ d.
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Ngoµi ra ta cã:

Bæ ®Ò 4.2.2. [36, proposition 1.2] Cho M lµ A-m«®un h÷u h¹n sinh víi

dim(M) = d ≥ 1, M = {Mn}n≥0 lµ mét I-läc tèt cña M . Gi¶ sö x ∈ IqI
sao cho phÇn tö khëi ®Çu x∗ ∈ GI(A) lµ phÇn tö läc chÝnh quy trªn G(M).

Khi ®ã

(i) dim(M/xM) = d− 1,

(ii) ej(M) = ej(M/xM) víi mäi j = 0, ..., d− 2,

(iii) ed−1(M/xM) = ed−1(M) + (−1)d−1`(0 :M x).

TiÕp theo ta cÇn −íc l−îng ®−îc hÖ sè Hilbert cña läc M vµ trong

tr−êng hîp ®Æc biÖt lµ läc qM . VÊn ®Ò nµy ®· ®−îc gi¶i quyÕt trong

tr−êng hîp m-adic cña mét vµnh (xem [37, Theorem 4.1]) vµ ®−îc më

réng cho m«®un (xem [27, Theorem 2.1]). Tuy nhiªn, phÐp chøng minh

cña [27, Theorem 2.1] trong tr−êng hîp d = 1 sö dông bÊt ®¼ng thøc sai:

|(e+1)e(I,M)−`(M/Ir+1M)| ≤ |(e+1)e(I,M)−(r+1)|. V× vËy, chóng
t«i ®−a ra phÐp chøng minh chi tiÕt cña kÕt qu¶ sau vµ kÕt qu¶ nµy kh«ng

chØ tæng qu¸t h¬n mµ nãi chung tèt h¬n [27, Theorem 2.1].

§Þnh lý 4.2.3. Cho M lµ A-m«®un h÷u h¹n sinh víi dim(M) = d ≥ 1,

M = {Mn}n≥0 lµ I-läc tèt cña M vµ D(I,M) lµ mét bËc më réng tïy ý

cña M øng víi I . Khi ®ã

(i) e0(M) = e(I,M) ≤ D(I,M),

(ii) |e1(M)| ≤ (D(I,M) + r(M)− 1)D(I,M),

(iii) |ei(M)| ≤ (D(I,M) + r(M) + 1)3i!−i+1 nÕu i ≥ 2.

Chøng minh. (i): Theo NhËn xÐt 1.4.8 ta cã e0(M) = e(I,M). Sö dông

§Þnh nghÜa 2.1.2 ta nhËn ®−îc e(I,M) ≤ D(I,M).

(ii)-(iii): Theo Bæ ®Ò 1.4.9 ta cã hG(M)(n) = pG(M)(n) víi mäi n ≥
reg(G(M)). V× vËy

`(M/Mm+1) =
d∑
i=0

(−1)iei(M)

(
m+ d− i
d− i

)
(4.1)
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víi mäi m ≥ reg(G(M)). §Ó cho gän ta ®Æt r := r(M), D := D(I,M) vµ

ei := ei(M).

Gi¶ sö d = 1. §Æt m := D + r − 1. Sö dông §Þnh lý 2.1.4 (i) vµ ®¼ng

thøc (4.1) ta ®¹t ®−îc

e1 = (D + r)e0 − `(M/MD+r).

Do Mn = In−rMr víi n ≥ r vµ Mr 6= 0 nªn

`(M/MD+r) ≥ `(Mr/IMr) + · · ·+ `(ID−1Mr/I
DMr) ≥ D.

Sö dông ®¼ng thøc tr−íc ®ã, ®iÒu nµy dÉn ®Õn

e1 ≤ (D + r)e0 −D ≤ D(D + r)−D = D(D + r − 1).

MÆt kh¸c, víi r ≥ 0, ¸p dông Bæ ®Ò 2.1.8 (ii) ta nhËn ®−îc

−e1 = −(D+ r)e0 + `(M/MD+r) ≤ D(D+ r)− (D+ r) ≤ D(D+ r− 1).

Nh− vËy |e1| ≤ D(D+ r− 1) vµ tr−êng hîp d = 1 ®−îc chøng minh xong.

Cho d ≥ 2. §Çu tiªn ta gi¶ sö depth(M) > 0. Chän x ∈ I \ mI sao

cho x∗ ∈ G lµ mét phÇn tö läc chÝnh quy trªn G(M). Theo Bæ ®Ò 4.2.2

ta cã ei = ei(M/xM) víi mäi i < d. Chó ý r»ng 0 ≤ r(M/xM) ≤ r vµ

D(I,M/xM) ≤ D (theo §Þnh nghÜa 2.1.2 (ii)). Sö dông gi¶ thiÕt quy n¹p

ta nhËn ®−îc

|e1| ≤ D(D+ r−1) vµ |ei| ≤ (D+ r+ 1)3i!−i+1 víi 2 ≤ i ≤ d−1. (4.2)

§Ó chøng minh bÊt ®¼ng thøc víi ed ta ®Æt µ := (D + r + 1)3(d−1)!−1.

Sö dông §Þnh lý 2.1.4 ta nhËn ®−îc reg(G(M)) ≤ µ − d. Bªn c¹nh ®ã

reg(G(M)) ≥ r ≥ 0 vµ µ ≥ d. §Æt m := µ− d. Khi ®ã ¸p dông ®¼ng thøc
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(4.1) ta thu ®−îc

|ed| = |(`(M/Mµ−d+1)− e0

(
µ− d+ d

d

)
) +

d∑
i=1

(−1)iei

(
µ− d+ d− i

d− i

)
|

≤ |`(M/Mµ−d+1)− e0

(
µ

d

)
|+

d−1∑
i=1

|ei|
(
µ− i
d− i

)

≤ max{`(M/Mµ−d+1), e0

(
µ

d

)
}+

d−1∑
i=1

|ei|
(
µ− i
d− i

)
. (4.3)

Chó ý r»ng
(
µ
d

)
≤ µd. Sö dông (i) vµ Bæ ®Ò 2.1.8 (ii) ta ®¹t ®−îc

max{`(M/Mµ−d+1), e0

(
µ

d

)
} ≤ Dµd. (4.4)

H¬n n÷a, ¸p dông bÊt ®¼ng thøc (4.2) ta cã

|e1|
(
µ− 1

d− 1

)
≤ D(D + r − 1)µd−1 (4.5)

vµ

d−1∑
i=2

|ei|
(
µ− i
d− i

)
≤

d−1∑
i=2

(D+r+1)3i!−i+1µd−i ≤ µd−1
d−2∑
i=0

1

2i
< 2µd−1. (4.6)

Chó ý r»ng D(D + r − 1) + 2 < (D + r + 1)2 ≤ µ. Khi ®ã ¸p dông c¸c

c«ng thøc (4.3) - (4.6) ta nhËn ®−îc

|ed| ≤ Dµd + µd = (D + 1)(D + r + 1)3d!−d ≤ (D + r + 1)3d!−d+1.

Cuèi cïng gi¶ sö r»ng depth(M) = 0. §Æt L := H0
m(M), M̄ := M/L vµ

M := M/L. Khi ®ã

`(
M

Mn+1
) = `(

M

Mn+1 + L
) + `(

Mn+1 + L

Mn+1
) = `(

M

Mn+1 + L
) + `(

L

L ∩Mn+1
).

Víi n � 0, sö dông M lµ I-läc tèt vµ Bæ ®Ò 1.4.2 ta cã L ∩Mn+1 = 0.

Suy ra

`(
M

Mn+1
) = `(

M

Mn+1 + L
) + `(L) víi n� 0.
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§iÒu nµy dÉn ®Õn ei = ei(M) víi i ≤ d − 1 vµ ed = ed(M) + (−1)d`(L).

Do D = D(I, M̄) + `(L) vµ r(M) ≤ r nªn

|e1| = e1(M) ≤ D(I, M̄)(D(I, M̄) + r − 1) ≤ D(D + r − 1)

|ei| = ei(M) ≤ (D(I, M̄) + r + 1)3i!−i+1

≤ (D + r + 1)3i!−i+1 víi 2 ≤ i ≤ d− 1,

|ed| ≤ ed(M) + `(L) ≤ (D(I, M̄) + r + 1)3d!−id+1 + `(L)

≤ (D + r + 1)3d!−d+1.

Tõ ®ã ta cã thÓ chÆn ®−îc hÖ sè Hilbert cña nãn ph©n thí qua bËc më

réng, chiÒu vµ sè rót gän. KÕt qu¶ nµy cÇn thiÕt cho chøng minh kÕt qu¶

chÝnh cña môc sau.

§Þnh lý 4.2.4. Víi gi¶ thiÕt nh− trong Bæ ®Ò 4.2.1, ta cã

(i) e0(Fq(M)) ≤ 2D(I,M)(D(I,M) + r(M)),

(ii) |ei(Fq(M))| ≤ 2(D(I,M) + r(M) + 2)3(i+1)!−i nÕu 1 ≤ i ≤ d− 1.

Chøng minh. Theo Bæ ®Ò 4.2.1 ta cã

ei(Fq(M)) = ei(M) + ei+1(M)− ei+1(qM),

víi mäi 0 ≤ i ≤ d − 1. §Æt r := r(M). Khi ®ã r(qM) ≤ r + 1. Sö dông

§Þnh lý 4.2.3 ta nhËn ®−îc

e0(Fq(M)) ≤ |e0(M)|+ |e1(M)|+ |e1(qM)|
≤ D +D(D + r − 1) +D(D + r) = 2D(D + r),

trong ®ã D = D(I,M). Víi 1 ≤ i ≤ d− 1 ta còng cã

|ei(Fq(M))| ≤ |ei(M)|+ |ei+1(M)|+ |ei+1(qM)|
≤ (D + r + 1)3i!−i+1 + (D + r + 1)3(i+1)!−i + (D + r + 2)3(i+1)!−i

≤ 2(D + r + 2)3(i+1)!−i.
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4.3 ChØ sè chÝnh quy Castelnuovo-Mumford cña nãn
ph©n thí

KÕt qu¶ chÝnh cña môc nµy chóng t«i ®−a ra chÆn trªn chØ sè chÝnh quy

Castelnuovo-Mumford cña nãn ph©n thí theo D(I,M). Ph−¬ng ph¸p chøng

minh cña Rossi-Trung-Valla [37] cho m«®un ph©n bËc liªn kÕt kh«ng ¸p

dông ®−îc cho nãn ph©n thí. Bëi v×, ®èi víi nãn ph©n thí ta kh«ng thÓ

quy ®−îc vÒ tr−êng hîp depth(M) > 0 vµ trong qu¸ tr×nh chøng minh ta

còng kh«ng thÓ thay thÕ reg(Fq(M)) bëi reg1(Fq(M)) ®−îc. §Ó gi¶i quyÕt

®−îc vÊn ®Ò khã kh¨n nµy chóng t«i cÇn −íc l−îng ®¹i l−îng sau:

Bæ ®Ò 4.3.1. Cho M lµ A-m«®un h÷u h¹n sinh víi dim(M) = d ≥ 1,

M = {Mn}n≥0 lµ mét I-läc tèt cña M vµ D(I,M) lµ mét bËc më réng tïy

ý cña M øng víi I . Gi¶ sö I ⊆ q vµ Mn+1 ⊆ qMn víi mäi n ≥ 0. Khi ®ã

(i) a0(Fq(M)) ≤ D(I,M) + r(M) nÕu d = 1,

(ii) a0(Fq(M)) ≤ (D(I,M) + r(M) + 2)3(d−1)!−1 − d nÕu d ≥ 2.

Chøng minh. Do Mn+1 ⊆ qMn víi mäi n ≥ 0 nªn sö dông [36, Proposition

5.1] ta cã d·y khíp cña c¸c G-m«®un ph©n bËc nh− sau:

0→ Fq(M)→ G(qM)→ N(−1)→ 0,

trong ®ã N = ⊕n≥0qMn/Mn+1. Suy ra H0
G+

(Fq(M)) ⊆ H0
G+

(G(qM)). V×

vËy

a0(Fq(M)) ≤ a0(G(qM)) ≤ reg(G(qM)).

Chó ý r»ng r(qM) ≤ r(M) + 1. Tõ ®ã suy ra bæ ®Ò tõ §Þnh lý 2.1.4.

Sau ®©y lµ kÕt qu¶ chÝnh cña môc nµy.

§Þnh lý 4.3.2. Cho M lµ A-m«®un h÷u h¹n sinh víi dim(M) = d ≥ 1,

M = {Mn}n≥0 lµ I-läc tèt cña M vµ D(I,M) lµ mét bËc më réng tïy ý

cña M øng víi I . Gi¶ sö I ⊆ q vµ Mn+1 ⊆ qMn víi mäi n ≥ 0. Khi ®ã

(i) reg(Fq(M)) ≤ 2D(I,M)(D(I,M) + r(M)) + r(M)− 1 nÕu d = 1;
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(ii) reg(Fq(M)) ≤ (D(I,M) + r(M) + 2)2 +D(I,M)2 − 3 nÕu d = 2;

(iii) reg(Fq(M)) ≤ (D(I,M) + r(M) + 2)3(d−1)!−1 − d nÕu d ≥ 3.

Chøng minh. Chøng minh quy n¹p theo d. §Æt D := D(I,M) vµ r :=

r(M). NÕu d = 1. Theo Bæ ®Ò 1.3.1 vµ MÖnh ®Ò 4.2.4 (i) ta cã

a1(Fq(M)) + 1 ≤ e0(Fq(M)) + r − 1 ≤ 2D(D + r) + r − 1.

¸p dông Bæ ®Ò 4.3.1 ta nhËn ®−îc

reg(Fq(M)) = max{a0(Fq(M)); a1(Fq(M)) + 1}
≤ max{D + r; 2D(D + r) + r − 1} = 2D(D + r) + r − 1.

NÕu d ≥ 2. Chó ý r»ng G(M) vµ Fq(M) lµ hai m«®un trªn G. Khi ®ã, tån

t¹i phÇn tö x ∈ I \mI sao cho x∗ ∈ G lµ phÇn tö läc chÝnh quy trªn G(M)

còng lµ phÇn tö läc chÝnh quy trªn Fq(M) (xem [24, Proposition 2.2]). Ta

cã

Fq(M)/x∗Fq(M) ∼=
M

qM
⊕ (⊕n≥0

Mn

qMn + xMn−1
),

vµ

Fq(M/xM) = ⊕n≥0
Mn

qMn + xM ∩Mn
.

Tån t¹i mét d·y khíp cña c¸c G-m«®un:

0→ K → Fq(M)/x∗Fq(M)→ Fq(M/xM)→ 0,

trong ®ã

K = ⊕n≥1
qMn + xM ∩Mn

qMn + xMn−1
.

¸p dông Bæ ®Ò 1.4.14 (ii) ta nhËn ®−îc

xM ∩Mn = xMn−1 víi mäi n > reg(G(M)).

V× vËy K lµ m«®un cã ®é dµi h÷u h¹n vµ reg(K) ≤ reg(G(M)). Tõ d·y

khíp trªn suy ra

reg(Fq(M)/x∗Fq(M)) = max{reg(K); reg(Fq(M/xM))}
≤ max{reg(G(M)); reg(Fq(M/xM))}.
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Sö dông Bæ ®Ò 1.2.4 ta cã

reg(Fq(M)) = max{a0(Fq(M)), reg(Fq(M)/x∗Fq(M))}.

Suy ra

reg(Fq(M)) ≤ max{a0(Fq(M)); reg(G(M)); reg(Fq(M/xM))}. (4.7)

Chó ý r»ng 0 ≤ r(M/xM) ≤ r vµ D(I,M/xM) ≤ D (theo §Þnh nghÜa

2.1.2 (ii)). Sö dông §Þnh lý 2.1.4, bÊt ®¼ng thøc (4.7) vµ Bæ ®Ò 4.3.1 ta

nhËn ®−îc

reg(Fq(M)) ≤ max{(D + r + 2)2 − 2; (D + r + 1)2 − 1;

2D(D + r) + r − 1}
< (D + r + 2)2 +D2 − 3

nÕu d = 2,

reg(Fq(M)) ≤ max{(D + r + 2)5 − 3; (D + r + 1)5 − 3;

(D + r + 2)2 +D2 − 3}
= (D + r + 2)5 − 3

nÕu d = 3 vµ

reg(Fq(M)) ≤ max{(D + r + 2)3(d−1)!−1 − d; (D + r + 1)3(d−1)!−1 − d;

(D + r + 2)3(d−2)!−1 − d+ 1}
= (D + r + 2)3(d−1)!−1 − d

víi mäi d ≥ 4.

Nh− lµ mét hÖ qu¶ trùc tiÕp tõ ®Þnh lý trªn, ta nhËn ®−îc chÆn trªn cho

chØ sè chÝnh quy Castelnuovo-Mumford cña nãn ph©n thí cæ ®iÓn cña i®ªan

m-nguyªn s¬.

HÖ qu¶ 4.3.3. Cho I lµ mét i®ªan m-nguyªn s¬ cña vµnh ®Þa ph−¬ng A víi

chiÒu d vµ D(I, A) lµ mét bËc më réng tïy ý cña A øng víi I . Khi ®ã
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(i) reg(Fm(I)) ≤ 2D(I, A)2 − 1 nÕu d = 1;

(ii) reg(Fm(I)) ≤ 2D(I, A)2 + 4D(I, A) + 1 nÕu d = 2;

(iii) reg(Fm(I)) ≤ (D(I, A) + 2)3(d−1)!−1 − d nÕu d ≥ 3.

NhËn xÐt 4.3.4. Trong tr−êng hîp nãn ph©n thí cæ ®iÓn, Cortadellas-

Zarzuela trong [9, section 2] ®· tÝnh chØ sè chÝnh quy Castelnuovo-Mumford

cña nãn ph©n thí qua ®¹i l−îng lµ sè mò rót gän cña i®ªan I trong tr−êng

hîp dim(Fm(I)) = 1 vµ I chøa mét phÇn tö chÝnh quy. Sau ®ã, mét kÕt qu¶

gÇn ®©y cña Jayanthan-Nanduri [23, Theorem 2.2], ®· ®−a ra mét chÆn cho

reg(Fm(I)) theo reg(GI(A)) vµ tõ kÕt qu¶ cña [37], [26] vµ §Þnh lý 2.1.4

ta suy ra ®−îc mét chÆn trªn cho reg(Fm(I)) theo bËc më réng D(I, A).

Tuy nhiªn kÕt qu¶ cña hä còng chØ xÐt trong tr−êng hîp dim(Fm(I)) = 1.

Do vËy, kÕt qu¶ cña §Þnh lý 4.3.2 vµ HÖ qu¶ 4.3.3 lµ tæng qu¸t h¬n vµ ®−îc

gi¶i quyÕt trän vÑn trong tr−êng hîp chiÒu tuú ý d ≥ 1 víi I lµ m-nguyªn

s¬.

Trong tr−êng hîp ph©n bËc, ta cã thÓ ¸p dông ph−¬ng ph¸p trong Ch−¬ng

2, Môc 2.2 ®Ó chÆn trªn chØ sè chÝnh quy Castelnuovo-Mumford cña Fq(M).

Ta thu ®−îc kÕt qu¶ sau:

MÖnh ®Ò 4.3.5. Gi¶ sö A lµ ¶nh ®ång cÊu cña ®¹i sè Gorenstein ph©n bËc,

M lµ A-m«®un ph©n bËc h÷u h¹n sinh víi dim(M) = d ≥ 1, I ⊆ q lµ

i®ªan m-nguyªn s¬ ph©n bËc cña A, vµ M = {Mn}n≥0 lµ mét I-läc tèt cña

c¸c m«®un con ph©n bËc cña M sao cho Mn+1 ⊆ qMn víi mäi n ≥ 0.

Khi ®ã

(i) reg(Fq(M)) ≤ 2`(A/I) hdeg(I,M)(`(A/I) hdeg(I,M) + r(M)) +

r(M)− 1 nÕu d = 1;

(ii) reg(Fq(M)) ≤ (`(A/I)2 hdeg(I,M)+r(M)+2)2+`(A/I)4 hdeg(I,M)2−
3 nÕu d = 2;

(iii) reg(Fq(M)) ≤ (`(A/I)d hdeg(I,M)+r(M)+2)3(d−1)!−1−d nÕu d ≥ 3.
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Ch−¬ng 5

Sù phô thuéc cña c¸c hÖ sè Hilbert

Môc ®Ých chÝnh cña ch−¬ng nµy lµ ®−a ra mèi liªn hÖ gi÷a c¸c hÖ sè

Hilbert cña m«®un läc.

5.1 ChÆn trªn ®é dµi cña m«®un ®èi ®ång ®iÒu ®Þa
ph−¬ng

§Ó kÕt qu¶ trong phÇn sau gän gµng chóng t«i ®¸nh gi¸ l¹i chÆn trªn

trong §Þnh lý 3.1.7 nh− sau:

Bæ ®Ò 5.1.1. Gi¶ sö M lµ A-m«®un h÷u h¹n sinh víi dimM = d ≥ 1 vµ

M = {Mn}n≥0 lµ I-läc tèt cña M . §Æt

ξ(M) := max{e0(M), |e1(M)|, ..., |ed(M)|}.

Khi ®ã

reg(G(M)) < [ξ(M) + r(M) + 2](d+1)!.

Chøng minh. §Ó cho gän ta ®Æt ξ := ξ(M) vµ r := r(M). Sö dông §Þnh lý

3.1.7 ta nhËn ®−îc

reg(G(M)) ≤ (ξ + r + 1)d! + ξ

(
(ξ + r + 1)d! + d

d

)
− 1

< (ξ + r + 2)(d+1)!.
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Tõ ®ã, ta ®i ®Õn c¸c kÕt qu¶ chÝnh cña môc nµy.

MÖnh ®Ò 5.1.2. Gi¶ söM lµ A-m«®un h÷u h¹n sinh víi dimM = d ≥ 1 vµ

M = {Mn}n≥0 lµ I-läc tèt cña M . Cho d·y c¸c phÇn tö x1, ..., xd ∈ I \mI
sao cho d·y c¸c phÇn tö khëi ®Çu x∗1, ..., x

∗
d ∈ GI(A) lµ G(M)-d·y läc chÝnh

quy vµ d ≥ 1. §Æt Mi := M/(x1, ..., xi)M vµ M(i) := M/(x1, ..., xi)M ,

trong ®ã M0 := M vµ M(0) := M . Khi ®ã víi mäi 0 ≤ i ≤ d− 1, ta cã

h0(M(i)) ≤ (i+ 1)ξ(M)(reg(G(M)) + 2)d.

Chøng minh. §Æt a := reg(G(M)) vµ ξ := ξ(M). Quy n¹p theo i. Chó ý

r»ng theo Bæ ®Ò 1.4.13 ta cã

reg(G(Mi)) ≤ reg(G(Mi)) ≤ reg(G(M)) = a.

NÕu i = 0, theo Bæ ®Ò 3.1.6 ta cã

h0(M(0)) = h0(M) ≤ PM(a) ≤ ξ
d∑
j=0

(
d+ a− j
a− j

)
= ξ

(
a+ d+ 1

d

)
≤ ξ(a+ 2)d.

NÕu 0 < i ≤ d− 1, ¸p dông Bæ ®Ò 4.2.2 ta nhËn ®−îc ej(Mi) = ej(Mi−1)

víi mäi 0 ≤ j ≤ d− i− 1 vµ

ed−i(Mi) = ed−i(Mi−1) + (−1)d−i`(0 :M(i−1)
xi).

Suy ra

|ed−i(Mi)| = |ed−i(Mi−1)|+ `(0 :M(i−1)
xi)

≤ |ed−i(Mi−1)|+ h0(M(i−1)) ≤ ξ + h0(M(i−1)).

Theo Bæ ®Ò 3.1.6 vµ gi¶ thiÕt quy n¹p ta cã

h0(M(i)) ≤ PMi
(a) ≤ ξ

∑d−i−1
j=0

(
d−i+a−j
d−i−j

)
+ |ed−i(Mi)|

= ξ
(
a+d−i+1
d−i−j

)
− ξ + |ed−i(Mi)|

≤ ξ(a+ 2)d−i − ξ + ξ + h0(M(i−1))
≤ ξ(a+ 2)d−i + iξ(a+ 2)d ≤ (i+ 1)ξ(a+ 2)d.
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§Õn ®©y chóng t«i nh¾c l¹i mét sè tÝnh chÊt vµ kh¸i niÖm cÇn thiÕt

cho chøng minh cña kÕt qu¶ tiÕp theo. M«®un M ®−îc gäi lµ A-m«®un

Cohen-Macaulay suy réng nÕu `(H i
m(M)) < ∞ víi mäi i < d. Vµnh A

®−îc gäi lµ vµnh Cohen-Macaulay suy réng nÕu A ®−îc xem lµ m«®un

Cohen-Macaulay suy réng trªn chÝnh nã (xem [48] hoÆc [44]).

Gi¶ sö x1, ..., xd lµ hÖ tham sè cña M vµ Q = (x1, ..., xd). Ta ®Æt

I(Q,M) := `(M/QM)− e(Q,M),

trong ®ã, ký hiÖu e(Q,M) lµ sè béi cña M øng víi i®ªan tham sè Q, vµ

I(M) := sup{I(Q,M)|Q lµ i®ªan tham sè cña M}.

BÊt biÕn I(M) ®−îc tÝnh nh− sau:

Bæ ®Ò 5.1.3. (Xem [48, (3.7) Satz], [44, Lemma 1.5] hoÆc [41, Appendix

Lemma 15]) Gi¶ söM lµ m«®un Cohen-Macaulay suy réng víi dimM = d.

Khi ®ã

I(M) =
d−1∑
i=0

(
d− 1

i

)
`(H i

m(M)).

MÖnh ®Ò 5.1.4. Víi kÝ hiÖu vµ gi¶ thiÕt nh− trong Bæ ®Ò 5.1.2, ®Æt B :=

`(M/(x1, x2, ..., xd)M). Khi ®ã

B ≤ (d+ 1)ξ(M)(reg(G(M)) + 2)d.

Chøng minh. Ta cã dim(M(d−1)) = 1 dÉn ®Õn M(d−1) lµ m«®un Cohen-

Macaulay suy réng. Sö dông Bæ ®Ò 5.1.3 ta thu ®−îc

B − e0(xd;M(d−1)) = `(M(d−1)/xdM(d−1))− e0(xd;M(d−1)) ≤ h0(M(d−1)).

Ta biÕt r»ng

e0(xd;M(d−1)) = e0(x1, ..., xd;M) = e0(M) = e0.

DÉn ®Õn

B ≤ e0 + h0(M(d−1)) ≤ ξ(M) + h0(M(d−1)).

¸p dông Bæ ®Ò 5.1.2 ta nhËn ®−îc h0(M(d−1)) ≤ dξ(M)(reg(G(M)) + 2)d.

Suy ra B ≤ (d+ 1)ξ(M)(reg(G(M)) + 2)d víi mäi d.
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Tr−êng hîp m«®un ph©n bËc tuú ý, Chardin-Hµ-Hoa [7] ®· chÆn trªn

®−îc ®é dµi cña c¸c m«®un ®èi ®ång ®iÒu ®Þa ph−¬ng cña m«®un E trªn

mét vµnh ®a thøc, tuy nhiªn kÕt qu¶ nµy vÉn cßn ®óng trong tr−êng hîp

vµnh ph©n bËc chuÈn trªn vµnh Artin vµ ®−îc D. T. Hµ tr×nh bµy phÐp chøng

minh nµy trong [1, §Þnh lý 4.1.3].

MÖnh ®Ò 5.1.5. ([7, Theorem 4.5] vµ [1, §Þnh lý 4.1.3]) Cho E lµ R-

m«®un ph©n bËc d−¬ng, h÷u h¹n sinh víi dim(E) = d ≥ 1. Gi¶ sö

ri = reg(E/(x1, ..., xi)E) vµ x1, ..., xd lµ mét d·y läc chÝnh quy cña E khi

®ã víi mäi i ≥ 0, ta cã

hiE(t) ≤ `(E/(x1, ..., xi)E)

(
ri − 1− t
i− 1

)(
ri + n− i
n− i

)
.

5.2 Mèi quan hÖ gi÷a c¸c hÖ sè Hilbert

Sö dông chÆn trªn chØ sè chÝnh quy Castelnuovo-Mumford theo hÖ sè

Hilbert ®−îc ®−a ra trong Bæ ®Ò 3.1.2, ngay lËp tøc chóng t«i chØ ra

(−1)i−1ei(I, A) bÞ chÆn trªn theo mét hµm chØ phô thuéc vµo e0(I, A),

..., ei−1(I, A). Cô thÓ nh− sau:

§Þnh lý 5.2.1. Gi¶ sö M lµ A-m«®un h÷u h¹n sinh víi dimM = d ≥ 1 vµ

M = {Mn}n≥0 lµ I-läc tèt cña M . Khi ®ã

(i) e1(M) ≤
(
e0(M)

2

)
.

(ii) §Æt ςi−1 := max{e0(M), |e1(M)|, ...., |ei−1(M)|} vµ r′ := max{1, r(M)}.
Víi mäi i ≥ 2, ta cã

(−1)i−1ei(M) ≤ ςi−1

(
(ςi−1 + r′)i! + i

i

)
.

Chøng minh. Ta quy n¹p theo d. NÕu d = 1. Ta cã ngay e1(M) ≤
(
e0(M)

2

)
tõ Bæ ®Ò 3.2.6.

NÕu d ≥ 2. Tr−íc hÕt ta chøng minh mÖnh ®Ò ®óng víi i ≤ d− 1. Cho

M := M/H0
m(M). Tõ c¸c ®¼ng thøc ej(M) = ej(M) víi mäi j ≤ d− 1, ta
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cã thÓ gi¶ sö depth(M) > 0. Gi¶ sö x ∈ I \mI lµ mét phÇn tö sao cho phÈn
tö khëi ®Çu x∗ lµ G(M)-läc chÝnh quy. Khi ®ã ta cã dim(M/xM) = d− 1

vµ sö dông Bæ ®Ò 4.2.2 ta nhËn ®−îc ej(M) = ej(M/xM) víi mäi j ≤ d−1.

Do ®ã, ¸p dông gi¶ thiÕt quy n¹p cho M/xM ta nhËn ®−îc (ii) víi mäi

i ≤ 2.

Cuèi cïng, cho i = d. Do G(M) ®−îc sinh bëi c¸c phÇn tö cã bËc lín

nhÊt lµ r(M) ≥ 0, sö dông Bæ ®Ò 2.1.10 vµ Bæ ®Ò 3.1.2 ta nhËn ®−îc

reg(G(M)) = reg1(G(M)) ≤ (ςd−1 + r′)d! − 1 =: α.

TiÕp theo, ¸p dông Bæ ®Ò 2.1.11 vµ Bæ ®Ò 3.1.6, ta cã

reg(G(M)) ≤ max{reg1(G(M)), r}+ `(H0
m(M))

≤ max{reg1(G(M)), r}+ PM(α)

≤ α +
∑d−1

i=0 ei(M)
(
α+d−i
d−i

)
+ (−1)ded(M)

≤ ςd−1
(
α+d+1

d

)
+ (−1)ded(M).

Sö dông reg(G(M)) ≥ 0 ta nhËn ®−îc

(−1)d−1ed(M) ≤ ςd−1

(
α + d+ 1

d

)
= ςd−1

(
(ςd−1 + r′)d! + d

d

)
.

KÕt qu¶ tiÕp theo cÇn mét kÕt qu¶ vÒ chÆn trªn tÊt c¶ c¸c hÖ sè Hilbert

cña M theo reg(G(M)). Chardin-Hµ-Hoa trong [7] ®· ®−a ra ®−îc chÆn

trªn cña c¸c hÖ sè Hilbert e0(M), |e1(M)|, ..., |ed−1(M)| nh− sau:

Bæ ®Ò 5.2.2. ([7, Theorem 4.6]) Gi¶ sö E lµ R-m«®un ph©n bËc d−¬ng,

h÷u h¹n sinh víi dim(E) = d ≥ 1 vµ x1, ..., xd lµ mét d·y läc chÝnh quy

cña E. §Æt B := `(E/(x1, ..., xd)E) vµ r := reg(E/H0
R+

(E)). Khi ®ã víi

mäi i ≥ 0, ta cã

|ei(E)| ≤ B.(r + 1)i.

Chøng minh. Chøng minh d−íi ®©y nh− trong [7, Theorem 4.6]. §Æt E :=

E/H0
R+

(E) Chøng minh quy n¹p theo d. Chó ý r»ng 0 ≤ e0(E) ≤ B. Suy

ra bµi to¸n ®óng víi d = 1. Gi¶ sö bµi to¸n ®óng víi mäi m«®un ph©n
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bËc chiÒu d − 1 ≥ 1. Cho E lµ mét m«®un chiÒu d, ®Æt E1 := E/x1E,

ei(E) := ei(E1) víi mäi i ≤ d − 2. Do |ed−1(E)| = |ed−1(E)| nªn kh«ng
mÊt tÝnh tæng qu¸t ta gi¶ sö E = E nghÜa lµ H0

R+
(E) = 0. Theo Bæ ®Ò 1.2.3

ta cã reg(E1) ≤ reg(E) vµ `(E1/x1E1) = B nªn theo gi¶ thiÕt quy n¹p ta

chØ cÇn chøng minh

|ed−1(E)| ≤ B(r + 1)d−1

Tõ c«ng thøc Grothendieck-Serre §Þnh lý 1.3.2, ta cã

(−1)d−1ed−1(E) = Cd −Dd,

trong ®ã

Cd := h1
E(−1) + h3

E(−1) + ...,

vµ

Dd := h2
E(−1) + h4

E(−1) + ...,

Sö dông Bæ ®Ò 5.1.5 ta nhËn ®−îc

Cd ≤
∑

1≤2j+1≤d

(
r

2j

)(
r + d− 2j − 1

d− 2j − 1

)
=: B.Ĉd.

Chøng minh quy n¹p theo d ta ®−îc Ĉd ≤ (r + 1)d−1. Suy ra

Cd ≤ B(r + 1)d−1.

T−¬ng tù ta cã

Dd ≤ B(r + 1)d−1.

DÉn ®Õn

|dd−1(E)| ≤ max{Cd;Dd} ≤ B(r + 1)d−1.

Bæ ®Ò ®−îc chøng minh.

Nh− v©y, ta cã thÓ chÆn hÕt ®−îc tÊt c¶ c¸c hÖ sè Hilbert cña M nh− sau:

MÖnh ®Ò 5.2.3. Gi¶ sö M lµ A-m«®un h÷u h¹n sinh víi dimM = d ≥ 1

vµ M = {Mn}n≥0 lµ I-läc tèt cña M . Cho l1, . . . , ld ∈ I sao cho c¸c d¹ng
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khëi ®Çu l∗1, . . . , l
∗
d trong GI(A) lµ mét d·y läc chÝnh quy trªn G(M). §Æt

B := `(M/(l1, ..., ld)M). Khi ®ã

(a) Víi mäi 1 ≤ i ≤ d− 1, |ei(M)| ≤ B(reg1(G(M)) + 1)i,

(b) |ed(M)| ≤ B(d+ 1)(reg(G(M)) + 1)d.

Chøng minh. BÊt ®¼ng thøc (a) ®−îc suy ra tõ Bæ ®Ò 5.2.2 víi chó ý r»ng

reg(G(M)) = reg1(G(M)) vµ G(M) cã bËc sinh kh«ng ©m.

(b) §Æt a := reg(G(M)) vµ ei := ei(M). Theo Bæ ®Ò 1.4.9 ta cã

HM(a) = PM(a). ¸p dông Bæ ®Ò 2.1.8 ta nhËn ®−îc

HM(a) = `(M/Ma+1) ≤ `(M/Ia+1M) ≤ B

(
a+ d

d

)
.

Chó ý r»ng
(
a+j
j

)
≤ (a+ 1)j. Theo (a) ta nhËn ®−îc

|ed| ≤ HM(a) +
∑d−1

i=0 |ei|
(
a+d−i
d−i

)
≤ B

(
a+d
d

)
+B

∑d−1
i=0

(
a+d−i
d−i

)
(a+ 1)i

≤ B(a+ 1)d +B
∑d−1

i=0 (a+ 1)d−i(a+ 1)i

= B(d+ 1)(a+ 1)d.

Trong phÇn cßn l¹i cña môc nµy ta lu«n sö dông kÝ hiÖu sau:

ξt(M) := max{e0(M), |e1(M)|, ..., |ed−t(M)|},

trong ®ã 0 ≤ t ≤ d. V× vËy ξ0(M) = ξ(M). Trong Bæ ®Ò 5.1.1, reg(G(M))

®−îc chÆn bëi ξ(M) vµ r(M). B©y giê chóng ta chØ ra r»ng thùc sù ξt(M)

(t = depth(M)) vµ r(M) chÆn ®−îc reg(G(M)).

§Þnh lý 5.2.4. Cho M lµ mét I-läc tèt cña M víi dim(M) = d ≥ 1. Gi¶

sö r»ng depth(M) = t. Khi ®ã

reg(G(M)) ≤ [2(d+ 1)ξt(M)]3d![ξt(M) + r(M) + 4]3d!(d+1−t)!.

Chøng minh. Cho d·y c¸c phÇn tö x1, ..., xd ∈ I \mI sao cho d·y c¸c phÇn
tö khëi ®Çu x∗1, ..., x

∗
d ∈ GI(A) lµ G(M)-d·y läc chÝnh quy vµ d ≥ 1. §Æt
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M(i) := M/(x1, ..., xi)M vµ Mi := M/(x1, ..., xi)M . §Ó cho gän ta viÕt

ξt := ξt(M) vµ r := r(M).

NÕu depth(M) = d th× M lµ m«®un Cohen-Macaulay. Theo kÝ hiÖu cña

§Þnh lý 2.3.1 ta cã B(I,M) = e0(I,M) = ξd(M) vµ µ(I,M) = 0. Suy ra

reg(G(M)) ≤

{
ξd + r nÕu d = 1,

(ξd + r + 1)3(d−1)!−1 − d nÕu d ≥ 2;

trong ®ã, 0! = 1.

Gi¶ sö r»ng depth(M) = t < d. §Æt ai := reg(G(Mi)). Sö dông Bæ ®Ò

4.2.2 ta nhËn ®−îc ei(Mt) = ei(M) víi mäi i ≤ t. Suy ra ξ(Mt) = ξt. ¸p

dông Bæ ®Ò 5.1.2 cho M(t) ta ®¹t ®−îc

µ(I,M(t)) ≤ (d− t)ξt(at + 2)d−t.

Theo MÖnh ®Ò 5.1.4 ta cã

B(I,M(t)) ≤ (d− t+ 1)ξt(at + 2)d−t ≤ (d+ 1)ξt(at + 2)d−t. (5.1)

Do vËy, theo §Þnh lý 2.3.1 ta cã

reg(G(M)) ≤ [B(I,M) + µ(I,M) + r(M) + 1]3(d−1)!−1 − d
< [B(I,M) + µ(I,M) + r + 1]3(d−1)!

≤ [(2d+ 1)ξt(at + 2)d + r + 1]3(d−1)!.

Sö dông Bæ ®Ò 5.1.1 ta nhËn ®−îc

at ≤ [ξt(Mt) + r(Mt) + 2](d−t+1)!. (5.2)

Bëi vËy

reg(G(M)) ≤ [(2d+ 2)ξt((ξt + r + 2)(d−t+1)! + 2)d]3(d−1)!

≤ [2(d+ 1)ξt((ξt + r + 4)(d−t+1)!)d]3(d−1)!

≤ [2(d+ 1)ξt((ξt + r + 4)(d−t+1)!)d]3d!

≤ [2(d+ 1)ξt(ξt + r + 4)]3d!(d−t+1)!. (5.3)
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§Þnh lý 5.2.5. Cho M lµ mét I-läc tèt cña M . Gi¶ sö r»ng dim(M) =

d ≥ 1 vµ depth(M) = t ≥ 1. Khi ®ã |ed(M)|, |ed−1(M)|, ..., |ed−t+1(M)|
®−îc chÆn bëi mét hµm chØ phô thuéc vµo e0(M), |e1(M)|, ..., |ed−t(M)| vµ
r(M). Cô thÓ lµ

|ej(M)| < [2(j + 1)ξt(M)]3j!+2[ξt(M) + r(M) + 4)]4j!(j+1−t)!.

Chøng minh. §Çu tiªn ta chøng minh cho i = d. Cho d·y c¸c phÇn tö

x1, ..., xd ∈ I \mI sao cho d·y c¸c phÇn tö khëi ®Çu x∗1, ..., x
∗
d ∈ GI(A) lµ

G(M)-d·y läc chÝnh quy. Khi ®ã ¸p dông (5.1) vµ (5.2) ta nhËn ®−îc

B := B(I,M(t)) ≤ (d+ 1)ξt[(ξ + r + 2)(d−t+1)! + 2]d

≤ (d+ 1)ξt(ξ + r + 4)d(d−t+1)!.

Tõ MÖnh ®Ò 5.2.3 vµ theo §Þnh lý 5.2.5 ta cã

|ed(M)| ≤ B(d+ 1)(reg(G(M)) + 1)d

≤ (d+ 1)2ξt(ξt + r + 4)d(d−t+1)![2(d+ 1)ξ]3d!(ξt + r + 4)3d!(d−t+1)!

< [2(d+ 1)ξt]
3d!+2(ξt + r + 4)4d!(d−t+1)!. (5.4)

B©y giê cho d−t+1 ≤ j ≤ d−1. Tõ depth(M) = t, theo Bæ ®Ò 4.2.2 ta nhËn

®−îc ej(M) = ej(Md−j). Chó ý r»ng dim(M(d−j)) = j, depth(M(d−j)) =

t+ j − d ≥ 1 vµ r(Mj) ≤ r(M). Tõ ®ã ta cã

ξt+j−d(Md−j) = ξt(M) = ξt.

¸p dông (5.4) cho Md−j ta nhËn ®−îc

|ej(M)| = |ej(Md−j)| ≤ [2(j + 1)ξt]
3j!+2(ξt + r + 4)4j!(j+1−t)!.

NÕu läc M = {InM}n≥0 th× r(M) = 0. Trong tr−êng hîp M lµ m«®un

Cohen-Macaulay, nh− mét hÖ qu¶ tøc th× cña §Þnh lý 5.2.5 lµ mét më réng

kÕt qu¶ cña V. Trivedi trong [42].
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HÖ qu¶ 5.2.6. Gi¶ sö dim(M) = d ≥ 1 vµ depth(M) = t ≥ 1. Khi ®ã víi

mäi d− t+ 1 ≤ j ≤ d, ta cã

|ej(I,M)| ≤ [2(j + 1)ξt]
3j!+2(ξt + 4)4j!(j+1−t)!,

trong ®ã

ξt := max{e0(I,M), |e1(I,M)|, ..., |ed−t(I,M)|}.

Hay nãi c¸ch kh¸c, |ej(I,M)| víi d − t + 1 ≤ j ≤ d ®−îc chÆn theo c¸c

®¹i l−îng e0(I,M), e1(I,M), ..., ed−t(I,M).

TiÕp theo chóng t«i ®−a ra mét kÕt qu¶ vÒ sù h÷u h¹n cña hµm Hilbert-

Samuel.

§Þnh lý 5.2.7. Cho d ≥ t ≥ 0, e0, ..., ed−t lµ c¸c sè nguyªn. Khi ®ã chØ

tån t¹i mét sè h÷u h¹n (nÕu cã) c¸c hµm Hilbert-Samuel t−¬ng øng víi

m«®un M víi chiÒu d vµ i®ªan I lµ m-nguyªn s¬ sao cho depth(M) = t

vµ ej(I,M) = ej víi mäi 0 ≤ j ≤ d− t.

Chøng minh. Theo HÖ qu¶ 5.2.6 chØ tån t¹i h÷u h¹n c¸c ®a thøc Hilbert-

Samuel PI,M(n) sao cho ej(I,M) = ej víi mäi 0 ≤ j ≤ d − t. Sö dông
Bæ ®Ò 1.4.9 ta cã HI,M(n) = PI,M(n) víi n ≥ reg(GI(M)) := a. Theo

§Þnh lý 5.2.4 a ®−îc chÆn bëi c¸c ®¹i l−îng e0, e1, ..., ed−t vµ d. Ngoµi ra

ta cã HI,M(n) = 0 víi n < 0, HI,M(n) lµ mét hµm t¨ng dÇn víi n ≥ 0 vµ

PI,N ≤ PI,M víi mäi n ≤ a. Tõ nh÷ng ®iÒu nµy ta thÊy r»ng sè c¸c hµm

nµy ®−îc chÆn theo c¸c ®¹i l−îng e0, e1, ..., ed−t vµ d.

Cuèi cïng chóng t«i nh¾c l¹i mét vÝ dô cña V. Srinivas vµ V. Trivedi.

VÝ dô 5.2.8. ([39, Section 4]) Cho R = k[[T1, ..., T6]] víi k lµ mét tr−êng vµ

mäi n ≥ 1, ®Æt

pn := (T1T4−T2T3, T
3
2 −T 2

1T3, T
3
3 −T2T

2
4 , T1T

2
3 −T 2

2T4, T1−T n5 , T4−T n6 ).

Khi ®ã, trong [39, Section 4] ®· chøng minh ®−îc r»ng

R/pn ∼=
k[[T2, T3, u, v]]

(unvn − T2T3, T 3
2 − u2nT3, T 3

3 − T2v2n, unT 2
3 − T 2

2 vn)
,
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víi dim(R/pn) = 2 vµ depth(R/pn) = 1 víi mäi n ≥ 1 vµ ®a thøc Hilbert

cña R/pn lµ

pR/pn
(t) = 2t2 + (n− 2)t− (1/2)(n2 + 3n− 2)

= 4

(
t+ 2

2

)
− (8− n)

(
t+ 1

1

)
− n2 + 5n− 10

2
.

Do ®ã, e0(R/pn) = 4 vµ e1(R/pn) = 8− n víi mäi n ≥ 1.

NhËn xÐt 5.2.9. Tõ VÝ dô 5.2.8 ta thÊy r»ng chóng ta kh«ng thÓ gi¶m bít

®−îc sè c¸c hÖ sè Hilbert "®éc lËp" trong §Þnh lý 5.2.5.
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KÕt luËn
Tãm l¹i, trong luËn ¸n nµy chóng t«i ®· thu ®−îc nh÷ng kÕt qu¶ sau ®©y:

- ThiÕt lËp ®−îc ba lo¹i chÆn trªn cho chØ sè chÝnh quy Castelnuovo-

Mumford cña m«®un ph©n bËc liªn kÕt cña mét läc m«®un tuú ý: theo

bËc më réng; theo ®é dµi cña m«®un ®èi ®ång ®iÒu ®Þa ph−¬ng vµ

theo hÖ sè Hilbert. Trong tr−êng hîp m«®un M ph©n bËc, ®−a ra ®−îc

mét chÆn trªn cho chØ sè chÝnh quy Castelnuovo-Mumford cña m«®un

ph©n bËc liªn kÕt theo reg(M). Trong tr−êng hîp chiÒu mét, thiÕt lËp

®−îc chÆn trªn chÆt theo hÖ sè Hilbert vµ ®Æc tr−ng ®−îc khi nµo ®¼ng

thøc x¶y ra.

- ThiÕt lËp ®−îc mét chÆn trªn cho chØ sè chÝnh quy Castelnuovo-

Mumford cña nãn ph©n thí cña mét läc m«®un tuú ý theo bËc më

réng.

- T×m ra ®−îc mèi liªn hÖ gi÷a c¸c hÖ sè Hilbert lµ: c¸c sè |ed−t+1(I,M)|,
..., |ed(I,M)| bÞ chÆn bëi mét hµm chØ phô thuéc vµo e0(I,M),

e1(I,M), ..., ed−t(I,M), trong ®ã t = depth(M) vµ chØ ra r»ng tån

t¹i mét sè h÷u h¹n c¸c hµm Hilbert-Samuel (nÕu cã) cña m«®un nÕu

cho tr−íc chiÒu d, ®é s©u 0 ≤ t ≤ d vµ d− t hÖ sè Hilbert e0, ..., ed−t.
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