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LỜI NÓI ĐẦU 

Tiếp theo chương trình toán học đại cương bao gồm giải tích 1, 2 và toán đại số. Sinh viên 
chuyên ngành điện tử-viễn thông còn cần trang bị thêm công cụ toán xác suất thống kê và toán kỹ 
thuật. 

Để đáp ứng nhu cầu học tập của sinh viên chuyên ngành điện tử viễn thông của Học viện, 
chúng tôi đã biên soạn tập bài giảng Toán kỹ thuật từ năm 2000 theo đề cương chi tiết môn học 
của Học viện. Qua quá trình giảng dạy chúng tôi thấy rằng cần hiệu chỉnh và bổ sung thêm để 
cung cấp cho sinh viên những công cụ toán học tốt hơn. Trong lần tái bản lần thứ hai tập bài giảng 
được nâng lên thành giáo trình, nội dung bám sát hơn nữa những đặc thù của chuyên ngành viễn 
thông. Chẳng hạn trong nội dung của phép biến đổi Fourier chúng tôi sử dụng miền tần số f  thay 
cho miền ω . Dựa vào tính duy nhất của khai triển Laurent chúng tôi giới thiệu phép biến đổi Z  
để biểu diễn các tín hiệu rời rạc bằng các hàm giải tích. Tuy nhiên do đặc thù của phương thức 
đào tạo từ xa nên chúng tôi biên soạn lại cho phù hợp với loại hình đào tạo này. 

  Tập giáo trình bao gồm 7 chương. Mỗi chương chứa đựng các nội dung thiết yếu và được 
coi là các công cụ toán học đắc lực, hiệu quả cho sinh viên, cho kỹ sư đi sâu vào lĩnh vực viễn 
thông. Nội dung giáo trình đáp ứng đầy đủ những yêu cầu của đề cương chi tiết môn học đã được 
Học viện duyệt. Trong từng chương chúng tôi cố gắng trình bày một cách tổng quan để đi đến các 
khái niệm và các kết quả. Chỉ chứng minh các định lý đòi hỏi những công cụ vừa phải không quá 
sâu xa hoặc chứng minh các định lý mà trong quá trình chứng minh giúp người đọc hiểu sâu hơn 
bản chất của định lý và giúp người đọc dễ dàng hơn khi vận dụng định lý. Các định lý khó chứng 
minh sẽ được chỉ dẫn đến các tài liệu tham khảo khác. Sau mỗi kết quả đều có ví dụ minh hoạ. 
Cuối cùng từng phần thường có những nhận xét bình luận về việc mở rộng kết quả hoặc khả năng 
ứng dụng chúng. Tuy nhiên chúng tôi không đi quá sâu vào các ví dụ minh hoạ mang tính chuyên 
sâu về viễn thông vì sự hạn chế của chúng tôi về lãnh vực này và cũng vì vượt ra khỏi mục đích 
của cuốn tài liệu. 

Thứ tự của từng Ví dụ, Định lý, Định nghĩa, được đánh số theo từng loại và chương. Chẳng 
hạn Ví dụ 3.2, Định nghĩa 3.1 là ví dụ thứ hai và định nghĩa đầu tiên của chương 3… Nếu cần 
tham khảo đến ví dụ, định lý, định nghĩa hay công thức nào đó thì chúng tôi chỉ rõ số thứ tự của ví 
dụ, định lý, định nghĩa tương ứng. Các công thức được đánh số thứ tự theo từng chương. 

Hệ thống câu hỏi ôn tập và bài tập của từng chương có hai loại. Loại trắc nghiệm đúng sai 
nhằm kiểm tra trực tiếp mức độ hiểu bài của học viên còn loại bài tập tổng hợp giúp học viên vận 
dụng kiến thức một cách sâu sắc hơn. 

Vì nhận thức của chúng tôi về chuyên ngành Điện tử Viễn thông còn hạn chế nên không tránh 
khỏi nhiều thiếu sót trong việc biên soạn tài liệu này, cũng như chưa đưa ra hết các công cụ toán học 
cần thiết cần trang bị cho các cán bộ nghiên cứu về chuyên ngành điện tử viễn thông. Chúng tôi rất 
mong sự đóng góp của các nhà chuyên môn để chúng tôi hoàn thiện tốt hơn tập tài liệu này.  

Tác giả xin bày tỏ lời cám ơn tới PGS.TS. Lê Trọng Vinh, TS Tô Văn Ban, đã đọc bản thảo 
và cho những ý kiến phản biện quý giá và đặc biệt tới KS Nguyễn Chí Thành người đã giúp tôi 
biên tập hoàn chỉnh cuốn tài liệu. 
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Cuối cùng, tác giả xin bày tỏ sự cám ơn đối với Ban Giám đốc Học viện Công nghệ Bưu 
Chính Viễn Thông, Trung tâm Đào tạo Bưu Chính Viễn Thông 1 và bạn bè đồng nghiệp đã 
khuyến khích, động viên, tạo nhiều điều kiện thuận lợi để chúng tôi hoàn thành tập tài liệu này.  

 

         Hà Nội 5/2006 

            Tác giả 
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CHƯƠNG I: HÀM BIẾN SỐ PHỨC 

PHẦN GIỚI THIỆU 

Giải tích phức là một bộ phận của toán học hiện đại có nhiều ứng dụng trong kỹ thuật. 
Nhiều hiện tượng vật lý và tự nhiên đòi hỏi phải sử dụng số phức mới mô tả được. Trong chương 
này chúng ta tìm hiểu những vấn đề cơ bản của giải tích phức: Lân cận, giới hạn, hàm phức liên 
tục, giải tích, tích phân phức, chuỗi số phức, chuỗi lũy thừa, chuỗi Laurent… Để nghiên cứu các 
vấn đề này chúng ta thường liên hệ với những kết quả ta đã đạt được đối với hàm biến thực. Mỗi 
hàm biến phức ( ) ( ) ( , ) ( , )w f z f x iy u x y iv x y= = + = +  tương ứng với hai hàm thực hai biến 

( , )u x y , ( , )v x y . Hàm phức ( )f z  liên tục khi và chỉ khi ( , )u x y , ( , )v x y  liên tục. ( )f z  khả vi 
khi và chỉ khi ( , )u x y , ( , )v x y  có đạo hàm riêng cấp 1 thỏa mãn điều kiện Cauchy-Riemann. Tích 
phân phức tương ứng với hai tích phân đường loại 2 …Mỗi chuỗi số phức tương ứng với hai 
chuỗi số thực có số hạng tổng quát là phần thực và phần ảo của số hạng tổng quát của chuỗi số 
phức đã cho. Sự hội tụ hay phân kỳ được xác định bởi sự hội tụ hay phân kỳ của hai chuỗi số thực 
này. 

 Từ những tính chất đặc thù của hàm biến phức chúng ta có các công thức tích phân 
Cauchy. Đó là công thức liên hệ giữa giá trị của hàm phức tại một điểm với tích phân dọc theo 
đường cong kín bao quanh điểm này. Trên cơ sở công thức tích phân Cauchy ta có thể chứng 
minh được các kết quả: Mọi hàm phức giải tích thì có đạo hàm mọi cấp, có thể khai triển hàm 
phức giải tích thành chuỗi Taylor, hàm giải tích trong hình vành khăn được khai triển thành chuỗi 
Laurent.  

Bằng cách tính thặng dự của hàm số tại điểm bất thường cô lập ta có thể áp dụng để tính các 
tích phân phức và tích phân thực, tính các hệ số trong khai triển Laurent và phép biến đổi Z 
ngược. 

Dựa vào tính duy nhất của khai triển Laurent ta có thể xây dựng phép biến đổi Z.Phép biến 
đổi Z cho phép biểu diễn dãy tín hiệu số rời rạc bằng hàm giải tích.  

Để học tốt chương này học viên cần xem lại các kết quả của giải tích thực. 

NỘI DUNG 

1.1. SỐ PHỨC  

1.1.1. Dạng tổng quát của số phức 

Số phức có dạng tổng quát z x iy= + , trong đó ,x y  là các số thực; 12 −=i . 

x  là phần thực của z , ký hiệu Re z . y  là phần ảo của z , ký hiệu Im z . 

Khi 0y =  thì z x=  là số thực; khi 0x =  thì z iy=  gọi là số thuần ảo. 

Số phức x iy− , ký hiệu z , được gọi là số phức liên hợp với số phức z x iy= + .  
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Hai số phức 1 1 1z x iy= +  và 2 2 2z x iy= +  bằng nhau khi và chỉ khi phần thực và phần ảo 
của chúng bằng nhau. 

1 2
1 1 1 2 2 2 1 2

1 2

, ;
x x

z x iy z x iy z z
y y
=⎧

= + = + = ⇔ ⎨ =⎩
        (1.1) 

Tập hợp tất cả các số phức ký hiệu �. 

1.1.2. Các phép toán  

Cho hai số phức 1 1 1z x iy= +  và 2 2 2z x iy= + , ta định nghĩa: 

a) Phép cộng: Số phức ( ) ( )1 2 1 2z x x i y y= + + +  được gọi là tổng của hai số phức 1z  và 

2z , ký hiệu 1 2z z z= + . 

b) Phép trừ: Ta gọi số phức z x iy− = − −  là số phức đối của z x iy= + .  

Số phức ( ) ( )1 2 1 2 1 2( )z z z x x i y y= + − = − + −  được gọi là hiệu của hai số phức 1z  và 2z , 

ký hiệu 1 2z z z= − .   

c) Phép nhân: Tích  của hai số phức 1z  và 2z  là số phức được ký hiệu và định nghĩa bởi 
biểu thức: 

          ( )( ) ( ) ( )1 2 1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 1 2z z z x iy x iy x x y y i x y y x= = + + = − + + .        (1.2) 

d) Phép chia: Nghịch đảo của số phức 0z x iy= + ≠  là số phức ký hiệu 
1
z

 hay 1z− , thỏa 

mãn điều kiện 1 1zz− = . Vậy nếu 1 ' 'z x iy− = +   thì 

  2 2 2 2
' ' 1

' , '
' ' 0

xx yy x yx y
yx xy x y x y

− =⎧ −
⇒ = =⎨ + = + +⎩

.   (1.3) 

Số phức 1 1 2 1 2 1 2 1 2
1 2 2 2 2 2

2 2 2 2

x x y y y x x yz z z i
x y x y

− + −
= = +

+ +
 được gọi là thương của hai số phức 1z  và 

2z , ký hiệu 1

2

zz
z

=  ( 2 0z ≠ ).  

Ví dụ 1.1:  Cho z x iy= + , tính 2 ,z zz . 

Giải: ( ) ( ) ( )22 2 2 2z x iy x y i xy= + = − + ,  2 2zz x y= + . 

Ví dụ 1.2: Tìm các số thực ,x y  là nghiệm của phương trình 

  ( )( ) ( )( )5 1 2 3 3 11x y i x i i i+ + − + + = − . 

Giải: Khai triển và đồng nhất phần thực, phần ảo hai vế ta được 

  
2 5 2 3 73,
4 5 6 11 5

x y
x y

x y
+ + =⎧

⇒ = − =⎨ + − = −⎩
. 
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Ví dụ 1.3: Giải hệ phương trình  
1

2 1
z iw

z w i
+ =⎧

⎨ + = +⎩
. 

Giải: Nhân i  vào phương trình thứ nhất và cộng vào phương trình thứ hai ta được 

( ) ( )( )1 2 21 2 4 32 1 2
2 5 5

i ii ii z i z
i

+ −+ +
+ = + ⇒ = = =

+
, 

( ) 1 3 31
5 5

i iw i z i − + +⎛ ⎞⇒ = − = = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

Ví dụ 1.4: Giải phương trình  2 2 5 0z z+ + = . 

Giải: ( ) ( ) ( ) ( )( )2 2 22 2 5 1 4 1 2 1 2 1 2z z z z i z i z i+ + = + + = + − = + − + + .  

Vậy phương trình có hai nghiệm 1 21 2 , 1 2z i z i= − + = − − . 

1.1.3. Biểu diễn hình học của số phức, mặt phẳng phức 

Xét mặt phẳng với hệ tọa độ trực chuẩn 
Oxy , có véc tơ đơn vị trên hai trục tương ứng là 

i  và j . Mỗi điểm M trong mặt phẳng này hoàn 
toàn được xác định bởi tọa độ ( ; )x y  của nó thỏa 

mãn  OM x i y j= + . 

Số phức z x iy= +  cũng hoàn toàn được 
xác định bởi phần thực x  và phần ảo y của nó. 
Vì vậy người ta đồng nhất mỗi điểm có tọa độ 
( ; )x y  với số phức z x iy= + , lúc đó mặt phẳng 
này được gọi là mặt phẳng phức.   

1.1.4. Dạng lượng giác của số phức  

Trong mặt phẳng với hệ tọa độ trực chuẩn 

Oxy , nếu ta chọn Ox  làm trục cực thì điểm 

( ; )M x y  có tọa độ cực ( );r ϕ  xác định bởi 

( ), ,r OM Ox OMϕ= =    

thỏa mãn  
cos
sin

x r
y r

ϕ
ϕ

=⎧
⎨ =⎩

 

Ta ký hiệu và gọi  

  2 2z r OM x y= = = +      (1.4) 

   Argz 2 ,k π kϕ= + ∈ �     (1.5) 

là mô đun và argument của số phức z x iy= + .  

xx

My  

y  

O i

j

r  ϕ  

x  x  

M  y  

y  

O  i  

j  
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Góc ϕ  của số phức 0z x iy= + ≠  được xác định theo công thức sau 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+=ϕ

=ϕ

22cos

tg

yxx/

y/x
          (1.6) 

Giá trị của Argz nằm giữa π−  và π  được gọi là argument chính, ký hiệu arg z . Vậy 

arg zπ π− < ≤ . 

Từ công thức (1.4) ta có  

( )cos sinz x iy r iϕ ϕ= + = +                (1.7) 

gọi là dạng lượng giác của số phức. 

Sử dụng khai triển Maclaurin có thể chứng minh được công thức Euler 

    cos sinie iϕ ϕ ϕ= +        (1.8) 

Do đó     cos , sin
2 2

i i i ie e e e
i

ϕ ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ

− −+ −
= = .                  (1.9) 

Từ (1.7)-(1.8) ta có thể viết số phức dưới dạng mũ   

iz z e ϕ=            (1.10) 

Các tính chất của số phức 

 1 1
1 2 1 2 1 2 1 2

2 2
; ; z zz z z z z z z z

z z
⎛ ⎞

+ = + = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 .                           (1.11) 

 Re ; Im
2 2

z z z zz z
i

+ −
= = .   z z z∈ ⇔ =� .                                     (1.12) 

 1 2 1 2
1 2

1 2 1 2arg arg Arg Arg 2
z z z z

z z
z z z z k π

⎧ ⎧= =⎪ ⎪= ⇔ ⇔⎨ ⎨
= = +⎪ ⎪⎩ ⎩

               (1.13) 

 2zz z= , 2
1

z

z
zz
z

z
== , 1 1 2

2
2 2

z z z
z z

= .                  (1.14) 

 11
1 2 1 2 1 2 1 2

2 2
, ,

zzz z z z z z z z
z z

= = + ≤ + .                (1.15) 

 ( ) 1
1 2 1 2 1 2

2
Arg Arg Arg , Arg Arg Argzz z z z z z

z
⎛ ⎞

= + = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

               (1.16) 

  iyxz +=  
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≤

≤
⇒

zy

zx
  và  yxz +≤                    (1.17) 
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Ví dụ 1.5:  a)  Tập các số phức z  thỏa mãn 2 3z − =  tương ứng với tập các điểm có khoảng 

cách đến (2;0)I  bằng 3, tập hợp này là đường tròn tâm I  bán kính 3. 

b)  Tập các số phức z  thỏa mãn 2 4z z− = +  tương ứng với tập các điểm cách đều 

(2;0)A  và ( 4;0)B −  đó là đường trung trực của đoạn AB  có phương trình 1x = − . 

1.1.5. Phép nâng lũy thừa, công thức Moivre 

Lũy thừa bậc n  của số phức z  là số phức  
n

nz zz z=
lÇn

 

Từ công thức (1.15)-(1.16) ta có công thức Moivre:  

( )cos sin , Arg 2nnz z n i n z kϕ ϕ ϕ π= + = + .       (1.18) 

Đặc biệt, khi 1z =  ta có 

( ) ( )cos sin cos sinni n i nϕ ϕ ϕ ϕ+ = +                  (1.18)' 

Ví dụ 1.6:  Tính ( )10
1 3i− + . 

Giải:  ( )
1010 102 2 20 201 3 2 cos sin 2 cos sin

3 3 3 3
i i iπ π π π⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞− + = + = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

 

          10 10 9 92 2 1 32 cos sin 2 2 32
3 3 2 2

i i iπ π ⎛ ⎞⎛ ⎞= + = − + = − +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠
. 

1.1.6. Phép khai căn 

Số phức ω  được gọi là căn bậc n  của z , ký hiệu n z=ω , nếu zn =ω . 

Nếu viết dưới dạng lượng giác: )sin(cos,)sin(cos θ+θρ=ωϕ+ϕ= iirz  thì 

 
⎪⎩

⎪
⎨

⎧

π+ϕ
=θ

=ρ
⇔

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∈π+ϕ=θ
=ρ⇔ω=

n
k

r

kkn
rz

n
n

n
2,2 �

.          (1.19) 

Vì Argument của một số phức xác định sai khác một bội số nguyên của π2  nên với mỗi số 

phức 0≠z  có đúng n  căn bậc n . Các căn bậc n  này có cùng mô đun là n r , Argument nhận 

các giá trị 
n

k
n

π
+

ϕ
=θ

2
 ứng với 1,...,1,0 −= nk , vì vậy nằm trên đỉnh của n-giác đều nội tiếp 

trong đường tròn tâm O bán kính n r . 

Ví dụ 1.7:  Giải phương trình 014 =+z  

Giải:  Nghiệm của phương trình là căn bậc 4  

của π+π=− sincos1 i   tương ứng là: 
x  

y  

0z  1z  

2z  3z  

O  
1  

i  

4
π
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2
1

4
sin

4
cos0

iiz +
=

π
+

π
= , 

2
1

01
iizz +−

== , 

 
2

1
02

izz −−
=−= ,   

2
1

03
iizz −

=−= . 

1.1.7. Các khái niệm cơ bản của giải tích phức 

1.1.7.1. Mặt cầu phức 

Trong 1.1.3 ta đã có một biểu diễn hình học của tập các số phức �  bằng cách đồng nhất 
mỗi số phức iyxz +=  với điểm M  có tọa độ );( yx  trong mặt phẳng với hệ tọa độ Oxy .  Mặt 

khác nếu ta dựng mặt cầu )(S có cực nam tiếp xúc với mặt phẳng Oxy  tại O, khi đó mỗi điểm z  
thuộc mặt phẳng Oxy  sẽ tương ứng duy nhất với điểm ω  là giao điểm của tia Pz  và mặt cầu 

)(S , P  là điểm cực bắc của )(S . 

Vậy mỗi điểm trên mặt phẳng Oxy được xác định bởi một điểm trên mặt cầu )(S ngoại trừ 
điểm cực bắc P.  

Ta gán cho điểm cực bắc này số phức vô cùng ∞ . Tập hợp số phức �  thêm số phức vô 

cùng được gọi là tập số phức mở rộng � . Như vậy toàn bộ mặt cầu )(S  là một biểu diễn hình 
học của tập số phức mở rộng. 

Quy ước:  ∞=−∞∞=∞+≠∞=∞≠∞= zzzzzz ,,)0(,)0(
0

. 

1.1.7.2. Lân cận, miền 

a. Lân cận 

Khái niệm −ε lân cận của �∈0z  được định nghĩa hoàn toàn tương tự với −ε lân cận 

trong 2� , đó là hình tròn có tâm tại điểm này và bán kính bằng ε . 

     ( ) { }ε<−∈=ε 00 zzzzB �             (1.23) 

−N lân cận �∈∞ : ( ) { } { }∞∪>∈=∞ NzzBN �     (1.23)’  

b. Điểm trong, tập mở 

Giả sử E  là một tập các điểm của mặt phẳng phức hoặc mặt cầu phức. Điểm 0z  được gọi 

là điểm trong của E  nếu tồn tại một lân cận của 0z  nằm hoàn toàn trong E . 

Tập chỉ gồm các điểm trong được gọi là tập mở. 

 

• 

• 
ω  

z  x  

O  y  

P  
)(S  
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c.   Điểm biên 

Điểm 1z , có thể thuộc hoặc không thuộc E , được gọi là điểm biên của E  nếu mọi  lân cận 

của 1z  đều có chứa các điểm thuộc E  và các điểm không thuộc E . 

Tập hợp các điểm biên của E  được gọi là biên E , ký hiệu E∂ . 

Hình tròn mở { }rzzz <−∈ 0�  và phần bù của hình tròn mở { }rzzz >−∈ 0�  là các 

tập mở có biên lần lượt là { }rzzz =−∈ 0�  và  { } { }∞∪=−∈ rzzz 0� . 

Hình tròn đóng { }rzzz ≤−∈ 0�  không phải là tập mở vì các điểm biên rzz =− 0  

không phải là điểm trong. 

d.   Tập liên thông, miền 

Tập con D  của mặt phẳng phức hay mặt cầu phức được gọi là tập liên thông nếu với bất kỳ 
2 điểm nào của D  cũng có thể nối chúng bằng một đường cong liên tục nằm hoàn toàn trong D . 

Một tập mở và liên thông được gọi là miền. 

Miền D  cùng biên D∂  của nó được gọi là miền đóng, ký hiệu DDD ∂∪= . Miền chỉ có 
một biên được gọi là miền đơn liên, trường hợp ngược lại gọi là miền đa liên.  

Ta qui ước hướng dương trên biên của miền là hướng mà khi ta đi trên biên theo hướng đó 
thì miền D  ở bên tay trái. 

Miền D  được gọi là bị chặn nếu tồn tại 0>R  sao cho DzRz ∈∀≤ , .  

1.2. HÀM BIẾN PHỨC 

1.2.1. Định nghĩa hàm biến phức  

Định nghĩa 1.1: Một hàm biến phức xác định trên tập con D  của �  hoặc �  là một quy 
luật cho tương ứng mỗi số phức Dz∈ với một hoặc nhiều số phức w , ký hiệu ( ) Dzzfw ∈= , . 

Nếu với mỗi z  chỉ cho tương ứng duy nhất một giá trị w  thì ( )zf  được gọi là hàm đơn trị. 
Trường hợp ngược lại f  được gọi là hàm đa trị. 

Hàm số ( ) 32 +== zzfw  là một hàm đơn trị, còn hàm số ( ) zzfw ==  là một hàm đa 
trị. 

Tập D  trong định nghĩa trên được gọi là tập xác định. Ta chỉ xét tập xác định D  là một 
miền, vì vậy D  được gọi là miền xác định. 

Thông thường người ta cho hàm phức bằng công thức xác định ảnh ( )zf , khi đó miền xác 

định D  là tập các số phức z  mà ( )zf  có nghĩa. 

Hàm số ( )
12 +

==
z

zzfw  có miền xác định là { }D z z i= ≠ ± . 

Ta có thể biểu diễn một hàm phức bởi hai hàm thực của hai biến ),( yx  như sau: 
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iyxz +=  và ( ) ivuzfw +==    thì 
( )
( )⎩

⎨
⎧

=
=

yxvv
yxuu

,
,

        (1.24) 

Gọi ( )yxu ,  là phần thực, ( )yxv ,  là phần ảo của hàm )(zf . 

Hàm số xyiyxiyxzw 2)3(3)(3 2222 ++−=++=+=  có  
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
+−=

xyv
yxu

2
322

. 

Trường hợp miền xác định �⊂D  thì ta có hàm phức biến số thực, ta ký hiệu ( )tfw =  có 
biến số là t  thay cho z . 

Trường hợp miền xác định D  là tập số tự nhiên ² thì ta có dãy số phức ( ) ∈= nnfzn , ², 

ta thường ký hiệu dãy số là ( ) ∈nnz ²  hay ( )∞=1nnz . 

1.2.2. Giới hạn  

Định nghĩa 1.2: Dãy số ( )∞=1nnz  hội tụ về 000 yxz += , ký hiệu 0lim zzn
n

=
∞→

, nếu 

ε<−⇒≥>∃>ε∀ 0:0,0 zzNnN n            (1.25) 

Dãy số ( )∞=1nnz  có giới hạn là ∞ , ký hiệu ∞=
∞→

n
n

zlim , nếu 

ε>⇒≥>∃>ε∀ nzNnN :0,0             (1.26) 

Từ (1.17) suy ra rằng           

 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

=

⇔+==

∞→

∞→

∞→ 0

0

000 lim

lim
lim

yy

xx
iyxzz

n
n

n
n

n
n

     (1.27) 

Định nghĩa 1.3: Ta nói hàm phức ( )zfw =  xác định trong một lân cận của 0z  có giới hạn 

là L  khi z  tiến đến 0z , ký hiệu ( ) Lzf
zz

=
→ 0

lim , nếu với mọi lân cận ( )LBε  tồn tại lân cận 

( )0zBδ  sao cho với mọi ( ) 00 , zzzBz ≠∈ δ  thì ( ) ( )LBzf ε∈ . 

Trường hợp �∈Lz ,0  định nghĩa trên được viết dưới dạng cụ thể sau: 

( ) ( ) ε<−⇒δ<−<∀>δ∃>ε∀⇔=
→

LzfzzzLzf
zz

00,:0,0lim
0

        (1.28) 

Từ (1.17), (1.24), tương tự (1.27) ta có:  

( )
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

=

⇔=

→

→

→ 0
),(),(

0
),(),(

),(lim

),(lim

lim

00

00

0
vyxv

uyxu

Lzf

yxyx

yxyx

zz
           (1.29) 

trong đó 00000 , ivuLiyxz +=+= . 
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1.2.3. Liên tục 

Định nghĩa 1.4: Hàm phức ( )zfw =  xác định trong miền chứa điểm 0z  được gọi là liên 

tục tại 0z  nếu  ( ) ( )0
0

lim zfzf
zz

=
→

. Hàm phức ( )zfw =  liên tục tại mọi điểm của miền D  được 

gọi là liên tục trong D . 

Từ (1.29) suy ra rằng một hàm phức liên tục khi và chỉ khi hai hàm thực hai biến (phần 
thực, phần ảo) xác định bởi (1.24) là liên tục. Do đó ta có thể áp dụng các tính chất liên tục của 
hàm thực hai biến cho hàm phức. 

1.2.4. Hàm khả vi, điều kiện Cauchy-Riemann       

Định nghĩa 1.5: Giả sử iyxz +=  là một điểm thuộc miền xác định D  của hàm phức đơn 

trị ( )zfw = . Nếu tồn tại giới hạn 

   
( ) ( )

z
zfzzf

z Δ
−Δ+

→Δ 0
lim                   (1.33) 

thì ta nói hàm ( )zfw =  khả vi (hay có đạo hàm) tại z , còn giới hạn đó được gọi là đạo hàm tại 

z , ký hiệu ( )zf '  hoặc ( )zw'  .   

Ví dụ 1.8: Cho 2zw = , tính ( )zw' . 

Giải:   ( ) zz
z
wzzzzzzw Δ+=
Δ
Δ

⇒Δ+Δ=−Δ+=Δ 22 222 , 

Do đó  ( ) ( ) zzz
z
wzw

zz
22limlim'

00
=Δ+=

Δ
Δ

=
→Δ→Δ

. 

Định lý 1.1: Nếu hàm phức ( ) ( ) ( )yxivyxuzfw ,, +==  khả vi tại iyxz +=  thì phần thực 

( )yxu ,  và phần ảo ( )yxv ,  có các đạo hàm riêng tại ),( yx  và thỏa mãn điều kiện Cauchy-
Riemann 

    
( ) ( )

( ) ( )
⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

∂
∂

−=
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

yx
x
vyx

y
u

yx
y
vyx

x
u

,,

,,
                    (1.34) 

Ngược lại, nếu phần thực ( )yxu , , phần ảo ( )yxv ,  khả vi tại ),( yx  và thỏa mãn điều kiện 

Cauchy-Riemann thì ( )zfw =  khả vi tại iyxz +=  và 

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )yx
y
uiyx

y
vyx

x
viyx

x
uzf ,,,,'

∂
∂

−
∂
∂

=
∂
∂

+
∂
∂

= .           (1.35) 

Ví dụ 1.8:  Hàm xyiyxzw 2222 +−==  ở Ví dụ 1.7 có 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

∂
∂

−=−=
∂
∂

∂
∂

==
∂
∂

x
vy

y
u

y
vx

x
u

2

2
 , do đó hàm khả vi 

tại mọi điểm và ( ) zyixzw 222' =+= . 
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Ví dụ 1.9: Hàm iyxzw −==  có 1,1 −=
∂
∂

=
∂
∂

y
v

x
u

 không thỏa mãn điều kiện Cauchy-Riemann, 

do đó hàm không khả vi tại bất kỳ điểm nào. 

1.2.5. Hàm giải tích 

Định nghĩa 1.6: Hàm đơn trị ( )zfw =  khả vi trong một lân cận của z  được gọi là giải 

tích tại z . Nếu ( )zf  khả vi tại mọi điểm của D thì ta nói ( )zf  giải tích trong D. ( )zf  giải tích 

trong D  nếu nó giải tích trong một miền chứa D . 

Khái niệm khả vi và đạo hàm của hàm phức được định nghĩa tương tự như trường hợp hàm 
thực. Vì vậy các tính chất và quy tắc tính đạo hàm đã biết đối với hàm thực vẫn còn đúng đối với 
hàm phức. 

          ( )( ) ( ) ' '( ) '( )f z g z f z g z± = ± . 

   ( )( ) ( ) ' '( ) ( ) ( ) '( )f z g z f z g z f z g z= + .                  (1.38) 

          
( )

'

2
( ) '( ) ( ) ( ) '( ) , ( ) 0
( ) ( )

f z f z g z f z g z g z
g z g z

⎛ ⎞ −
= ≠⎜ ⎟

⎝ ⎠
. 

          ( )( ) )(').(')( ' zuufzuf = . 

1.2.6. Các hàm phức sơ cấp cơ bản  

1.2.6.1. Hàm lũy thừa nzw = , n  nguyên dương ≥ 2. 

Hàm số xác định và giải tích với mọi z , đạo hàm 1−= nnzw . 

Nếu ( )ϕ+ϕ= sincos irz  thì ( )ϕ+ϕ= ninrw n sincos . 

Vậy ảnh của đường tròn Rz =  là đường tròn nRw = . Ảnh cúa tia π+ϕ= 2Arg kz  là 

tia π+ϕ= 2'Arg knw . Ảnh cúa hình quạt 
n
πz 2arg0 <<  là mặt phẳng w  bỏ đi trục thực dương. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

n
π2

 

x  

y  

O  

Z  

u  

v  

w  
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1.2.6.2. Hàm căn n zw =  

Hàm căn bậc n : n zw =  là hàm ngược của hàm lũy thừa bậc n .  

Mọi số phức khác 0 đều có đúng n căn bậc n, vì vậy hàm căn là một hàm đa trị. 

1.2.6.3. Hàm mũ zew =  

Mở rộng công thức Euler (1.12) ta có định nghĩa của hàm mũ 

( )yiyeeew xiyxz sincos +=== +            (1.39) 

♦ π+== 2Arg, kywew x . 

♦ Hàm mũ giải tích tại mọi điểm và ( )'z ze e=  

♦ 2121 zzzz eee += ,    21
2

1 zz
z

z
e

e
e −=  ,  ( )nz nze e=  ,  zikz ee =π+ 2 .                        (1.40) 

♦ 1,,1 20 −=== π
π

ii
eiee . 

♦ Qua phép biến hình zew = , ảnh của đường thẳng ax =  là đường tròn aew = , ảnh 

của đường thẳng by =  là tia π+= 2Arg kbw . 

Ảnh của băng π<< 20 y  là mặt phẳng w  bỏ đi nửa trục thực dương. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1.2.6.4. Hàm lôgarit  

Hàm ngược của hàm mũ được gọi là hàm lôgarit. wezzw =⇔= Ln  

( )viveeezivuzw uivuw sincosLn +===⇔+== +  

Vậy                                     
⎩
⎨
⎧

π+=

=
⇔=

2argIm
lnRe

Ln
kzw

zw
zw              (1.41) 

x  

y  

O  

ax =  

by =  

O  ae  u  

v  

b  

Z  
W  
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Điều này chứng tỏ hàm lôgarit phức là hàm đa trị. Ứng với mỗi z  có vô số giá trị của w , 
những giá trị này có phần thực bằng nhau còn phần ảo hơn kém nhau bội số nguyên của π2 . Với 
mỗi 0kk =  cố định ta được một nhánh đơn ta trị của hàm zw Ln= .  

    ( )π++= 2argln 0kzizw    

Nhánh đơn trị ứng với 0=k  được gọi là nhánh đơn trị chính và được ký hiệu zln . 

    zizz arglnln +=  

trong đó ln ở vế trái là hàm biến phức, còn ở vế phải là hàm biến thực. 

Một số tính chất của hàm lôgarit. 

 ( ) ( ) ( ) ( ) π=−⇒π+=π+−+−=− iikki 1ln122)1arg(1ln1Ln  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) znzzz
z
z

zzzz n LnLn,LnLnLn,LnLnLn 21
2

1
2121 =−=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+= . 

Các nhánh đơn trị của hàm lôgarit giải tích trên nửa mặt phẳng phức Z bỏ đi nửa trục thực 
âm )0( <x . 

1.2.6.5. Các hàm lượng giác phức  

 Mở rộng công thức (1.12) cho các đối số phức ta được các hàm lượng giác phức 

  �∈∀
−

=
+

=
−−

z
i
eezeez

iziziziz
;

2
sin,

2
cos                (1.42) 

          ( ) π≠=
π

+≠= kz
z
zzkz

z
zz ;

sin
coscotg;

2
12,

cos
sintg .  

Các hàm lượng giác phức còn giữ được nhiều tính chất của hàm lượng giác thực. 

 Hàm zz sin,cos  tuần hoàn chu kỳ π2 , hàm zz cotg,tg  tuần hoàn chu kỳ π . 

 Các hàm lượng giác phức giải tích trong miền xác định 

       ( ) ( ) ( ) ( )
z

z
z

zzzzz 2
'

2
'''

sin
1cotg,

cos
1tg,sincos,cossin −

==−== . 

 �∈∀=+ zzz ;1sincos 22  

 Các công thức cộng góc, hạ bậc, tổng thành tích, tích thành tổng vẫn còn đúng. 

Tuy nhiên có những tính chất của hàm lượng giác thực không còn đúng đối với hàm lượng 
giác phức. Chẳng hạn hàm lượng giác thực bị chặn nhưng hàm lượng giác phức không bị chặn (ta 
có thể chứng minh điều này bằng cách áp dụng định lý Louville): 

 �∈∀≤≤ xxx ,1sin,1cos  nhưng 1
2

sin,1
2

cos >
−

=>
+

=
−−

i
eenieeni

nnnn
. 
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1.2.6.6. Các hàm lượng giác hyperbolic phức  

 
z
zz

z
zzeezeez

zzzz

sh
chcoth,

ch
shth,

2
sh,

2
ch ==

−
=

+
=

−−
          (1.43) 

  Các hàm lượng giác hyperbolic phức giải tích trong miền xác định 

    ( ) ( ) ( ) ( )
z

z
z

zzzzz 2
'

2
'''

sh
1coth,

ch
1th,shch,chsh −

==== . 

  zizziizezzezz zz chcos,shsin,shch,shch ===−=+ − . 

  zzzzzzzz 2222 shch2ch,shch22sh,1shch +===− . 

1.3. PHÉP BIẾN HÌNH BẢO GIÁC 

Nhiều vấn đề trong khoa học và thực tiễn (ví dụ bài toàn nổ mìn, bài toán thiết kế cánh máy 
bay…) đưa đến bài toán: Tìm phép biến hình bảo giác biến miền D thành miền Δ  nào đó mà ta đã 
biết hoặc dễ dàng khảo sát hơn. Trong mục này ta đưa ra vài nguyên lý và phương pháp tìm phép 
biến hình trong những trường hợp đơn giản.    

1.3.1. Định nghĩa phép biến hình bảo giác 

Định nghĩa 1.7: Phép biến hình ( )zfw =  được gọi là bảo giác tại z  nếu thoả mãn hai 
điều kiện sau: 

i.  Bảo toàn góc giữa hai đường cong bất kỳ qua điểm z ( kể cả độ lớn và hướng).  

ii.  Có hệ số co dãn không đổi tại z , nghĩa là mọi đường cong đi qua điểm này đều có hệ 
số co dãn như nhau qua phép biến hình. 

Phép biến hình ( )zfw =  được gọi là bảo giác trong miền D nếu nó bảo giác tại mọi điểm 
của miền này.  

Định lý sau đây cho điều kiện đủ của phép biến hình bảo giác. 

Định lý 1.2: Nếu hàm ( )zfw =  khả vi tại z  và ( ) 0' ≠zf  thì phép biến hình thực hiện bởi 

hàm ( )zfw =  bảo giác tại điểm z , đồng thời ( )zf 'arg  là góc quay và ( )zf '  là hệ số co giãn tại 

điểm z  của phép biến hình đó. 

Từ định lý này ta suy ra rằng nếu ( )zfw =  giải tích trong D và ( ) Dzzf ∈∀≠ ,0'  thì nó là 
một phép biến hình bảo giác trong D. 

1.3.2. Phép biến hình tuyến tính 0, ≠+= abazw  

Phép biến hình này bảo giác trong toàn miền �  vì ( ) zazw ∀≠= ,0' . 

Nếu ϕ= ieaa  thì bzeaw i += ϕ . Điều này chứng tỏ phép biến hình tuyến tính là hợp của 

ba phép biến hình sau: 

  Phép vị tự tâm O tỷ số ak = , 

  Phép quay tâm O, góc quay ϕ , 
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  Phép tịnh tiến theo véc tơ b . 

Vậy phép biến hình tuyến tính là một phép biến hình đồng dạng (hợp của một phép vị tự, 
phép quay, phép tịnh tiến). Nó biến một hình bất kỳ thành một hình đồng dạng với nó. Đặc biệt 
biến một đường tròn thành một đường tròn, biến một đường thẳng thành một đường thẳng, một đa 
giác thành một đa giác đồng dạng. 

Ví dụ 1.10: Tìm phép biến hình bảo giác biến tam giác vuông cân có các đỉnh ( )iA 27 +− , 

( )iB 23+− , ( )iC 45 +−  thành tam giác vuông cân có các đỉnh ( )iA 21 , ( )01B , ( )iC +11 .  

Giải: Hai tam giác vuông cân bất kỳ đều đồng dạng với nhau nên tồn tại một phép đồng 
dạng  0, ≠+= abazw  biến ABCΔ   thành 111 CBAΔ . Phép biến hình này biến A  thành 1A , 

biến B  thành 1B , do đó ba,  thỏa mãn hệ phương trình 

  
( )
( ) iziw

ib

ia

bia
biai

2
31

2
2
31

2
230
272

−−−=⇒

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−−=

−=
⇒

⎩
⎨
⎧

++−=
++−=

. 

Thay 5 4z i= − +  ta có 
3( 5 4 ) 1 1

2 2
iw i i i= − − + − − = + . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1.3.3. Phép nghịch đảo 
z

w 1
=  

Phép biến hình 
z

w 1
=  có thể mở rộng lên mặt phẳng phức mở rộng �  bằng cách cho ảnh 

của 0=z  là ∞  và ảnh của ∞=z  là 0=w . 

Đạo hàm ( ) ∞≠∀≠
−

= ,0,01' 2 z
z

zw  nên phép biến hình bảo giác tại mọi điểm ∞≠ ,0z . 

Hai điểm A, B nằm trên một tia xuất phát từ tâm I của đường tròn ( )C  bán kính R được gọi 

là liên hợp hay đối xứng qua ( )C  nếu 2RIA.IB= . 

v  

u  

1C  

1B  

1A  i2  

i  

1 x  

y  

A  B  

C  

7−  3−  

i2  

i4  

Z  W  
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Vì zz
z

ArgArg1Arg =−=  nên z  và 
z

w 1
=  cùng nằm trên một tia xuất phát từ O. 

Ngoài ra  11. =
z

z , do đó z  và 
z

w 1
=  đối xứng nhau qua đường tròn đơn vị.  

Vậy phép biến hình nghịch đảo 
z

w 1
=  là hợp của phép đối xứng qua đường tròn đơn vị và 

phép đối xứng qua trục thực. Phép biến hình này biến:  

  Một đường tròn đi qua O thành một đường thẳng. 

  Một đường tròn không đi qua O thành một đường tròn. 

  Một đường thẳng đi qua O thành một đường thẳng qua O. 

  Một đường thẳng không đi qua O thành một đường tròn đi qua O. 

Nếu ta xem đường thẳng là một đường tròn (có bán kính vô hạn) thì phép biến hình 
z

w 1
=  

biến một đường tròn thành một đường tròn. 

Ảnh của đường tròn R=z  là đường tròn 
R
1

=w , ảnh của hình tròn R<z  là phần ngoài 

của hình tròn 
R
1

>w . Ảnh của M trên tia OB là N trên tia OB', B' là đối xứng của B qua trục 

thực và 1OM.ON = . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3.4.   Phép biến hình phân tuyến tính 0,0; ≠−≠
+
+

= bcadc
dcz
bazw  

Ta có thể mở rộng hàm phân tuyến tính 
dcz
bazw

+
+

=  lên mặt phẳng phức mở rộng �  bằng 

cách cho ảnh của 
c
dz −=  là ∞  và ảnh của ∞=z  là 

c
aw = . 

B M 
• 

B' 
• 

x  

y  

O u  

v  

O 

W  
Z  

N 
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Đạo hàm ( )
( )

∞−≠∀≠
+

−
= ,,0' 2 c

dz
dcz
bcadzw  nên phép biến hình bảo giác tại mọi điểm 

∞−≠ ,
c
dz . 

   ( )
( )

( ) dczc
adbc

c
a

dczc
adbcdcza

dczc
bcacz

dcz
bazw

+
⋅

−
+=

+
−++

=
+
+

=
+
+

=
1

. 

Do đó phép biến hình phân tuyến tính là hợp của 3 phép biến hình: 

♦ Phép biến hình tuyến tính:            dczz + , 

♦ Phép nghịch đảo:                  
dcz

dcz
+

+
1

, 

♦ Phép biến hình tuyến tính:   
c
a

dczc
adbc

dcz
+

+
⋅

−
+

11 . 

Vì các phép biến hình tuyến tính và nghịch đảo biến một đường tròn thành một đường tròn 
và bảo toàn tính đối xứng của 2 điểm đối xứng qua đường tròn, nên phép biến hình phân tuyến 
tính cũng có tính chất đó. 

Phép biến hình 0, ≠
+
+

= c
dcz
bazw  có thể viết lại  

1

11
dz
bza

c
dz

c
bz

c
a

w
+
+

=
+

+
=  hoặc  

2

2
dz
bzkw

+
+

=                      (1.44) 

vì vậy chỉ phụ thuộc 3 tham số. Do đó một hàm phân tuyến tính hoàn toàn được xác định 
khi biết ảnh 321 ,, www  của 3 điểm khác nhau bất kỳ 321 ,, zzz . Để xác định 3 tham số 

111 ,, dba  ta giải hệ phương trình sau đây. 

   
13

131
3

12

121
2

11

111
1 ,,

dz
bza

w
dz
bzaw

dz
bzaw

+
+

=
+
+

=
+
+

=            (1.45) 

Hoặc hàm phải tìm có thể xác định bởi phương trình 

   
32

12

3

1

32

12

3

1
zz
zz

zz
zz

ww
ww

ww
ww

−
−

⋅
−
−

=
−
−

⋅
−
−

            (1.46) 

Đặc biệt nếu ( ) 00 =zw  và ( ) ∞=1zw , theo (1.44) ta có 

    
1

0
zz
zz

kw
−
−

=                                 (1.47) 
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1.3.5. Các nguyên lý tổng quát của phép biến hình bảo giác 

a.  Sự tồn tại của phép biến hình 

Định lý 1.3 (Định lý Riemann): Nếu D và Δ  là hai miền đơn liên (không phải là mặt phẳng 
phức mở rộng hay mặt phẳng phức mở rộng bỏ đi một điểm) thì tồn tại phép biến hình ( )zfw =  
giải tích, bảo giác đơn trị hai chiều biến D thành Δ .  

Hơn nữa nếu cho trước Δ∈∈ 00  D, wz  và �∈θ0  thì chỉ có duy nhất ( )zfw =  thoả mãn  

( )00 zfw = , ( ) 00'Arg θ=zf . 

Định lý Riemann chỉ cho ta biết sự tồn tại của phép biến hình chứ không cho ta cách tìm cụ 
thể phép biến hình này. Trong thực hành, để tìm phép biến hình biến miền D thành miền Δ  người 
ta tìm phép biến hình biến D, Δ  về hình tròn đơn vị 1<z  hay nửa mặt phẳng trên. (Các phép 

biến hình này có thể tìm trong các sổ tay toán học). 

♦ Nếu ( )zf=ζ  biến hình đơn trị hai chiều biến D lên hình tròn 1<ζ , 

♦ Nếu ( )wg=ζ  biến hình đơn trị hai chiều biến Δ  lên hình tròn 1<ζ , 

thì ( )zfgw 1−=  biến D thành Δ .  

b.  Sự tương ứng biên 

Định lý 1.4: Cho hai miền đơn liên D và Δ  có biên là Δ∂∂ ,D . Giả sử  Δ∂∂ ,D  là đường 

trơn từng khúc, Δ  bị chặn. Nếu ( )zfw =  giải tích trong D và liên tục trong D , biến hình 1-1 
D∂  lên Δ∂  sao cho khi z  chạy trên D∂  theo chiều dương, tương ứng w  chạy trên Δ∂  cũng theo 

chiều dương, thì hàm ( )zfw =  biến hình bảo giác đơn trị hai chiều từ D lên Δ .  

c.  Sự bảo toàn miền  

Định lý 1.5: Nếu hàm ( )zfw =  giải tích, khác hằng số trên miền D thì ảnh ( )Df=Δ  cũng 
là một miền. 

Một vài chú ý khi tìm phép biến hình bảo giác trong các trường hợp thường gặp sau:  

1. Đối với hai miền đồng dạng ta dùng phép biến hình tuyến tính 0, ≠+= abazw . 

2. Biến một cung tròn thành một cung tròn hay đường thẳng ta dùng hàm phân tuyến tính 

0,0; ≠−≠
+
+

= bcadc
dcz
bazw . 

3. Biến một góc thành nửa mặt phẳng, ta xét nzw = . 

4. Biến một băng song song với trục thực lên nửa mặt phẳng ta dùng zew = . 

Ví dụ 1.11: Tìm phép biến hình bảo giác ( )zfw =  biến nửa mặt phẳng trên 0Im >z  

thành hình tròn 1<w  sao cho ( ) 00 =zw , với 0Im 0 >z . 
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Giải: Vì 0z  đối xứng với 0z  qua Ox , ∞  đối xứng với 0  qua 1=w , do đó theo nguyên 

lý tương ứng biên ta chỉ cần tìm hàm phân tuyến tính biến trục thực 0Im =z  lên 1=w  và bảo 

toàn chiều.  

 Hai miền đã cho không đồng dạng nên 0≠c . Mặt khác ( ) 00 =zw  và tính chất bảo toàn 

tính đối xứng nên ( ) ∞=0zw , do đó theo (1.47) ta có thể xét hàm phân tuyến tính dạng 

0

0
zz
zz

kw
−
−

= . Khi �∈= xz  thì ( ) 1=xw  11
0

0

0

0 =⇒=
−
−

=
−
−

⇒ k
zx
zx

k
zx
zx

k .  

ϕ=⇒ iek . Vậy  
0

0
zz
zz

ew i

−
−

= ϕ .   

Ví dụ 1.12: Tìm phép biến hình bảo giác ( )zfw =  biến hình tròn 1<z  thành hình tròn 

1<w  sao cho ( ) 00 =zw , với 10 0 << z . 

Giải: Vì 0z  đối xứng với 
0

1
z

 qua 1=z , do đó ảnh của 0z  là 0  thì ảnh của 
0

1
z

 là ∞  vì 

∞,0 đối xứng nhau qua 1=w . Tương tự ví dụ 1.11 và công thức (1.47) ta có thể xét hàm phân 

tuyến tính dạng 
11 0

0
0

0

0
−

−
=

−

−
=

zz
zz

kz

z
z

zz
kw .   

Vì ảnh của 1=z  là 1=w  và 
z

zz 11 =⇒=  . 

ϕ=⇒=
−

−
=

−

−
=

−
−

==⇒ iekzkz
zz

zzz
kz

z
z

zz
kz

zz
zz

kzw 00
0

0
0

0

0
0

0

0
0

1
1

1 . 

Vậy  
10

0
−

−
= ϕ

zz
zz

ew i .   

Ví dụ 1.13: Tìm phép biến hình bảo giác ( )zfw =  biến hình quạt 
3

arg0 π
<< z   thành 

hình tròn 1<w  sao cho ( ) 06/ =πiew  và ( ) iw =0 . 

Giải: Phép biến hình 3z=ξ  biến hình quạt 
3

arg0 π
<< z   thành nửa mặt phẳng trên 

0Im >ξ  và ( ) ( ) 00,2/6/ =ξ==ξ ππ iee ii . Theo Ví dụ 1.11, phép biến hình 
i
iew i

+ξ
−ξ

= ϕ  biến 

0Im >ξ  thành 1<w  thỏa mãn ( ) 0=iw , ( ) ∞=− iw . 
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Nếu ta thêm điều kiện ( ) iw =0  thì ie
i
iei ii −=⇒

+
−

= ϕϕ

0
0 . 

Vậy phép biến hình cần tìm là 
iz
iziw

+

−
−= 3

3
.   

Ví dụ 1.14: Tìm phép biến hình bảo giác ( )zfw =  biến miền
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

>−

<

2
1

2

1
:D iz

z
  thành băng 

1Re1 <<− w  . 

Giải: Phép biến hình phân tuyến tính 
iz
baz

−
+

=ξ  biến ii −,0,  lần lượt thành ii −∞ ,, , do 

đó ξ  biến miền D thành băng 1Im1 <ξ<−  . 

Phép quay ξ= iw  biến băng 1Im1 <ξ<−  thành băng 1Re1 <<− w  . 

 Vậy phép biến hình cần tìm là 
iz
iz

iz
iziw

−
+

=
−
+−

=
313

.   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1.4. TÍCH PHÂN PHỨC, CÔNG THỨC TÍCH PHÂN CAUCHY 

Trong mục này ta nghiên cứu các tính chất và các biểu diễn của hàm phức giải tích, vì vậy 
ta chỉ xét các hàm đơn trị. 

1.4.1. Định nghĩa và các tính chất của tích phân phức 

Khái niệm tích phân phức dọc theo một đường cong được định nghĩa tương tự tích phân 
đường loại 2. 

Giả sử ( ) ( ) ( )yxivyxuzfw ,, +==  xác định đơn trị trong miền D. L là đường cong (có thể 
đóng kín) nằm trong D có điểm mút đầu là A mút cuối là B. 

Chia L thành n đoạn bởi các điểm BzzzzA n ≡≡ ,...,,, 210  nằm trên L theo thứ tự tăng 
dần của các chỉ số. 

• 

i  

1 

i  

i−  

3 1iz
z i

ξ − +
=

−
 

w iξ=  
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Chọn trên mỗi cung con kk zz ,1−  của đường cong L một điểm bất kỳ kkk iη+ξ=ζ .  

Đặt  ,k k kz x iy= + 1 1 1, , ; 1, 2, ..., .k k k k k k k k kz z z x x x y y y k n− − −Δ = − Δ = − Δ = − =  

     ( )∑
=

Δζ=
n

k
kkn zfS

1
                       (1.48) 

được gọi là tổng tích phân của hàm ( )zf  trên L ứng với phân hoạch và cách chọn các điểm đại 

diện trên. Tổng này nói chung phụ thuộc vào hàm ( )zf , đường L, cách chia L bởi các điểm kz  và 

cách chọn các điểm kζ . 

Nếu khi 0max
1

→Δ
≤≤

k
nk

z  tổng nS  tiến tới giới hạn �∈I  không phụ thuộc cách chia đường 

L và chọn các điểm kζ  thì I được gọi là tích phân của hàm ( )zf  dọc theo đường cong L từ A đến 

B, ký hiệu ( )
AB

f z dz∫ .  Vậy       

   ( ) ( )
1
max 0 1

lim
k

k n

n

k k
z kAB

I f z dz f zζ
≤ ≤

Δ → =
= = Δ∑∫            (1.49) 

Tổng tích phân (1.48) có thể phân tích thành tổng của 2 tổng tích phân đường loại 2. 

( ) ( ) ( ) ( )
1 1

, ,
n n

k k k k k k k k
k k

f z u iv x i yζ ξ η ξ η
= =

Δ = + Δ + Δ⎡ ⎤⎣ ⎦∑ ∑  

( ) ( ) ( ) ( )
1 1

, , , ,
n n

k k k k k k k k k k k k
k k

u x v y i v x u yξ η ξ η ξ η ξ η
= =
⎡ ⎤ ⎡ ⎤= Δ − Δ + Δ + Δ⎣ ⎦ ⎣ ⎦∑ ∑     (1.50) 

Tương tự (1.27), áp dụng (1.17) ta có 

    1

1
1

max 0
max 0

max 0

k
k n

k
k n k

k n

x
z

y
≤ ≤

≤ ≤
≤ ≤

⎧ Δ →
⎪Δ → ⇔ ⎨

Δ →⎪⎩

 

Vì vậy tích phân phức (1.49) tồn tại khi và chỉ khi hai tích phân đường loại 2 có tổng tích 
phân (1.50) tồn tại và có đẳng thức 

x

y  

0zA ≡  

nzB ≡  

1−kz  kz  

• 

• 

• 
kζ  

O  
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   ( )
AB AB AB

f z dz udx vdy i vdx udy= − + +∫ ∫ ∫         (1.51) 

Nếu hàm ( ) ( ) ( )yxivyxuzfw ,, +==  liên tục trên D và cung AB  trơn từng khúc thì tồn 
tại hai tích phân đường loại 2 ở vế phải của (1.51) do đó tồn tại tích phân phức tương ứng.  

Đẳng thức (1.51) suy ra rằng tích phân phức có các tính chất như các tính chất của tích phân 
đường loại 2.  

    ( ) ( )( ) ( ) ( )
AB AB AB

f z g z dz f z dz g z dz+ = +∫ ∫ ∫ .  

     ( ) ( )
AB AB

kf z dz k f z dz=∫ ∫ ; constk − .  

    ( ) ( )
AB BA

f z dz f z dz= −∫ ∫ .   

    ( ) ( )∫∫ ≤
LL

dszfdzzf ,  

vế phải của bất đẳng thức là tích phân đường loại 1 trên cung L có vi phân cung là 
2 2ds dz dx dy= = + . Đặc biệt, nếu ( ) L, ∈∀≤ zMzf  và l  là độ dài của đường cong L thì   

( )
L

f z dz Ml≤∫ .                (1.52) 

Khi A trùng với B thì L là đường cong kín (ta chỉ xét các đường cong kín không tự cắt, gọi 
là đường Jordan). Tích phân trên đường cong kín L được quy ước lấy theo chiều dương, ký hiệu là 

( )
L

f z dz∫ .  

Ví dụ 1.15: Tính tích phân 2

AB

I z dz= ∫ ;  iBiA 42,1 +=+=   

1. Dọc theo parabol 21,2 ≤≤= xxy . 

2. Dọc theo đường thẳng nối A và B. 

Giải: 

 

 

 

 

 

 x  

y  

A 

B 

O 1 2  

i  

i4  
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( ) ( ) ( ) ( )22 2 2 2 22 2
AB AB AB AB

I z dz x iy dx idy x y dx xydy i xydx x y dy= = + + = − − + + −∫ ∫ ∫ ∫  

1. Nếu lấy tích phân dọc theo 2xy =  thì xdxdy 2=  

( )[ ] ( )[ ]∫∫ −
−

=−++−−=⇒
2

1

423
2

1

442 6
3
86224 idxxxxxidxxxxI . 

2.  Nếu lấy tích phân dọc theo đường thẳng nối từ A đến B thì 23 −= xy , dxdy 3=    

( ) ( ) ( ) ( )( )
2 2

2 22 2

1 1

863 2 2 3 2 3 2 3 2 3 3 2 6 .
3

I x x x x dx i x x x x dx i−⎡ ⎤⎡ ⎤= − − − − + − + − − = −⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫ ∫
   Qua ví dụ trên ta nhận thấy giá trị của tích phân không phụ thuộc vào đường lấy tích phân từ A 
đến B. Các định lý sau cho điều kiện cần và đủ để tích phân phức không phụ thuộc vào đường lấy 
tích phân nối hai đầu mút của đường. 

1.4.2. Định lý tích phân Cauchy 

Định lý 1.6: Điều kiện cần và đủ để tích phân của hàm ( )zf  trong miền D không phụ thuộc 

vào đường lấy tích phân là tích phân của ( )zf  dọc theo mọi đường cong kín bất kỳ (không tự cắt 
nhau) trong D phải bằng 0.  

Định lý 1.7: Nếu hàm phức ( )zfw =  giải tích trong miền đơn liên D thì tích phân của 

( )zf  dọc theo mọi đường cong kín L bất kỳ trong D đều bằng 0. 

Chứng minh: Áp dụng định lý Green để đưa tích phân đường loại 2 về tích phân kép và 
công thức (1.51) ta có 

( )
L L L

v u u vf z dz udx vdy i vdx udy dxdy i dxdy
x y x yΔ Δ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
= − + + = − − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∫ ∫ ∫ ∫∫ ∫∫  

trong đó Δ  là hình phẳng giới hạn bởi đường cong kín L nằm trong D. 

Vì ( )zfw =  giải tích trong miền đơn liên D nên các hàm dưới dấu tích phân trong hai tích 

phân kép ở trên đều bằng 0 do thỏa mãn điều kiện Cauchy-Riemann. Vậy ( ) 0
L

f z dz =∫ . 

Hệ quả 1: Nếu ( )zfw =  giải tích trong miền kín, đơn liên D  thì. ( ) 0
D

f z dz
∂

=∫ .  

Chứng minh: Tồn tại miền đơn liên DG ⊃  và ( )zf  giải tích trong G. Áp dụng định lý 1.9 

cho hàm ( )zf  trong G và tích phân lấy trên đường cong kín GD ⊂∂ . 

Hệ quả 2: Giả sử hàm ( )zf  giải tích trong miền kín đa liên D  có biên ngoài là 0Γ  và biên 

trong là nΓΓ ...,,1  thì 

     ( ) ( )
0 1 k

n

k
f z dz f z dz

=Γ Γ

=∑∫ ∫                           (1.53) 



Chương 1: Hàm biến số phức 

 27

Chứng minh: 

 

 

 

 

 

 

 

Cắt D  theo các lát cắt nối 0Γ  với nΓΓ ,...,1  thì ta được một miền đơn liên. Tích phân trên 

biên của miền này bằng 0 và chú ý rằng lúc đó tích phân trên đường nối 0Γ  với nΓΓ ,...,1  được 

lấy hai lần ngược chiều nhau vì vậy tích phân trên biên bằng ( ) ( )
0 1

0
k

n

k
f z dz f z dz

=Γ Γ

− =∑∫ ∫ .  

Có thể chứng minh được rằng hệ quả 1 và hệ quả 2 còn đúng khi ( )zf  giải tích trong D và 

liên tục trong D . 

Ví dụ 1.16: Tính tích phân  
( )

;n n
L

dzI n
z a

= ∈
−∫ �  trong đó L là đường cong kín bất kỳ 

không đi qua a . 

Giải: 

Gọi D là miền được 

giới hạn bởi L. 

 

 

 

  Nếu D∉a  thì ( )
( )naz

zf
−

=
1

  giải tích trong D nên 0=nI . 

  Nếu D∈a . Gọi { }razzCr =−∈= �  là đường tròn tâm a  bán kính r . Chọn r đủ 

bé để D⊂rC . Xét D'  là miền nhị liên có được bằng cách lấy miền D bỏ đi hình tròn tâm a  bán 

kính r . D'  có biên ngoài là L, biên trong là rC . ( )
( )naz

zf
−

=
1

 giải tích trong D' . Theo hệ quả 

2 ta có: 

( ) ( )r

n n n
L C

dz dzI
z a z a

= =
− −∫ ∫ .  

Phương trình tham số của π≤≤+= 20;: treazC it
r . Do đó 

0Γ  

1Γ  

nΓ  

• arC  

L 
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⎩
⎨
⎧

≠
=π

=

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

≠

=

==

∫

∫
∫ π

−
+

π

π

.1khi0
1khi2

1khi1

1khi

2

0

)1(
1

2

0
2

0
int n

ni

ndte
r

nidt

dt
er

rieI
tni

n

n

it

n        (1.54) 

1.4.3. Tích phân bất định, nguyên hàm 

Hàm ( )zF  được gọi là một nguyên hàm của hàm phức ( )zf  nếu ( ) ( )'F z f z= . 

Tương tự như hàm thực, ta có thể chứng minh được rằng nếu ( )zF  là một nguyên hàm của 

( )zf  thì ( ) CzF +  cũng là một nguyên hàm của ( )zf  và mọi nguyên hàm của ( )zf  đều có dạng 
như thế.    

Tập hợp các nguyên hàm của ( )zf  được gọi là tích phân bất định của ( )zf , ký hiệu 

( )∫ dzzf . 

Định lý 1.8: Giả sử hàm ( )zf  giải tích trong miền đơn liên D, D0 ∈z . Khi đó 

    ( ) ( ) ( )
0 0

z

z z z

F z f z dz f z dz= =∫ ∫   

là một nguyên hàm của ( )zf . Trong đó vế phải của đẳng thức trên là tích phân phức được lấy 

theo đường cong bất kỳ nằm trong D nối 0z  đến z . 

Định lý 1.9: (Công thức Newton - Lepnitz) 

Nếu hàm ( )zf  giải tích trong miền đơn liên D thì tồn tại một nguyên hàm ( )zF . Khi đó, 

với mọi D, 10 ∈zz  ta có: 

   ( ) ( ) ( ) ( )
1

1

0
0

1 0

z
z

z
z

f z dz F z F z F z= = −∫                     (1.55) 

Ví dụ 1.17:  Cedze zz +=∫ ,   C
n
zdzz

n
n +

+
=

+

∫ 1

1
,   Czzdz +−=∫ cossin ; 

   izdzz
i

i

i

i
6

3
86

3
42

1

342

1

2 −−==
+

+

+

+
∫ . 

1.4.4. Công thức tích phân Cauchy 

Định lý 1.10: Giả sử ( )zf  giải tích trong miền D (có thể đa liên) có biên là D∂ . Khi đó, 
với mọi Da∈  ta có: 

 ( ) ( )1
2 D

f z
f a dz

i z aπ ∂

=
−∫             (1.56) 

tích phân được lấy theo chiều dương của D∂ . 
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Chứng minh: Với mọi 0>ε  chọn r đủ bé để đường tròn tâm a  bán kính r : D⊂rC và 

( ) ( ) ε<− afzf  (điều này có được vì ( )zf  liên tục tại a). Gọi '
rD  là miền có được bằng cách bỏ 

đi hình tròn { }razzCr <−∈= �   từ miền D. Biên của '
rD  gồm biên D∂  của D và rC .  Hàm 

( )
az

zf
−

 giải tích trong miền '
rD , áp dụng hệ quả 2 của Định lý 1.6 ta được 

    
( ) ( )1 1

2 2
rD C

f z f z
dz dz

i z a i z aπ π∂

=
− −∫ ∫  

Mặt khác, từ ví dụ 1.16 ta có  
( ) ( ) ( ) ( )1 1 1

2 2 2
r rD C C

f z f z f a
dz f a dz dz

i z a i z a i z aπ π π∂

− = −
− − −∫ ∫ ∫  

                          
( ) ( )1 1 2

2 2
rC

f z f a
dz r

i z a r
ε π ε

π π
−

= < ⋅ ⋅ =
−∫ . 

Vì 0ε >  bé tuỳ ý cho trước nên 
( ) ( ) ( ) ( )1 10

2 2D D

f z f z
dz f a f a dz

i z a i z aπ π∂ ∂

− = ⇒ =
− −∫ ∫ . 

1.4.5. Đạo hàm cấp cao của hàm giải tích 

Định lý 1.11: Hàm ( )zf  giải tích trong D  thì có đạo hàm mọi cấp trong D và với mọi 
Da∈  ta có: 

  ( ) ( )
( )

( )
1

!
2

n
n

C

f znf a dz
i z aπ +=

−∫                                       (1.57) 

Từ (1.56)-(1.57) ta có công thức tích phân Cauchy: 

( ) ( )2
D

f z
dz if a

z a
π

∂

=
−∫ , 

( )
( )

( )( )
1

2
!

n
n

C

f z idz f a
nz a
π

+ =
−∫                     (1.58) 

trong đó C là đường cong kín bất kỳ bao quanh a  nằm trong D. 

Nhận xét: 

1. Định lý trên suy ra rằng đạo hàm của một hàm giải tích là một hàm giải tích. 

2. Kết hợp định lý 1.7 và định lý 1.10, ta suy ra rằng: điều kiện cần và đủ để hàm đơn trị 
( )zf  có nguyên hàm trong miền D là giải tích trong D. 

Ví dụ 1.18: Tính tích phân  
( ) 2

cos
1C

zI dz
z z

=
+∫ , trong đó C là đường tròn: 31 =−z . 

Giải: Bằng phương pháp đồng nhất hệ số, ta có thể phân tích 
( ) 21

1
zz +

 thành tổng các phân 

thức hữu tỷ tối giản  
( ) 1

111
1
1

22 +
++−=

+ zzzzz
.  
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Do đó  
( ) 2 2

cos cos cos cos
1 1C C C C

z z z zI dz dz dz dz
z z z z z

= = − + +
+ +∫ ∫ ∫ ∫ .  

Các điểm 0=z  và 1−=z  đều nằm trong hình tròn giới hạn bởi C. Áp dụng công thức 
(1.56)' và (1.57)' ta có:  

 ( ) ( )0 0 12 cos 2 cos ' 2 cos 2 1 cos1z z zI i z i z i z iπ π π π= = =−= − + + = − + . 

1.4.6. Bất đẳng thức Cauchy và định lý Louville  

Từ công thức (1.58) suy ra rằng, nếu đường tròn RazCR =−:  nằm trong D và 

( ) Mzf ≤  với mọi RCz∈  thì  

   ( ) ( )
( )

( )
1 1

! ! 2
2 2

R

n
n n

C

f zn n M Rf a dz
Rz a

π
π π+ += ≤ ⋅

−∫   

hay  

      ( ) ...,1,0;!)( =≤ n
R

Mnaf n
n                        (1.59) 

Bất đẳng thức (1.58) được gọi là bất đẳng thức Cauchy. 

Định lý 1.12 (định lý Louville): Nếu ( )f z  giải tích trong toàn mặt phẳng và bị chặn thì nó 
là một hàm hằng.  

Chứng minh: Theo giả thiết, tồn tại 0>M  sao cho ( ) Mzf ≤  với mọi �∈z . Áp dụng 

bất đẳng thức Cauchy (1.58) với 1=n , ta được ( )' Mf a
R

≤  với mọi 0>R  suy ra ( )' 0f a =  

với mọi �∈a . 

Áp dụng công thức Newton - Lepnit, ta có  

   ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) �∈∀=⇒==− ∫ zzfzfdzzfzfzf
z

z
,0 0

'
0

0

. 

1.5. LÝ THUYẾT CHUỖI PHỨC 

1.5.1. Chuỗi số phức  

Cho dãy số phức { }∞= 0nnu , ta định nghĩa một cách hình thức ∑
∞

=0n
nu  là một chuỗi các số 

phức mà số hạng thứ n  là nu . 

Tổng nn uuuS +++= 10  được gọi là tổng riêng thứ n  của chuỗi trên. 
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Nếu dãy các tổng riêng { }∞=0nnS  có giới hạn hữu hạn là �∈S  thì ta nói chuỗi ∑
∞

=0n
nu  hội 

tụ và S  được gọi là tổng của chuỗi, ký hiệu  ∑
∞

=
=

0n
nuS .  

Trong trường hợp ngược lại, dãy { }∞=0nnS  không có giới hạn hoặc có giới hạn bằng ∞  thì 

ta nói chuỗi phân kỳ.  

 Tương tự (1.27), mỗi chuỗi phức ∑
∞

=0n
nu  hội tụ khi và chỉ khi hai chuỗi số thực tương ứng 

∑∑
∞

=

∞

= 00
,

n
n

n
n ba  hội tu và ∑∑∑

∞

=

∞

=

∞

=
+=

000 n
n

n
n

n
n biau ; trong đó n n nu a ib= + .   

Với nhận xét này, ta có thể áp dụng các kết quả đã biết đối với chuỗi số thực cho các chuỗi 
số phức. Chẳng hạn: 

♦ Điều kiện cần để chuỗi ∑
∞

=0n
nu  hội tụ là 0lim =

∞→
n

n
u . 

♦ Nếu chuỗi các môđun 
0

n
n

u
∞

=
∑  hội tụ thì chuỗi ∑

∞

=0n
nu  cũng hội tụ. Khi đó ta nói chuỗi 

∑
∞

=0n
nu  hội tụ tuyệt đối. Nếu chuỗi ∑

∞

=0n
nu  hội tụ nhưng chuỗi các môđun 

0
n

n
u

∞

=
∑  không hội tụ thì 

ta nói chuỗi bán hội tụ. 

1.5.2. Chuỗi luỹ thừa 

Chuỗi có dạng 

( )∑
∞

=
−

0n

n
n azc , với �∈azcn ,,             (1.60) 

được gọi là chuỗi luỹ thừa tâm a . Khi cho z  một giá trị cụ thể ta được một chuỗi số phức, chuỗi 
số phức này hội tụ hoặc phân kỳ. Miền hội tụ của chuỗi (1.60) là tập hợp các giá trị z  mà chuỗi 
này hội tụ.  

Rõ ràng rằng mọi chuỗi luỹ thừa tâm a  bất kỳ có thể đưa về chuỗi luỹ thừa tâm 0 bằng cách 
đặt az −=ξ :  

    
0

n
n

n
c ξ

∞

=
∑ , với ,nc ξ∈�  .               (1.61) 

Vì vậy để đơn giản, trong các trường hợp sau ta chỉ xét sự hội tụ của chuỗi lũy thừa tâm 0. 
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Một ví dụ đặc biệt của chuỗi luỹ thừa là chuỗi cấp số nhân ∑
∞

=0n

nz , có tổng riêng là tổng của 

các số hạng của cấp số nhân  
z

zzzzS
n

n
n −

−
=++++=

+

1
11

1
2  với 1z ≠ , do đó 

0

1 khi 1
1

phân k khi 1

n

n

z
zz

z

∞

=

⎧ <⎪ −= ⎨
⎪ ≥⎩

∑
ú

 

Định lý 1.13 (định lý Abel): 

1. Nếu chuỗi (1.61) hội tụ tại 0z  thì hội tụ tuyệt đối trong hình tròn { }0z z< . 

2. Từ đó suy ra rằng nếu chuỗi (1.61) phân kỳ tại 1z  thì phân kỳ tại mọi điểm 1: zzz > . 

Chứng minh: Chuỗi ∑
∞

=0
0

n

n
n zc  hội tụ suy ra 0lim 0 =

∞→

n
n

n
zc , vì vậy tồn tại 0>M  sao cho 

,0 Mzc n
n ≤  ...,2,1,0=∀ n  Do đó 

n

n

n

n
n

n
n

n
z

z
M

z
zzczc

00
0 ⋅≤= . 

Chuỗi ∑
∞

=
⋅

0 0n
n

n

z

z
M  hội tụ khi 0zz < .  Suy ra chuỗi ∑

∞

=0n

n
n zc  hội tụ tuyệt đối khi 

0zz < . Phần 2. của định lý là hệ quả của phần 1. 

Định nghĩa 1.8:  SốR  ( ∞≤≤ R0 ) thỏa mãn một trong những điều kiện sau được gọi là 
bán kính hội tụ của chuỗi (1.61): 

♦ Nếu chuỗi (1.61) hội tụ tại mọi z  thì ta đặt ∞=R . 

♦ Nếu chuỗi (1.61) chỉ hội tụ tại 0=z  thì ta đặt 0=R . 

♦ Chuỗi (1.61) hội tụ khi Rz < , phân kỳ khi  Rz > . 

Định lý 1.14:  Nếu  
n

n
n c

c 1lim +

∞→
=ρ  (tiêu chuẩn D'Alembert) 

hoặc        n n
n

c
∞→

=ρ lim  (tiêu chuẩn Cauchy)  thì 

              

n u  

n u  0

n u  0

0
1R

ρ

ρ

ρ
ρ

= ∞

< < ∞

=

⎧
⎪⎪= ⎨
⎪
⎪ ∞⎩

Õ

Õ

Õ

                                  (1.62) 

là bán kính hội tụ của chuỗi (1.61). 
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Nhận xét: Định lý trên cho ta cách xác định bán kính hội tụ của chuỗi (1.61). Để tìm miền 
hội tụ của chuỗi này  ta chỉ cần xét thêm sự hội tụ của chuỗi trên đường tròn Rz = .  

Định lý 1.15: a) Nếu chuỗi (1.61) có bán kính hội tụ R thì tổng của chuỗi ( ) ∑
∞

=
=

0n

n
n zczf  

là một hàm giải tích trong hình tròn hội tụ Rz < , đạo hàm ( ) ∑
∞

=

−=
1

1'

n

n
n znczf . 

b) ( ) ∑
∞

=

+

+
=

0

1
1n

nn z
n
c

zF  là một nguyên hàm của )(xf .  

c) ∑
∞

=

−

1

1

n

n
n znc , ∑

∞

=

+

+0

1
1n

nn z
n
c

cũng có bán kính hội tụ là R.  

1.5.3. Chuỗi Taylor 

Định nghĩa 1.9:  Chuỗi lũy thừa có dạng 

   
( )∑

∞

=
−

0

)(
)(

!n

n
n

az
n

af
    (1.63) 

được gọi là chuỗi Taylor của hàm ( )zf  tại a .  

Định lý 1.16: 1) Chuỗi luỹ thừa bất kỳ là chuỗi Taylor của hàm tổng của nó trong hình tròn 
hội tụ. 

2) Ngược lại, mọi hàm ( )zf  giải tích tại a  thì có thể được khai triển thành chuỗi Taylor trong 

lân cận Raz <− . Có thể chọn R là số thực dương lớn nhất sao cho ( )zf  giải tích trong lân cận 

Raz <− . 

Nhận xét: Nếu hàm ( )zf  giải tích tại a  thì hàm có thể khai triển duy nhất thành chuỗi luỹ 

thừa tâm a , đó chính là chuỗi Taylor của ( )zf  tại a . Vì vậy, nếu có thể bằng một phương pháp 

khác, ta có khai triển ( ) ( )n
n

n azczf −= ∑
∞

=0
 thì  

!
)()(

n
afc

n

n =  
( )

( ) 1
1

2n n
C

f z
c dz

i z aπ +=
−∫    (1.64) 

Chuỗi Taylor tại điểm 0=a  được gọi là chuỗi Mac Laurin.  

1.5.4. Khai triển thành chuỗi Mac Laurin của các hàm số sơ cấp cơ bản 

a. Hàm ( ) zezf =  

Với mọi ( ) ( ) 10, )()( =⇒= nzn fezfn . Vậy 
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  ∑
∞

=
=+++++=

0

2

!!!2!1
1

n

nn
z

n
z

n
zzze  

Hàm giải tích tại mọi điểm nên bán kính hội tụ của chuỗi là ∞=R . 

b. Hàm ( ) zzf sin=  

   
( ) ( )

0 0

1sin
2 2 ! !

n niz iz

n n

iz ize ez
i i n n

− ∞ ∞

= =

⎡ ⎤−− ⎢ ⎥= = −
⎢ ⎥⎣ ⎦
∑ ∑  

        
( ) ( ) ∑∑

∞

=

+∞

= +
−=−−=

0

12

0 )!12(
)1()1(1

!2
1

n

n
nn

n

n

n
z

n
iz

i
.  

Hàm giải tích tại mọi điểm nên bán kính hội tụ của chuỗi là ∞=R . 

c. Hàm ( ) zzf cos=  

   ( ) ∑∑
∞

=

∞

=

+
−=

+
+

−==
0

2

0

12
'

)!2(
)1(

)!12(
)12()1(sincos

n

n
n

n

n
n

n
z

n
znzz . 

Hàm giải tích tại mọi điểm nên bán kính hội tụ của chuỗi là ∞=R . 

d. Hàm ( )
1

1
+

=
z

zf    

∑
∞

=
−=

−−
=

+ 0
)1(

)(1
1

1
1

n

nn z
zz

. 

 Bán kính hội tụ của chuỗi là 1=R  vì hàm số không giải tích tại 1− . 

e.    Nhánh chính của hàm lôgarit và hàm lũy thừa  

Vì hàm )1ln( z+  là một nguyên hàm của 
1

1
+z

 nên ∑
∞

=

+

+
−=+

0

1

1
)1()1ln(

n

n
n

n
zz .  

Bán kính hội tụ của chuỗi là 1=R . 

Hàm lũy thừa �∈m : 

( ) +
+−−

++
−

++=+ nm z
n

nmmmzmmmzz
!

)1)...(1(
!2

)1(11 2  

      Bán kính hội tụ của chuỗi là 1=R . 

Đặc biệt:   ( ) ∑
∞

=

− −
=+

⋅
+−=+=

+ 0
22

2
2
1

)!(2
)!2()1(

!2
2
3

2
1

2
111

1
1

n

n
n

n
z

n
nzzz

z
.  

1.5.5. Không điểm của một hàm giải tích, định lý về tính duy nhất 

Định nghĩa 1.10: Điểm a  được gọi là không điểm của hàm giải tích ( )zf  nếu ( ) 0=af . 
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Khai triển Taylor của ( )zf  tại không điểm a  có dạng 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∑∑
∞

=

∞

=

+
+ −=−=+−+−=

nk

k
k

nk

k
k

n
n

n
n az

k
afazcazcazczf

!

)(
1

1 . 

Số tự nhiên n  bé nhất sao cho 
( ) 0

!

)(
≠=

n
afc

n

n  thì được gọi là cấp của không điểm a . 

Nếu n  là cấp của không điểm a  thì  

( ) ( ) ( )zazzf nϕ−= , với ( ) 0≠=ϕ nca .           (1.65) 

( )zϕ  là tổng của một chuỗi luỹ thừa có cùng bán kính hội tụ với chuỗi Taylor của ( )zf  tại a  nên 
giải tích trong lân cận của a .  

Định lý 1.17: Giả sử ( )zf  giải tích tại a  và không đồng nhất bằng 0 trong bất kỳ lân cận 

nào của a . Khi đó, nếu a  là không điểm của ( )zf  thì tồn tại một lân cận của a  sao cho trong 
lân cận này không có một không điểm nào khác. 

Chứng minh: Vì a  là không điểm của ( )zf  nên có thể biểu diễn dưới dạng (1.65) trong đó 

hàm giải tích ( )zϕ  thỏa mãn ( ) 0≠ϕ a . Vì vậy tồn tại một lân cận của a  để trong lân cận này  
( ) 0≠ϕ z , do đó ( )zf  cũng khác 0. 

Hệ quả: Nếu ( )zf  giải tích tại a  và tồn tại dãy không điểm { }∞=0nna  có giới hạn là a  khi 

∞→n , thì ( )zf  đồng nhất bằng 0 trong một lân cận của a . 

Định lý 1.18 (định lý về tính duy nhất): Nếu ( ) ( )zgzf ,  là hai hàm giải tích trong miền D 

và trùng nhau trên một dãy hội tụ về a  trong D thì ( ) ( ) Dzzgzf ∈∀= , . 

1.5.6. Chuỗi Laurent và điểm bất thường 

Có thể xảy ra trường hợp hàm ( )zf  không giải tích tại a  nhưng giải tích trong một lân cận 

của a  bỏ đi điểm a : Raz <−<0  hoặc giải tích trong hình vành khăn Razr <−< . Trong 

trường hợp này hàm ( )zf  không thể khai triển thành chuỗi luỹ thừa (chuỗi Taylor) tại a . Tuy 
nhiên, có thể khai triển được dưới dạng chuỗi Laurent tại a  như sau. 

1.5.6.1. Chuỗi Laurent 

Định nghĩa 1.11: Giả sử hàm ( )zf  giải tích trong hình vành khăn { }K z r z a R= < − < ; 

∞≤<≤ Rr0 . Khi đó chuỗi 

     ( )∑
∞

−∞=
−

n

n
n azc , với 

( )
( ) 1

1
2n n

C

f z
c dz

i z aπ +=
−∫           (1.66) 

được gọi là chuỗi Laurent của hàm đó tại a, trong đó C là đường cong kín bất kỳ nằm trong K 
bao quanh a .  
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Tổng  ( ) ( )∑
∞

=
−=

0
1

n

n
n azczf  được gọi là phần đều và ( )

( )∑
∞

=

−

−
=

1
2

n
n

n

az
c

zf  được gọi là 

phần chính của chuỗi Laurent (1.66). 

Định lý 1.19 (định lý tồn tại và duy nhất của chuỗi Laurent): 

1. Mọi hàm ( )zf  giải tích trong hình vành khăn K: Razr <−<  đều có thể khai triển thành 

chuỗi Laurent (1.66). 

2. Ngược lại, chuỗi bất kỳ có dạng ( )∑
∞

−∞=
−

n

n
n azc  hội tụ trong hình vành khăn K: 

Razr <−< ; ∞≤<≤ Rr0  có hàm tổng là ( )zf  thì chuỗi này là chuỗi Laurent của hàm tổng 

( )zf  trong hình vành khăn K. 

Ví dụ 1.19: Khai triển hàm ( ) ( )( )
1

1 2
f z

z z
=

− −
 thành chuỗi Laurent có tâm tại 1=z . 

Giải: Rõ ràng rằng hàm ( )zf  không giải tích tại 1 và 2. Vì vậy, khi khai triển theo chuỗi 

Laurent tâm tại 1 thì chỉ khai triển được trong hai miền: 0 1 1z< − <  và 11 >−z  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

a.  Khai triển Laurent trong miền  0 1 1z< − < : 

Chọn đường cong kín 1L  bao quanh 1 nằm trong miền này.  
( )1

2

1
1 2

2 1
n n

L

zc dz
i zπ +

−=
−∫ . 

 002 =⇒≤+ ncn   (theo định lý 1.7). 

 
1

1 1

1
1 121 1

2 1 2 z
L

zn c dz
i z zπ−

=
−= − ⇒ = = = −
− −∫  (theo công thức (1.56) định lý 1.9). 

• • • 
x

y  

O  1 2

1L  
2L  

2Γ  

1Γ  
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( 1) 1

2
1

1 1 1 ( 1) ( 1)!0 1
( 1)! 2 ( 1)! ( 1)

n n

n n
z

nn c
n z n

+ +

+
=

− +⎛ ⎞≥ ⇒ = = = −⎜ ⎟+ − + −⎝ ⎠
 (theo công thức 

(1.57) định lý 1.11). 

Vậy  ( ) ( ) ( )∑∑
∞

−=

∞

−∞=
−−=−=

1
11

n

n

n

n
n zzczf . 

b.  Khai triển Laurent trong miền  1 1z − > : 

Chọn đường cong kín 2L  bao quanh 1 nằm trong miền này.  

    
( )( )2

2
1 1

2 2 1
n n

L

c dz
i z zπ +=

− −∫ . 

Chọn 21, ΓΓ  lần lượt là 2 đường cong kín nằm trong 2L  bao quanh 1, 2. 

Áp dụng công thức (1.53) hệ quả 2 của định lý 1.7 ta có: 

 
( )( )

( )
( )

( )
( )

2 1 2

2

2 2

11
2 11 1 1 1

2 2 2 22 1 1

n

n n n
L

z z
c dz dz dz

i i i zz z zπ π π

+

+ +
Γ Γ

− −
= = +

−− − −∫ ∫ ∫  

Tương tự trên ta có     
( )
( )1

2

1
1 221
0 12 1 n

nz
dz

ni zπ +
Γ

− ≤ −− ⎧
= ⎨ ≥ −− ⎩

∫
nÕu

nÕu
 

   
( )
( ) ( )2

2

2

2

1
11 1 1

2 2 1

n

n

z

z
dz

i z zπ

+

+
Γ =

−
= =

− −∫ với mọi n . 

Vậy  
⎩
⎨
⎧

−≥
−≤

=
11
20

n
n

cn nÕu

nÕu
      ⇒   ( ) ( )

( )∑∑
∞

=

∞

−∞= −
=−=

2 1
11

n
n

n

n
n

z
zczf .  

Ta cũng có thể khai triển Laurent của hàm ( )zf  cách phân tích thành tổng của các phân 
thức hữu tỉ tối giản 

     ( ) 1 1 1
( 1)( 2) 2 1

f z
z z z z

= = −
− − − −

. 

Trong miền 0 1 1z< − <  thì  ( ) ( ) ( ) ( )∑∑
∞

−=

∞

=
−−=⇒−−=

−−
−

=
− 10

11
11

1
2

1

n

n

n

n zzfz
zz

. 

Trong miền 1 1z − >  thì  
( ) ( ) ( )1

0 1

1 1 1 1
12 1 11 1

1

n n
n nz z zz

z

∞ ∞

+
= =

= = =
− ⎛ ⎞ − −− −⎜ ⎟−⎝ ⎠

∑ ∑  
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( )
( ) ( )∑∑

∞

=

∞

= −
=

−
−

−
=⇒

21 1
1

1
1

1
1

n
n

n
n zzz

zf . 

1.5.6.2. Điểm bất thường cô lập 

Định nghĩa 1.12: Nếu hàm ( )zf  giải tích trong hình vành khăn Raz <−<0  và không 

giải tích tại a thì a được gọi là điểm bất thường cô lập hay kỳ dị cô lập của hàm ( )zf .  

Theo định lý 1.19 có thể khai triển thành chuỗi Laurent của hàm trong hình vành khăn ứng 
với điểm bất thường cô lập. Có ba trường hợp xảy ra: 

a. Nếu khai triển Laurent của hàm chỉ có phần đều, nghĩa là  

( ) ( ) ( ) +−+−+= 2
210 azcazcczf   

thì tồn tại ( ) 0lim czf
az

=
→

. Do đó nếu đặt ( ) 0caf =  thì ( )f z  giải tích trong hình tròn 

Raz <− . Vì vậy a được gọi là điểm bất thường bỏ được. 

b.   Nếu phần chính chỉ có một số hữu hạn các số hạng, nghĩa là  

( )
( )

( ) ( ) +−+−++
−

++
−

= −− 2
210

1 azcazcc
az

c
az

c
zf n

n   

trong đó 0≠−nc  thì a được gọi là cực điểm và n  được gọi là cấp của cực điểm. Cực điểm 
cấp 1 được gọi là cực điểm đơn. 

c. Nếu phần chính có vô số số hạng thì a được gọi là điểm bất thường cốt yếu. 

Ví dụ 1.20:   +−+−=
!7!5!3

sin
753 zzzzz   +−+−=⇒

!7!5!3
1sin 642 zzz

z
z

  

Vậy 0=z  là điểm bất thường bỏ được. 

 Hàm ( ) ( )( )
1

1 2
f z

z z
=

− −
  trong ví dụ 1.19 có 1=z  là cực điểm cấp 1. 

 Hàm   +++++= n
z

znzz
e

!
1

!2
111 2

1

  có 0=z  là điểm bất thường cốt yếu. 

1.6. THẶNG DƯ VÀ ỨNG DỤNG 

1.6.1. Định nghĩa thặng dư 

Giả sử ( )zf  giải tích trong hình vành khăn { }0K z z a R= < − <  có a  là điểm bất 

thường cô lập. Từ hệ quả 2 của định lý 1.10 ta suy ra rằng tích phân lấy theo mọi đường cong kín 
C bất kỳ bao điểm a  nằm trong hình vành khăn K là một số phức không phụ thuộc vào đường C. 
Ta gọi số phức này là thặng dư của ( )zf  tại a , ký hiệu 

    ( ) ( )1Res ;
2 C

f z a f z dz
iπ

=⎡ ⎤⎣ ⎦ ∫                (1.67) 
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1.6.2. Cách tính thặng dư 

a. Từ công thức khai triển Laurent của hàm trong hình vành khăn RazK <−<0:   (công 

thức (1.67)), ta có 

    ( ) 1Res ;f z a c−=⎡ ⎤⎣ ⎦             (1.68) 

trong đó 1−c  là hệ số của số hạng ứng với 
az −

1  trong khai triển Laurent của hàm ( )f z . 

Chẳng hạn, từ ví dụ 1.19 ta có 
( )( )

1Res ;1 1
1 2z z

⎡ ⎤
= −⎢ ⎥− −⎣ ⎦

 

b. Thặng dư tại cực điểm đơn 

Nếu a là cực điểm đơn của ( )zf  thì 

    ( ) ( ) ( )Res ; lim
z a

f z a z a f z
→

= −⎡ ⎤⎣ ⎦                (1.69) 

Đặc biệt, nếu  ( ) ( )
( )z
zzf

ψ
ϕ

=  thỏa mãn điều kiện ( ) ( ) ( ) 0',0,0 ≠ψ=ψ≠ϕ aaa  thì 

    
( )
( )

( )
( )

Res ;
'

z a
a

z a
ϕ ϕ
ψ ψ

⎡ ⎤
=⎢ ⎥

⎣ ⎦
            (1.70) 

Ví dụ 1.21:  
2

1 1Res ; 2 lim 1
( 1)( 2) 1zz z z→

⎡ ⎤
= =⎢ ⎥− − −⎣ ⎦

.  [ ] ( )
( )'

0

cos 0
Res cotg ;0 1

sin
z

z
z

=

= = . 

c. Thặng dư tại cực điểm cấp m 

Giả sử a là cực điểm cấp m của ( )zf  thì  

( ) ( ) ( )
1

1
1Res ; lim

( 1)!

m
m

mz a

df z a z a f z
m dz

−

−→
⎡ ⎤= −⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦−

       (1.71) 

Ví dụ 1.22:  
2

3 2 32 2

1 1 1 1 2 1Res ; 2 lim lim
( 2) 2! 2! 8z z

d
z z dz z z→− →−

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎛ ⎞− = = = −⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥+ ⎣ ⎦ ⎝ ⎠⎣ ⎦
. 

1.6.3. Ứng dụng của  lý thuyết thặng dư 

Định lý 1.21: Cho miền đóng D  có biên là D∂ . Giả sử ( )zf  giải tích trong D , ngoại trừ 

tại một số hữu hạn các điểm bất thường cô lập Daa n ∈,...,1 . Khi đó  

   ( ) ( )
1

2 Res ;
n

k
kD

f z dz i f z aπ
=∂

= ⎡ ⎤⎣ ⎦∑∫               (1.72) 

Ví dụ 1.23: Tính tích phân  2( 1)( 3)

z

C

eI
z z

=
− +∫ , trong đó 
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a. C là đường tròn: 
2
3

=z . 

b. C là đường tròn: 10=z . 

Giải: Hàm 2)3)(1( +− zz
ez

 có 1=z  là cực điểm đơn và 3−=z  cực điểm kép. 

 2 21
Res ;1 lim

( 1)( 3) ( 3) 16

z z

z

e e e
z z z→

⎡ ⎤
= =⎢ ⎥− + +⎣ ⎦

, 

3

2 21 1

1 1 1 5Res ; 3 lim lim
( 1)( 3) 1! 1 1 ( 1) 16

z z
z

z z

e d e ee
z z dz z z z

−

→ →

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
− = = − = −⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− + − − −⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

a. Khi C là đường tròn 
2
3

=z  thì trong C hàm đã cho chỉ có một cực điểm 1=z .  

Vậy  
816

2 ieeiI π
=π= . 

b. Khi C là đường tròn. 10=z  thì trong C hàm đã cho có hai cực điểm 1=z  và 3−=z . 

Do đó  
( )

3

43

8
5

16
5

16
2

e
eieeiI −π

=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−π=

−
. 

1.6.4. Áp dụng lý thuyết thặng dư để tính các tích phân thực  

1.6.4.1. Tính tích phân   
( )
( )∫

∞

∞−

= dx
xQ
xPI  , trong đó ( ) ( )xQxP ,  là hai đa thức thực. 

Bổ đề: Giả sử hàm ( )zf  giải tích trong nửa mặt phẳng 0Im ≥z , trừ ra tại một số hữu hạn 
các điểm bất thường cô lập và thoả mãn:  

     ( ) 0lim
;0Im

=
∞→≥

zzf
zz

                (1.73) 

Khi đó  ( ) 0lim =∫∞→
RCR

dzzf ,  trong đó { }0Im, ≥=∈= zRzzCR � . 

Định lý 1.22: Giả sử ( ) ( )zQzP ,  là hai đa thức hệ số thực biến phức, bậc của ( )zP  lớn hơn 

bậc của ( )zQ  ít nhất là hai. Nếu ( ) �∈∀≠ xxQ ,0  và naa ,...,1  là các cực điểm nằm trong nửa 

mặt phẳng 0Im >z  của phân thức ( ) ( )
( )zQ
zPzR = . Khi đó 

   ( ) ( )
1

2 Res ;
n

k
k

R x dx i R z aπ
∞

=−∞

= ⎡ ⎤⎣ ⎦∑∫                          (1.74) 
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Ví dụ 1.24:  Tính tích phân  
( )22

0 1

dxI
x

∞

=
+

∫ . 

Giải: Hàm ( )
( ) ( ) ( )2 2 22

1 1

1
R z

z i z iz
= =

− ++
 có cực điểm kép iz =  nằm trong nửa mặt 

phẳng 0Im >z . Vậy  

( ) ( )2 2 2 32 2

1 1 1 1 22 Res ; lim
2 2 ( ) (2 ) 41 1 z i

dx dI i i i i
dz z i ix z

ππ π π
∞

→
−∞

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ −⎢ ⎥= = ⋅ = = =⎢ ⎥⎢ ⎥ +⎣ ⎦+ +⎣ ⎦
∫ . 

1.6.4.2. Tích phân dạng  ( )cosR x xdxβ
∞

−∞
∫ ,  ( )sinR x xdxβ

∞

−∞
∫  

Hai tích phân trên là phần thực và phần ảo của tích phân  ( ) i xR x e dxβ
∞

−∞
∫ . 

Bổ đề: Giả sử hàm ( )zf  giải tích trong nửa mặt phẳng 0Im ≥z , trừ tại một số hữu hạn các 
điểm bất thường cô lập và thoả mãn:  

 ( ) Rk Cz
R
Mzf ∈∀≤ , ;  Mk ,0>  là hằng số     (1.75)  

thì  ( ) 0lim =∫ λ

∞→
RC

zi
R

dzzfe , với mọi 0>λ .  Trong đó { }0Im, ≥=∈= zRzzCR � . 

Định lý 1.23: Giải sử ( )
)(
)(

zQ
zPzR =  là một phân thức hữu tỷ thoả mãn các điều kiện sau: 

i. )(zR  giải tích trong nửa mặt phẳng 0Im >z  ngoại trừ tại một số hữu hạn các cực điểm 

naa ,...,1 . 

ii. )(zR  có thể có m cực điểm mbb ,...,1  trên trục thực và ( ) i xR x e β  khả tích tại những 
điểm này. 

iii.  Bậc của )(zQ  lớn hơn bậc của )(zP  ít nhất là 1. 

Khi đó 

( ) ( ) ( )
1 1

2 Res ; Res ;
n m

i x i z i z
k k

k k
R x e dx i R z e a i R z e bβ β βπ π

∞

= =−∞

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= +⎣ ⎦ ⎣ ⎦∑ ∑∫        (1.76) 

Ví dụ 1.25: Tính tích phân  2 2
0

cos , ( , 0)xI dx a
x a

λ λ
∞

= >
+∫ . 

Giải: Vì hàm dưới dấu tích phân là hàm chẵn nên 
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2 2 2 2 2 2
1 cos 1 1Re Re 2 Res ;
2 2 2 2

i x i x ax e e eI dx dx i ai
x a x a x a a

λ λ λλ ππ
∞ ∞ −

−∞ −∞

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎡ ⎤
= = = =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎜ ⎟+ + +⎣ ⎦⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∫ ∫ . 

Ví dụ 1.26: Tính tích phân  ∫
∞

=
0

sin dx
x

xI . 

Giải: Vì hàm dưới dấu tích phân là hàm chẵn nên 
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
== ∫∫

∞

∞−

∞

∞−

dx
x

edx
x

xI
ix

Im
2
1sin

2
1 . 

Hàm 
z

zR 1)( =  thoả mãn các điều kiện của định lý 1.23, có cực điểm đơn duy nhất 0=z  

trên trục thực. Do đó  ( )1 1Im Res ;0 Im
2 2 2

izeI i i
z

ππ π
⎛ ⎞⎡ ⎤

= = =⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟⎣ ⎦⎝ ⎠
. 

1.6.4.3. Tích phân dạng  ( )∫
π2

0
sin,cos dxnxnxR . 

Đặt ixez =  thì 
iz
dzdx

i
zznxzznx

nnnn
=

−
=

+
=

−−
,

2
sin,

2
cos  

Khi x  biên thiên từ π→ 20  thì ixez =  vạch lên đường tròn đơn vị C theo chiều dương. Vì 
vậy 

  ( )
2

0

cos ,sin ,
2 2

n n n n

C

z z z z dzR nx nx dx R
i iz

π − −⎛ ⎞+ −
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ ∫           (1.77) 

Ví dụ 1.27: Tính tích phân  ∫
π

+
=

2

0 sin35 x
dxI  

Giải: Vì hàm số 
( )izizziz 3

3
3

2

1
3

103

2
2 +⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+

 chỉ có một cực điểm đơn 
3
iz −=  nằm 

trong đường tròn đơn vị C, do đó 

2 2

1 2 22 Res ;
3 1 10 10 3 25 3 1 3 1
2 3 3

C C

dz dz iI i
i iizz z z z z

i z

ππ

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥= = = − =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎢ ⎥+ − + − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

∫ ∫ . 

1.7. PHÉP BIẾN ĐỔI Z 

Dựa vào tính chất xác định duy nhất của hàm số giải tích trong hình vành khăn Rzr <<  

bởi dãy các hệ số trong khai triển Laurent của nó (1.66) - định lý 1.19, người ta xây dựng phép 
biến đổi Z và sử dụng để biểu diễn các tín hiệu rời rạc qua các hàm giải tích trong hình vành khăn. 
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Phép biến đổi Z có rất nhiều ứng dụng trong lý thuyết xử lý tín hiệu và lọc số, vì nói chung việc 
khảo sát các hàm giải tích sẽ thuận lợi và dễ dàng hơn so với khảo sát các dãy rời rạc.   

1.7.1. Định nghĩa phép biến đổi Z  

Định nghĩa 1.13: Biến đổi Z của dãy tín hiệu { }∞ −∞=nnx )(  là hàm phức 

   ( )∑∑
∞

−∞=

−
∞

−∞=

− ==
n

n

n

n znxznxzX 1)()()(        (1.78) 

Miền hội tụ của chuỗi (1.78) là miền xác định của biến đổi Z. 

Trường hợp dãy tín hiệu { }∞ −∞=nnx )(  chỉ xác định với 0≥n , nghĩa là ( ) 0,x n =  0n∀ < , 
khi đó biến đổi Z  của tín hiệu này được gọi là biến đổi một phía.  

Ví dụ 1.28: Tìm biến đổi Z  cúa tín hiệu  
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

>
≤<∞−=
30
32)(

n
nnx

n

 nÕu

 nÕu  

Giải:  ∑∑∑
−

−∞=

−

−∞=

−
∞

−∞=

− ++++===
1

23

3
212482)()(

n

nn

n

nn

n

n z
zzz

zznxzX . 

Đổi  nm −=  vào chuỗi cuối cùng vế phải ở trên ta được: 

 ,
2

2

2
1

1
2

2121
01

1

zz
zzz

m

m

m

mm

n

nn
−

=
−

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=+=+ ∑∑∑

∞

=

∞

=

−
−

−∞=

− với 2<z .  

Vậy  
zzzz

zX
−

+++=
2

2248)( 23   với 20 << z . 

1.7.2. Miền xác định của biến đổi Z  

Để tìm miền xác định của phép biến đổi Z  ta có thể áp dụng tiêu chuẩn Cauchy hoặc tiêu 
chuẩn D'Alembert (định lý 1.14, công thức (1.62)). 

Ta tách chuỗi vô hạn hai phía thành tổng của 2 chuỗi:  

                       ( ) )()()()()( 21
1 zXzXznxznxzX

n

n

n

n +=== ∑∑
∞

−∞=

−
∞

−∞=

− . 

trong đó ( )∑
∞

=

−=
0

1
1 )()(

n

n
znxzX , ( ) ∑∑

∞

=

−

−∞=

− −==
1

1
1

2 )()()(
m

m

n

n
zmxznxzX (đặt nm −= ). 

 Có hai tiêu chuẩn sau về miền xác định của )(zX .  

♦ Tiêu chuẩn D'Alembert 

Nếu   

      
)(

)1(
lim

nx
nx

r
n

+
=

∞→
  và  

)1(
)(

lim1
+

=
∞−→ nx

nx
R n

                          (2.79) 
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thì )(zX  xác định khi Rzr << . 

♦ Tiêu chuẩn Cauchy 

Nếu  

         n
n

nxr )(lim
∞→

=   và  n
n

nx
R

−
∞−→

= )(lim1
                    (2.80) 

thì )(zX  xác định khi Rzr << . 

Trong ví dụ 1.28: 3,0)( >∀= nnx   0=⇒ r . 

2
1

2
2

)1(
)(3,2)( 1 ==
+

⇒≤∀=
+n

n
n

nx
nxnnx  

hoặc   20,
2
12)( =⇒<∀==

−− Rnnx
n nn  

Vậy biến đổi Z có miền xác định  20 << z .  

Ví dụ 1.29: Tìm biến đổi Z của tín hiệu xác định bởi 
n

nx ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

4
3)( .  

 ( ) ∑∑
∞

=

∞

=

−

−
=

−
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

00

1
1 34

4

4
31

1
4
3

4
3)(

n

n

n

nn

z
z

z
z

zzX ,   với 1
4
3

<
z

 hay 
4
3

>z . 

 ( ) ( ) ∑∑∑
∞

=

−

−∞=

−
−−

−∞=

− ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛==

1

1
1

1
1

2 4
3

4
3)()(

m

m

n

nn

n

n zzznxzX   (đặt nm −= ) 

 
z

z
zz

z

m

m

34
31

34
41

4
31

11
4

3

0 −
=−

−
=−

−
=−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= ∑

∞

=
,  với 1

4
3

<
z

 hay 
3
4

<z . 

Vậy  ( )( )zz
z

z
z

z
zzX

3434
7

34
3

34
4)(

−−
=

−
+

−
= ,  với   

3
4

4
3

<< z . 

Ta cũng thấy rằng  
4
3

4
3lim)(lim =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛==

∞→∞→
n

n

n
n

n
nxr . 

  
3
4

4
3

4
3lim

4
3lim)(lim =⇒=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

∞→
−

−

∞−→
−

∞−→
Rnx n

n

n
n

n

n
n

n
. 

1.7.3. Biến đổi Z ngược 

 Theo định lý 1.19, mỗi hàm phức )(zX  giải tích trong hình vành khăn Rzr << , 

( ∞≤<≤ Rr0 ) đều có thể khai triển thành chuỗi Laurent: 
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∑
∞

−∞=
=

n

n
n zczX )(    với  1

1 ( )
2n n

C

X zc dz
i zπ += ∫ , 

C  là đường cong kín bao quanh gốc O  và nằm trong hình vành khăn Rzr << .   

Đặt ncnx −=)(   thì   

∑
∞

−∞=

−=
n

nznxzX )()(    với  11( ) ( )
2

n

C

x n z X z dz
iπ

−= ∫ .          (2.81) 

Theo (2.81) { }∞ −∞=nnx )(  xác định duy nhất bởi )(zX  được gọi là biến đổi ngược của biến 

đổi Z  của )(zX . 

Tương tự khai triển Laurent, do tính chất duy nhất của khai triển hàm số giải tích trong hình 
vành khăn Rzr <<  thành tổng của chuỗi lũy thừa nên ta có thể sử dụng phương pháp tính trực 

tiếp theo công thức (2.81) hoặc các phương pháp khai triển thành chuỗi lũy thừa để tìm biến đổi 
ngược của phép biến đổi Z . 

Ví dụ 1.30: Hàm 2
2

1
2 2 12( ) 17 32 7 3 32

22 2

z zX z
z z zzz z

−+ +
= = = +

− + −⎛ ⎞ −− +⎜ ⎟
⎝ ⎠

  giải tích tại mọi 

1 , 3
2

z ≠ . Vì vậy ta có thể tìm biến đổi ngược trong 3 miền sau: 

a. Miền  1
2

z < : 

0

1 1
0 0 0

1 1 1 1 1( ) 2 2 2
1 2 3 3 3 33 1

3

n
n n n n n n

n n n
n n n n

zX z z z z
zz

∞ ∞ ∞
− −

+ − +
= = = =−∞

− ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + = − = − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟− ⎛ ⎞ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠−⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑ ∑ ∑  

Vậy   1

12 0
( ) 3

0 0

n
n n

x n
n

−
− +

⎧ − −∞ < ≤⎪= ⎨
⎪ >⎩

nÕu 

nÕu 
. 

b. Miền  1 3
2

z< < : 

0
1

0 0 1

1 1 1 1( ) 2 2 3
1 2 3 32 1 3 1
2 3

n
n n n n n n

n
n n n n

zX z z z z
z zz

z

∞ ∞ ∞
− − − − − −

= = = =−∞

− − −
= + = − = − −

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑ ∑ ∑ ∑ . 

Vậy   
13 0

( )
2 0

n

n

n
x n

n

−

−

⎧ − −∞ < ≤⎪= ⎨
− >⎪⎩

nÕu 

nÕu 
. 
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c. Miền  3 z< : 

1

0 0 1 1

1 1 1 1( ) 2 3 2 3
1 3 22 1 1
2

n n n n n n n n

n n n n

X z z z z z
z zz z

z z

∞ ∞ ∞ ∞
− − − − − − −

= = = =

− −
= + = + = − +

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑ ∑ ∑ ∑ Vậy 

  
1

0 0
( )

3 2 1n n

n
x n

n− −

−∞ < ≤⎧
= ⎨

− ≥⎩

nÕu 

nÕu 
. 

TÓM TẮT 

Dạng tổng quát của số phức 

   z x iy= + , trong đó ,x y  là các số thực; 12 −=i . 

Dạng lượng giác, dạng mũ của số phức 

( )cos sinz x iy r iϕ ϕ= + = + ,  iz z e ϕ= . 

Trong đó 2 2z r OM x y= = = + , Argz 2 ,k π kϕ= + ∈ � . 

−ε lân cận của �∈0z :  ( ) { }ε<−∈=ε 00 zzzzB � . 

Miền 

Điểm 0z  được gọi là điểm trong của E  nếu tồn tại một lân cận của 0z  nằm hoàn toàn 
trong E . Tập chỉ gồm các điểm trong được gọi là tập mở. 

D  là tập liên thông nếu với bất kỳ 2 điểm nào của D  cũng có thể nối chúng bằng một 
đường cong liên tục nằm hoàn toàn trong D . 

Một tập mở và liên thông được gọi là miền. 

Hàm biến phức 

Một hàm biến phức xác định trên tập con D  của �  hoặc �  là một quy luật cho tương ứng 
mỗi số phức Dz∈ với một hoặc nhiều số phức w , ký hiệu ( ) Dzzfw ∈= , . 

iyxz +=  và ( ) ivuzfw +==    thì 
( )
( )⎩

⎨
⎧

=
=

yxvv
yxuu

,
,

. Gọi ( )yxu ,  là phần thực, ( )yxv ,  là 

phần ảo của hàm )(zf . 

   ( )
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

=

⇔+=

→

→

→ 0
),(),(

0
),(),(

00 ),(lim

),(lim

lim

00

00

0
vyxv

uyxu

ivuzf

yxyx

yxyx

zz
  

Hàm phức liên tục khi và chỉ khi phần thực, phần ảo là hai hàm thực hai biến liên tục. 

Hàm khả vi, điều kiện Cauchy-Riemann. Hàm giải tích       

Nếu tồn tại đạo hàm 
( ) ( )

z
zfzzfzf

z Δ
−Δ+

=
→Δ 0

lim)('  ta nói hàm khả vi tại z . 
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Nếu hàm phức ( ) ( ) ( )yxivyxuzfw ,, +==  khả vi tại iyxz +=  thì phần thực ( )yxu ,  và 

phần ảo ( )yxv ,  có các đạo hàm riêng tại ),( yx  và thỏa mãn điều kiện Cauchy-Riemann 

( ) ( )

( ) ( )
⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

∂
∂

−=
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

yx
x
vyx

y
u

yx
y
vyx

x
u

,,

,,
 

Ngược lại, nếu phần thực ( )yxu , , phần ảo ( )yxv ,  khả vi tại ),( yx  và thỏa mãn điều kiện 

Cauchy-Riemann thì ( )zfw =  khả vi tại iyxz +=  và 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )yx
y
uiyx

y
vyx

x
viyx

x
uzf ,,,,'

∂
∂

−
∂
∂

=
∂
∂

+
∂
∂

= .   

Hàm đơn trị ( )zfw =  khả vi trong một lân cận của z  được gọi là giải tích tại z . Nếu 

( )zf  khả vi tại mọi điểm của D thì ta nói ( )zf  giải tích trong D. ( )zf  giải tích trong D  nếu nó 

giải tích trong một miền chứa D . 

Phép biến hình bảo giác 

Phép biến hình ( )zfw =  được gọi là bảo giác tại z  nếu thoả mãn hai điều kiện sau: 

i. Bảo toàn góc giữa hai đường cong bất kỳ qua điểm z ( kể cả độ lớn và hướng).  

ii. Có hệ số co dãn không đổi tại z , nghĩa là mọi đường cong đi qua điểm này đều có hệ số 
co dãn như nhau qua phép biến hình. 

Phép biến hình ( )zfw =  được gọi là bảo giác trong miền D nếu nó bảo giác tại mọi điểm 
của miền này.  

Nếu hàm ( )zfw =  khả vi tại z  và ( ) 0' ≠zf  thì phép biến hình thực hiện bởi hàm 

( )zfw =  bảo giác tại điểm z , đồng thời ( )zf 'arg  là góc quay và ( )zf '  là hệ số co giãn tại 

điểm z  của phép biến hình đó. Nếu ( )zfw =  giải tích trong D và ( ) Dzzf ∈∀≠ ,0'  thì nó là 
một phép biến hình bảo giác trong D. 

Tích phân phức 

Giả sử ( ) ( ) ( )yxivyxuzfw ,, +==  xác định đơn trị trong miền D. L là đường cong (có thể 
đóng kín) nằm trong D có điểm mút đầu là A mút cuối là B. 

Chia L thành n đoạn bởi các điểm BzzzzA n ≡≡ ,...,,, 210  nằm trên L theo thứ tự tăng 

dần của các chỉ số. Chọn trên mỗi cung con kk zz ,1−  của đường cong L một điểm bất kỳ 

kkk iη+ξ=ζ . Đặt ,k k kz x iy= + nkzzz kkk ,1;1 =−=Δ − . 

( ) ( )∑∫
=→Δ

Δζ==
≤≤

n

k
kk

zAB
zfdzzfI

k
nk 10max

1

lim . 

( ) ∫∫∫ ++−=
ABABAB

udyvdxivdyudxdzzf . 
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Công thức tích phân Cauchy 

  Giả sử ( )zf  giải tích trong miền D (có thể đa liên) có biên là D∂ . Khi đó, với mọi 
Da∈  ta có: 

( ) ( )1
2 D

f z
f a dz

i z aπ ∂

=
−∫ ; ( ) ( )

( )
( )

1
!

2
n

n
C

f znf a dz
i z aπ +=

−∫  

tích phân được lấy theo chiều dương của D∂ . 

Chuỗi Taylor 

Chuỗi lũy thừa có dạng 
( )∑

∞

=
−

0

)(
)(

!n

n
n

az
n

af
được gọi là chuỗi Taylor của hàm ( )zf  tại a .  

1) Chuỗi luỹ thừa bất kỳ là chuỗi Taylor của hàm tổng của nó trong hình tròn hội tụ. 

2) Ngược lại, mọi hàm ( )zf  giải tích tại a  thì có thể được khai triển thành chuỗi Taylor 

trong lân cận Raz <− .   

Chuỗi Laurent 

Giả sử hàm ( )zf  giải tích trong hình vành khăn { }K z r z a R= < − < ;  

∞≤<≤ Rr0 . Khi đó chuỗi ( )∑
∞

−∞=
−

n

n
n azc , với 

( )
( ) 1

1
2n n

C

f z
c dz

i z aπ +=
−∫  được gọi là 

chuỗi Laurent của hàm đó tại a, trong đó C là đường cong kín bất kỳ nằm trong K bao quanh a . 

Thặng dư 

Giả sử ( )zf  giải tích trong hình vành khăn { }0K z z a R= < − <  có a  là điểm bất 

thường cô lập. Ta gọi số phức sau đây là thặng dư của ( )zf  tại a , ký hiệu 

( ) ( )1Res ;
2 C

f z a f z dz
iπ

=⎡ ⎤⎣ ⎦ ∫ . 

Cho miền đóng D  có biên là D∂ . Giả sử ( )zf  giải tích trong D , ngoại trừ tại một số hữu 

hạn các điểm bất thường cô lập Daa n ∈,...,1 . Khi đó  

            ( ) ( )
1

2 Res ;
n

k
kD

f z dz i f z aπ
=∂

= ⎡ ⎤⎣ ⎦∑∫ . 

Biến đổi Z 

Biến đổi Z của dãy tín hiệu{ }∞ −∞=nnx )( là hàm phức ( )∑∑
∞

−∞=

−
∞

−∞=

− ==
n

n

n

n znxznxzX 1)()()(  
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Ngược lại dãy { }∞ −∞=nnx )(  xác định bởi công thức 11( ) ( )
2

n

C

x n z X z dz
iπ

−= ∫  được gọi là 

biến đổi ngược của biến đổi Z  của )(zX . 

CÂU HỎI ÔN TẬP VÀ BÀI TẬP 

1.1. Nếu hàm phức )(zfw =  có đạo hàm tại 0z  thì có đạo hàm mọi cấp tại 0z . 

Đúng           Sai          . 

1.2. Hàm phức )(zfw =  giải tích tại 0z  thì có thể khai triển thành tổng của chuỗi lũy thừa tâm 

0z . 

Đúng           Sai          . 

1.3. Hàm phức )(zfw =  có đạo hàm khi và chỉ khi phần thực và phần ảo ( )yxu , , ( )yxv ,  có đạo 
hàm riêng cấp 1. 

Đúng           Sai          . 

1.4. Nếu 0z  là điểm bất thường cô lập của hàm phức )(zfw =  thì có thể khai triển Laurent của 

hàm số này tại 0z . 

Đúng           Sai          . 

1.5. Tích phân của hàm phức giải tích )(zfw =  trong miền đơn liên D  không phụ thuộc đường 
đi nằm trong D . 

Đúng           Sai          . 

1.6. Tích phân trên một đường cong kín của hàm phức giải tích )(zfw =  trong miền đơn liên D  
luôn luôn bằng không. 

Đúng           Sai          . 

1.7. Thặng dư của hàm phức )(zfw =  tại 0z  là phần dư của khai triển Taylor của hàm này tại 

0z . 

Đúng           Sai          . 

1.8. Hàm phức )(zfw =  có nguyên hàm khi và chỉ khi giải tích. 

Đúng           Sai          . 

1.9. Tích phân của một hàm phức )(zfw =  chỉ có một số hữu hạn các điểm bất thường cô lập 
trên một đường cong kín C  (không đi qua các điểm bất thường) bằng tổng các thặng dư của 

)(zfw =  nằm trong đường C . 

Đúng           Sai          . 

1.10. Có thể tìm được một hàm phức bị chặn và giải tích tại mọi điểm.    

Đúng           Sai          . 

1.11. Rút gọn các biểu thức sau  
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a.  ( ) ( ) ( )3523352 −++−−− iii  ,  b.  
ii 31

1
31

1
−

−
+

 ,  

 c.   
10

1
1

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
+
−

i
i ,     d.   

( )( )( )
( ) ( )3

1 2 3 4 2
1 2 1
i i i

i i
+ + −

+ −
 . 

1.12. Giải các phương trình sau 

 a.   012 =++ zz  ,    b.   0423 =−− zz  , 

1.13. Tính:    a.   3 1 i+−  ,    b.   3 2424 i+ . 

1.14. Tính quỹ tích những điểm  trong mặt phẳng phức thoả mãn 

 a.   243 =−− iz ,    b.   ( )
4

arg π
=− iz  , 

 c.   622 =++− zz ,    d.   122 −=+ zz  . 

1.15. Tính phần thực và phần ảo của các hàm số sau 

 a.   3zw =    b.   
z

w
−

=
1

1    c.   zew 3=  . 

1.16.  Cho 
z

zw 1
+= . Tìm đạo hàm )(' zw  trực tiếp từ định nghĩa. Với giá trị nào của z  thì hàm 

số không giải tích. 

1.17. Chứng minh hàm zzw =  không giải tích tại mọi z . 

1.18. Chứng minh rằng hàm 

 a.   4zw =    b.   iz
z

w ±≠
+

= ,
1

1
2    

thoả mãn điều kiện Cauchy-Riemann. Tính )(' zw  trong mỗi trường hợp trên. 

1.19. Tìm hàm phức giải tích ( ) ),(),( yxivyxuzfw +==  biết phần thực  

 a.   23 3),( xyxyxu −= ,   b.   xyxyxu 2),( 22 +−=  , 

1.20. Tìm hàm phức giải tích ( ) ),(),( yxivyxuzfw +==  biết phần ảo 

a.   22)1(
),(

yx
yyxv
++

−
= ,   b.   xxyyxv 32),( +=  , 

1.21. Tìm ảnh của các đường cong sau đây qua phép biến hình 
z

w 1
= . 

 a.   422 =+ yx ,   b.   xy =  , 

 c.   1,0,∞ ,    d.   1)1( 22 =+− yx  . 



Chương 1: Hàm biến số phức 

 51

1.22. Tìm ảnh của đường thẳng nằm trên tia π+
π

= kz
3

Arg  qua phép biến hình 
z
zw

−
+

=
1
1 . 

1.23. Cho phép biến hình tuyến tính 1)1( −+= ziw  

a. Tìm ảnh của đoạn thẳng nối iz −=11  và iz −=2 . 

b. Tìm ảnh của đường tròn 2)1( =+− iz . 

1.24. Tìm phép biến hình bảo giác biến hình tròn 1<z  thành nửa mặt phẳng 0Im >w  sao cho 

các điểm i,1,1−  biến lần lượt thành 1,0,∞ . 

1.25. Tính tích phân ∫=
C

dzzI  trong hai trường hợp sau 

a. C là đoạn thẳng nối 2 điểm 1−  và +1. 

b. C là nửa cung tròn tâm 0 nằm trong nửa mặt phẳng trên đi từ điểm 1−  đến điểm 1. 

1.26. Cho C là đường tròn 31 =−z , tính các tích phân sau: 

 a.   cos

C

z dz
z π−∫  ,    b.   

( 1)

z

C

e dz
z z +∫  . 

1.27. Tính tích phân ∫=
C

zdzI  trong đó C là đường gấp khúc có đỉnh lần lượt là ,21,2 i+−−  

2,1 i+ . 

1.28. Tính tích phân 2

sin
4
1C

z

I dz
z

π

=
−∫   trong đó C là đường tròn 0222 =−+ xyx . 

1.29. Tính tích phân 
( ) ( )3 31 1C

dzI
z z

=
+ −∫   trong các trường hợp sau: 

a. C là đường tròn 2,1 <=− RRz , 

b. C là đường tròn 2,1 <=+ RRz , 

c. C là đường tròn 1, <= RRz . 

1.30. Tìm miền hội tụ của các chuỗi sau: 

 a.   ∑
∞

=1
2 2n

n

n

n
z  ,    b.   

( )∑
∞

= +

−

0

3

3n
n

n

n
iz  . 

1.31. Viết bốn số hạng đầu trong khai triển Taylor của hàm số dưới đây tại 0z = . 

 a.   zew −= 1
1

,    b.   
z

w
−

=
1

1sin  . 
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1.32. Khai triển Laurent của hàm số 
2

1
2 −+

+
=

zz
zw  

a. Trong hình vành khăn 21 << z . 

b. Trong hình tròn 1<z . 

c. Trong miền ngoài của hình tròn 2>z .  

1.33. Tính tích phân 
( ) ( )2 21 1C

dz
z z− +∫ , C là đường tròn yxyx 2222 +=+ . 

1.34. Tính tích phân 4 1C

dz
z +∫ , C là đường tròn xyx 222 =+ . 

1.35. Tính các tích phân thực sau 

a.   ∫
∞

∞− +

+
= dx

x
xI

1
1

4

2
 ;     b.   

( )( )∫
∞

∞− ++
= 222 14 xx

dxI  .   

1.36. Tính các tích phân thực sau 

a.   ∫
∞

+
=

0
2 4

2sin dx
x

xxI  ;    b.   
( )

dx
xx

xI ∫
∞

+
=

0
22 1

sin ; 

1.37. Tính các tích phân thực sau 

a.   ∫
π

−
=

2

0 cos2 x
dxI  ;    b.   ∫

π

++
=

2

0 2cossin xx
dxI  .  

1.38. Chứng minh các tính chất sau đây của phép biến đổi Z : 

            Tín hiệu:  )(nx      Biến đổi Z  tương ứng: )(zX  

a. )()( 21 nbxnax +   )()( 21 zbXzaX +  (tính tuyến tính). 

b. )( 0nnx −    )(0 zXz n−   (tính trễ). 

c. )(nxan    ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

a
zX   (tính đồng dạng). 

d. )(nnx    
dz

zdXz )(
−   (đạo hàm ảnh)  

e. ∑
∞

−∞=
−=

k
knxkxnxnx )()()(*)( 2121   )()( 21 zXzX  (tích chập). 

1.39. Ta gọi và ký hiệu dãy tín hiệu xác định như sau là tín hiệu bước nhảy đơn vị:  
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⎩
⎨
⎧

≥
<

=
01
00

)(
n
n

nu
nÕu

nÕu
. 

Tìm biến đổi Z  của các dãy tín hiệu sau: 

a) )()( nuenx inω= .    b) )()( nunenx na−= .           c) )1()( −−−= nuanx n . 

d)  )(rect2)( nnx N
n=  , trong đó )()()(rect NnununN −−= : gọi là dãy chữ nhật. 

1.40. Tìm biến đổi Z  ngược của hàm giải tích 
)12(

4)( 3 −
=

zz
zX  trong miền 

2
1

>z . 
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CHƯƠNG II: CÁC PHÉP BIẾN ĐỔI TÍCH PHÂN 

GIỚI THIỆU 
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}

Trong chương I chúng ta đã sử dụng tính duy nhất của khai triển Laurent của hàm giải tích 
trong hình vành khăn để xây dựng phép biến đổi Z. Nhờ phép biến đổi Z ta có thể biểu diễn tín 
hiệu số  bởi hàm giải tích . Trong chương này chúng ta sẽ nghiên cứu hai phép biến 
đổi tích phân là biến đổi Laplace và biến đổi Fourier. 

{ )(nx )(zX

 Nhiều vấn đề trong kỹ thuật, trong điện tử viễn thông, trong lý thuyết mạch…, đưa về giải 
các phương trình, hệ phương trình chứa đạo hàm, tích phân của các hàm nào đó, nghĩa là phải giải 
các phương trình vi phân, tích phân hay phương trình đạo hàm riêng. Việc giải trực tiếp các 
phương trình này nói chung rất khó. Kỹ sư Heaviside là người đầu tiên đã vận dụng phép biến đổi 
Laplace để giải quyết các bài toán liên quan đến mạch điện. 

Phép biến đổi Laplace biến mỗi hàm gốc theo biến  thành hàm ảnh theo biến . Với phép 
biến đổi này việc tìm hàm gốc thoả mãn các biểu thức chứa đạo hàm, tích phân (nghiệm của 
phương trình vi phân, phương trình tích phân, phương trình đạo hàm riêng…) được quy về tính 
toán các biểu thức đại số trên các hàm ảnh. Khi biết hàm ảnh, ta sử dụng phép biến đổi ngược để 
tìm hàm gốc cần tìm. 

t s

Trong mục ta này giải quyết hai bài toán cơ bản của phép biến đổi Laplace là tìm biến đổi 
thuận, biến đổi nghịch và một vài ứng dụng của nó. 

Các hàm số trong chương này được ký hiệu là  thay cho vì 
được ký hiệu cho các tín hiệu phụ thuộc vào thời gian 

...),(),( tytx ...),(),( xgxf
)(),( tytx t . 

  Phép biến đổi Fourier hữu hạn được phát triển trên ý tưởng của khai triển hàm số tuần 
hoàn thành chuỗi Fourier, trong đó mỗi hàm số hoàn toàn được xác định bởi các hệ số Fourier của 
nó và ngược lại. Có ba dạng của chuỗi Fourier: dạng cầu phương (công thức 2.57, 2.57'), dạng cực 
(công thức 2.63) và dạng phức (công thức 2.64, 2.68). Phần 1 của mục này sẽ trình bày ba dạng 
này của chuỗi Fourier, các công thức liên hệ giữa chúng và kèm theo lời nhận xét nên sử dụng 
dạng nào trong mỗi trường hợp cụ thể. Trường hợp hàm không tuần hoàn phép biến đổi Fourier 
rời rạc được thay bằng phép biến đổi Fourier, phép biến đổi ngược duy nhất được xây dựng dựa 
vào công thức tích phân Fourier.  

Khi các hàm số biểu diễn cho các tín hiệu thì biến đổi Fourier của chúng được gọi là biểu 
diễn phổ. Tín hiệu tuần hoàn sẽ có phổ rời rạc, còn tín hiệu không tuần hoàn sẽ có phổ liên tục. 
Đối số của hàm tín hiệu là thời gian còn đối số của biến đổi Fourier của nó là tần số, vì vậy phép 
biến đổi Fourier còn được gọi là phép biến đổi biến miền thời gian về miền tần số. 

Phép biến đổi Fourier rời rạc được sử dụng để tính toán biến đổi Fourier bằng máy tính, 
khi đó các tín hiệu được rời rạc hoá bằng cách chọn một số hữu hạn các giá trị mẫu theo thời gian 
và phổ cũng nhận được tại một số hữu hạn các tần số. Tuy nhiên để thực hiện nhanh phép biến đổi 
Fourier rời rạc, người ta sử dụng các thuật toán biến đổi Fourier nhanh. 
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Hướng ứng dụng vào viễn thông: Phân tích phổ, phân tích truyền dẫn tín hiệu, ghép kênh vô 
tuyến, ghép kênh quang, đánh giá chất lượng WDM... 

NỘI DUNG 

2.1. PHÉP BIẾN ĐỔI LAPLACE 

2.1.1. Định nghĩa biến đổi Laplace 

Định nghĩa 2.1: Giả sử  là hàm số thực xác định với mọi . Biến đổi Laplace của 
hàm số  được định nghĩa và ký hiệu: 

)(tx 0>t
)(tx

                 (2.1) { } ∫
∞

−==
0

)()()( dttxesXtx stL

 Phép biến đổi Laplace của hàm số  gọi là tồn tại nếu tích phân (2.1) hội tụ với giá trị  
thuộc miền nào đó. Trường hợp ngược lại ta nói phép biến đổi Laplace của hàm số  không 
tồn tại. Phép biến đổi Laplace là thực hay phức nếu biến số  của hàm ảnh  là thực hay 
phức. 

)(tx s
)(tx

s )(sX

Theo thói quen người ta thường ký hiệu các hàm gốc bằng các chữ thường  còn 
các biến đổi của nó bằng các chữ in hoa . Đôi khi cũng được ký hiệu bởi  

.  

...),(),( tytx
...),(),( sYsX

...),(~),(~ sysx

2.1.2. Điều kiện tồn tại 

Định nghĩa 2.2: Hàm biến thực  được gọi là hàm gốc nếu thoả mãn 3 điều kiện sau: )(tx

1)  với mọi . 0)( =tx 0<t

2)  liên tục từng khúc trong miền . )(tx 0≥t

Điều này có nghĩa là, trên nửa trục thực , hàm chỉ gián đoạn loại 1 nhiều nhất tại một 
số hữu hạn các điểm. Tại các điểm gián đoạn, hàm có giới hạn trái và giới hạn phải hữu hạn. 

0≥t

3)  không tăng nhanh hơn hàm mũ khi )(tx ∞→t . Nghĩa là tồn tại  sao 
cho  

0,0 0 ≥α>M

    0,)( 0 >∀≤ α tMetx t .                         (2.2) 

0α  được gọi là chỉ số tăng của . )(tx

Rõ ràng 0α  là chỉ số tăng thì mọi số 1 0α α>  cũng là chỉ số tăng. 

Ví dụ 2.1: Hàm bước nhảy đơn vị (Unit step function) 

                  (2.3) 
⎩
⎨
⎧

≥
<

=η
01
00

)(
t
t

t
nÕu

nÕu

Hàm bước nhảy đơn vị  liên tục với mọi , không tăng hơn ở mũ với chỉ số tăng 

. 

)(tη 0≥t
00 =α
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Ví dụ 2.2: Các hàm sơ cấp cơ bản  đều liên tục và không tăng nhanh hơn hàm mũ. 
Nhưng vẫn chưa phải là hàm gốc vì không thoả mãn điều kiện 1) của định nghĩa 2.2. Tuy nhiên 
hàm số sau: 

)(tx

                 (2.4) 
⎩
⎨
⎧

≥
<

=η
0)(
00

)()(
ttx
t

ttx
nÕu

nÕu

là một hàm gốc.  

Định lý 2.1: Nếu  là hàm gốc với chỉ số tăng )(tx 0α  thì tồn tại biến đổi Laplace 

      { } ∫
∞

−==
0

)()()( dttxesXtx stL

xác định với mọi số phức  sao cho β+α= is 0α>α  và 0)(lim
)Re(

=
∞→

sX
s

. 

Hơn nữa hàm ảnh  giải tích trong miền )(sX 0)Re( α>s  với đạo hàm 

                   (2.5) ∫
∞

−−=
0

)()()(' dttxetsX st

Chứng minh: Với mọi s iα β= +  sao cho 0α α> , ta có: 0(( ) tstx t e Me )α α−− ≤  mà 

 hội tụ, do đó tích phân  hội tụ tuyệt đối. Vì vậy tồn tại biến đổi Laplace 

 và  

0( )

0

te α α
∞

−∫ dt dtetx st∫
∞

−

0
)(

)(sX
0 0 0

( ) ( ) ( ) ( )st t i t tX s x t e dt x t e e dt x t e dtα β α
∞ ∞ ∞

− − −≤ = =∫ ∫ ∫ −  

            ( ) ( )0
0

0 00 0

t
t Me MMe dt

α α
α α

α α α

∞∞ −
−≤ = =

− −∫ α
. 

Ngoài ra  
Re( )0

lim 0 lim ( ) 0
s

M X s
α α α→∞ →∞

= ⇒ =
−

. 

Tích phân  hội tụ và tích phân  dtetx st∫
∞

−

0
)( ( ) dttetxdtetx

s
stst ∫∫

∞
−

∞
− −=

∂
∂

00
)()()(  hội tụ đều 

trong miền { }1Re( )s s α≥  với mọi 1α , 1 0α α>  (theo định lý Weierstrass), suy ra hàm ảnh có 

đạo hàm ( dtetx
s

sX st∫
∞

−

∂
∂

=
0

)()(' )  tại mọi  thuộc các miền trên. Vì vậy  giải tích trong 

miền 

s )(sX

0Re( )s α> .  
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Nhận xét:  

 1. Theo định lý trên thì mọi hàm gốc đều có ảnh qua phép biến đổi Laplace. Tên gọi "hàm 
gốc" là do vai trò của nó trong phép biến đổi này.  
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}
2. Từ ví dụ 2.2, công thức (2.4) suy ra rằng mọi hàm sơ cấp cơ bản  đều có biến đổi 

Laplace 
)(tx

{ )()( ttx ηL . Tuy nhiên, để đơn giản thay vì viết đúng { })()( ttx ηL  thì ta viết tắt 
{ )(tx }L . Chẳng hạn ta viết { tsin }L  thay cho { }tt sin)(ηL , { }1L  thay cho { })(tηL .  

3. Ta quy ước các hàm gốc liên tục phải tại 0. Nghĩa là  )0()(lim
0

xtx
t

=
+→

. 

Ví dụ 2.3: Vì hàm  có chỉ số tăng )(tη 00 =α  do đó biến đổi 

{ }
ss

edte
st

st 11
00
=

−
==

∞−∞
−∫L  với mọi . 0)Re(, >ss

Ví dụ 2.4: Hàm  có chỉ số tăng tsin 00 =α  do đó biến đổi  

{ } ∫
∞

−==
0

sin)(sin dttesXt stL  tồn tại với mọi . 0)Re(, >ss

Áp dụng công thức tích phân từng phần ta được: 

( ) 2
0 0

0 0

( ) cos cos 1 sin sinst st st stX s te se t dt se t s e t dt
∞ ∞

∞ ∞− − − −= − − = − −∫ ∫  

( ) 2
2

1
1)(1)(1
s

sXsXs
+

=⇒=+⇒ . 

2.1.3. Các tính chất của phép biến đổi Laplace 

2.1.3.1. Tính tuyến tính 

Định lý 2.2: Nếu  có biến đổi Laplace thì với mọi hằng số A, B,)(,)( tytx )()( tBytAx +  
cũng có biến đổi Laplace và  

{ } { } { })()()()( tyBtxAtBytAx LLL +=+ .            (2.6) 

Ví dụ 2.5:  { } { } { }
1

45sin415sin45 2 +
+=+=+

ss
tt LLL .  

2.1.3.2. Tính đồng dạng 

Định lý 2.3: Nếu { )()( txsX }L=  thì với mọi , 0>a

{ } ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

a
sX

a
atx 1)(L  .                       (2.7) 

Ví dụ 2.6:  { }
( ) 222 1/

11sin
ω+

ω
=

+ω
⋅

ω
=ω

ss
tL .  
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2.1.3.3. Tính dịch chuyển ảnh 
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}Định lý 2.4: Nếu { )()( txsX L=  thì với mọi ∈a , 

{ } ( )asXtxeat −=)(L .                     (2.8) 

Ví dụ 2.7:   { } { }
as

ee atat
−

=⋅=
11LL .  { } 222

ch
ω−

=
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ +

=ω⇒
ω−ω

s
seet

tt
LL ; 

{ } 222
sh

ω−

ω
=

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ −

=ω
ω−ω

s
eet

tt
LL .   { } 22)(

sin
ω+−

ω
=ω

as
teatL . 

2.1.3.4. Tính trễ 

Định lý 2.5: Nếu { )()( txsX }L=  thì với mọi ∈a , 

{ } ( )sXeatxat sa−=−−η )()(L .             (2.9) 

Đồ thị của hàm  có được bằng cách tịnh tiến đồ thị của  dọc theo 
trục hoành một đoạn bằng . Nếu  biểu diễn tín hiệu theo thời gian  thì  biểu diễn 
trễ  đơn vị thời gian của quá trình trên. 

)()( atxat −−η )()( txtη
a )(tx t )( atx −

a

 

 

 

 

 

 

)()( txtη  )()( atxat −−η  

t  O  

x  

t  O  

x  

a  

Ví dụ 2.8:   { }
s

eat
as−

=−η )(L . 

Ví dụ 2.9:  Hàm xung (Impulse) là hàm chỉ khác không trong một khoảng thời gian nào đó. 

                       (2.10) 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

>
<<ϕ

<
=

bt
btat

at
tx

nÕu

nÕu

nÕu

0
)(

0
)(

Hàm xung đơn vị trên đoạn [ ]: ba ;

)()(
0
1
0

)(, btat
bt

bta
at

tba −η−−η=
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

>
<<

<
=η

nÕu

nÕu

nÕu

                 (2.11) 

Hàm xung bất kỳ (2.10) có thể biểu diễn qua hàm xung đơn vị   

  ,( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )a bx t t a t t b t t tη ϕ η ϕ η ϕ= − − − =                (2.12) 
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          { } { } { }, ( ) ( ) ( )
as bs

a b
e et t a t a

s
η η η

− −−
= − − − =L L L . 

 

 

 

 

 

 

 
t  t  

x  x  

O  O  a  a  b  b  

)(tϕ  
1  
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Ví dụ 2.10:  Tìm biến đổi Laplace của hàm bậc thang   
x

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

<<
<<
<<

><

=

321
214
102

300

)(

t
t
t

tt

tx

nÕu

nÕu

nÕu

hoÆcnÕu

  

0,1 1,2 2,3( ) 2 ( ) 4 ( ) ( )x t t t tη η η= + +  

[ ] [ ] [ ])3()2(

 

2  

4  

1 

1 2  3 O  t  
 )1()1(24)1()(2 −η−−− −η+ − η − + ηη−η= tttt tt

)3()2(3)1(2)(2 −η−−η−−η+η= tttt . 

Do đó  { }
s

eeetx
sss 32322)(

−−− −−+
=L . 

Ví dụ 2.11:  Tìm biến đổi Laplace của hàm xung    
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

π>
π<<

<
=

t
tt

t
tx

nÕu

nÕu

nÕu

0
0sin

00
)(

Theo công thức (2.12) ta có thể viết  

)sin()(sin)(sin)(sin)()( π−π−η+η=π−η−η= tttttttttx . 

Vậy  { }
1

1
11

1)( 222 +

+
=

+
+

+
=

π−π−

s
e

s
e

s
tx

ss
L . 

2.1.3.5. Biến đổi của đạo hàm 

Định lý 2.6: Giả sử hàm gốc  có đạo hàm  cũng là hàm gốc. Nếu )(tx )(' tx { })()( txsX L=  
thì   

{ } ( ) )0()(' xssXtx −=L .                       (2.13) 

Tổng quát hơn, nếu  có đạo hàm đến cấp  cũng là hàm gốc thì )(tx n
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{ } ( )( ) 1 2 ( 1)( ) (0) '(0) (0)n n n n nx t s X s s x s x x− − −= − − − −L .          (2.14) 

Ví dụ 2.12:   { } 2222

'
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Hệ quả: Với giả thiết của định lý 2.6 thì )0()(lim
)Re(

xssX
s

=
∞→

. 

Chứng minh: Áp dụng định lý 2.1 cho đạo hàm  ta có .   )(' tx 0)0()(lim
)Re(

=−
∞→

xssX
s

2.1.3.6. Biến đổi Laplace của tích phân 

Định lý 2.7: Nếu hàm gốc  có )(tx { })()( txsX L=  thì hàm số  cũng là 

hàm gốc và   

∫=ϕ
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2.1.3.7. Đạo hàm ảnh 

Định lý 2.8: Giả sử  là một hàm gốc có )(tx { })()( txsX L=  thì   

{ } ( ) ( )sX
ds
dtxt n

n
nn 1)( −=L .                         (2.16) 
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Ví dụ 2.14: Hàm dốc  
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Ví dụ 2.15:  Hàm xung tam giác đơn vị  

 60



Chương 2: Các phép biến đổi tích phân 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

>
≤≤−
≤≤

<

=Λ

20
212
10

00

)(

t
tt
tt

t

t

nÕu

nÕu

nÕu

nÕu

 

[ ] ( )[ ])2()1(2)1()()( −η−−η−+−η−η=Λ ttttttt  

        )2()2()1()1(2)( −η−+−η−−η= tttttt . 

{ } ( )
2

2

2

2

22
121)(

s
e

s
e

s
e

s
t

sss −
=+−=Λ⇒

−−−
L . 

2.1.3.8. Tích phân ảnh 

Định lý 2.9: Giả sử 
t
tx )(  là một hàm gốc (chẳng hạn  là một hàm gốc và tồn tại )(tx

t
tx

t

)(lim
0+→

 hữu hạn).  Đặt { } ∈= stxsX ,)()( L  thì   
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⎭
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t
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Hàm tích phân sin: 0,sinSi
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>= ∫ tdu
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t

 có biến đổi Laplace 
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ut 1arctg1sin
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2.1.3.9. Biến đổi Laplace của hàm tuần hoàn 

Định lý 2.10: Giả sử  là một hàm gốc tuần hoàn chu kỳ  thì   )(tx 0>T

{ } sT

T
st

e

dttxe

txsX
−

−

−
==
∫

1

)(

)()( 0L .                            (2.18) 

Ví dụ 2.17:  Tìm biến đổi Laplace của hàm gốc tuần hoàn chu kỳ  sau: 02 >a
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2.1.3.10. Ảnh của tích chập 

Định nghĩa 2.3: Tích chập của hai hàm số ( ), ( ); 0x t y t t ≥  là hàm số được ký hiệu và xác 
định bởi công thức 

    
0

( ) ( ) ( ) ( )
t

x t y t x u y t u du∗ = −∫             (2.19) 

Tính chất: 

♦ ( ) ( ) ( ) ( )x t y t y t x t∗ = ∗    (tích chập có tính giao hoán)   

♦ Nếu  là hai hàm gốc thì tích chập của chúng )(),( tytx ( ) ( )x t y t∗  cũng là hàm gốc. 

Định lý 2.11: Nếu { })()( txsX L= , { })()( tysY L=  thì 

 { }( ) ( ) ( ) ( )x t y t X s Y s∗ =L                        (2.20) 

Ngoài ra nếu cũng là hàm gốc thì ta có công thức Duhamel: )('),(' tytx

 { } { }(0) ( ) '( ) ( ) ( ) (0) ( ) '( ) ( ) ( )x y t x t y t x t y x t y t sX s Y s+ ∗ = + ∗ =L L           (2.21) 

Ví dụ 2.17:  { } { } { } 2 2
1 1sin sin

1
t t t t

s s
∗ = ⋅ = ⋅

+
L L L  

   
( ) { }2 22 2

1 1 1 sin
11

t t
s ss s

= = − = −
++
L . 

Do tính duy nhất của biến đổi ngược (định lý 2.12) ta suy ra:  . tttt sinsin* −=

2.1.4. Phép biến đổi Laplace ngược 

Từ ví dụ 2.17 cho thấy cần thiết phải giải bài toán ngược: Cho hàm ảnh, tìm hàm gốc. 
Trong mục này ta sẽ chỉ ra những điều kiện để một hàm nào đó là hàm ảnh, nghĩa là tồn tại hàm 
gốc của nó, đồng thời cũng chỉ ra rằng hàm gốc nếu tồn tại là duy nhất. 

Định nghĩa 2.4: Cho hàm , nếu tồn tại  sao cho )(sX )(tx { } )()( sXtx =L  thì ta nói  

là biến đổi ngược của , ký hiệu 

)(tx

)(sX { })()( 1 sXtx −= L .  

2.1.4.1. Tính duy nhất của biến đổi ngược 

Định lý 2.12: Nếu  là một hàm gốc với chỉ số tăng )(tx 0α  và { } )()( sXtx =L  thì tại mọi 

điểm liên tục t  của hàm  ta có: )(tx
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     dssXe
i

tx
i

i

st∫
∞+α

∞−α
π

= )(
2
1)(                                     (2.22)  

trong đó tích phân ở vế phải được lấy trên đường thẳng α=)Re(s  theo hướng từ dưới lên, với α  

là số thực bất kỳ lớn hơn 0α .  

Công thức (2.22) được gọi là công thức tích phân Bromwich. 

Công thức Bromwich cho thấy biến đổi Laplace ngược nếu tồn tại thì duy nhất.  

2.1.4.2. Điều kiện đủ để một hàm có biến đổi ngược 

Định lý 2.1 cho thấy không phải mọi hàm phức giải tích nào cũng có biến đổi ngược. Chẳng 

hạn hàm  không thể là ảnh của hàm gốc nào vì 2)( ssX = ∞=
∞→

)(lim
)Re(

sX
s

. 

Định lý sau đây cho ta một điều kiện đủ để hàm giải tích có biến đổi ngược 

Định lý 2.13: Giả sử hàm phức  thoả mãn 3 điều kiện sau: )(sX

i.  giải tích trong nửa mặt phẳng )(sX 0)Re( α>s , 

ii. RMsX ≤)(  với mọi  thuộc đường tròn s Rs =  và 0lim =
∞→

R
R

M , 

iii. Tích phân  hội tụ tuyệt đối. dssX
i

i
∫
∞+α

∞−α

)(

Khi đó  có biến đổi ngược là hàm gốc  cho bởi công thức (2.22). )(sX )(tx

Độc giả có thể tìm hiểu chứng minh định lý 2.12, định lý 2.13 trong Phụ lục C  của [2] hoặc  
định lý1 trang 29 của [5]. 

2.1.4.3. Một vài phương pháp tìm hàm ngược 

a.  Sử dụng các tính chất của biến đổi thuận và tính duy nhất của biến đổi ngược 

Từ tính duy nhất của biến đổi ngược, ta suy ra rằng tương ứng giữa hàm gốc và hàm ảnh 
là tương ứng 1-1 . Vì vậy ta có thể áp dụng các tính chất đã biết của phép biến đổi thuận để 
tìm hàm ngược. 
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b.  Khai triển thành chuỗi lũy thừa 
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Ví dụ 2.19:  
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trong đó  là hàm Bessel bậc 0 (xem chương III). 0J

c.  Sử dụng thặng dư của tích phân phức 

Với điều kiện của định lý 2.13 thì  có biến 
đổi ngược  xác định bởi công thức Bromwich 
(2.22).  
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đều nằm trong phần của mặt phẳng được giới hạn bởi 
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Đặc biệt nếu 
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sPsX = , trong đó bậc của đa thức  lớn hơn bậc của đa thức . 

Giả sử  chỉ có các không điểm đơn là  và chúng không phải là không điểm của 

 thì ta có công thức Heavyside: 
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Ví dụ 2.20: Tìm hàm gốc 
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Giải: Hàm ảnh 
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Ví dụ 2.21: Tìm hàm gốc 
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Giải: Hàm ảnh 
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d.  Tìm hàm gốc của các phân thức hữu tỉ 

Mọi phân thức hữu tỉ có dạng 
)(
)()(

sQ
sPsX = , trong đó bậc của  lớn hơn bậc của  

đều có thể phân tích thành tổng của các phân thức tối giản loại I và loại II.  

)(sQ )(sP
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♦ Các phân thức hữu tỉ loại II:  
( )2 2( )

n
Ms N

s a ω

+

+ +
,  ∈ω,,, aNM . 

Sử dụng tính chất dịch chuyển ảnh ta có thể đưa các phân thức tối giản loại II về một trong 
hai dạng sau:   
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s ω+
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( )2 2

1
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♦  Trường hợp ,  từ ví dụ 2.6 và ví dụ 2.12 ta có: 1=n
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♦ Trường hợp :     3=n
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Ví dụ 2.22: Hàm ảnh ở ví dụ 2.21. 
( )

2

2

3 3 2( )
( 2) 4 8

s sX s
s s s

+ +
=

− + +
 có thể phân tích thành tổng 

các phân thức tối giản 

 
4)2(

1
4)2(

)2(2
2

1
84

32
2

1)( 222 ++
−

++

+
+

−
=

++

+
+

−
=

ss
s

sss
s

s
sX  

( )
2

1 2 2
2

3 3 2 1( ) 2 cos 2 sin 2
2( 2) 4 8

t t ts s 2x t e e
s s s

− −
⎧ ⎫+ +⎪ ⎪= = +⎨ ⎬

− + +⎪ ⎪⎩ ⎭
L t e t−− . 

Ví dụ 2.25: Tìm hàm gốc của 3

2

)2)(1(
11155)(

−+

−−
=

ss
sssX  . 
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2.1.5. Ứng dụng của biến đổi Laplace 

2.1.5.1. Ứng dụng của biến đổi Laplace để giải phương trình vi phân tuyến tính 

a.  Phương trình vi phân tuyến tính hệ số hằng 

 )(011

1

1 tyxa
dt
dxa

dt
xda

dt
xda n

n

nn

n

n =++++
−

−

−    (2.31) 

thỏa mãn điều kiện đầu  

1
)1(

10 )0(,...,)0(',)0( −
− === n

n xxxxxx                (2.32) 
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Ta tìm nghiệm là hàm gốc bằng cách đặt { })()( txsX L= , { })()( tysY L= .  

Áp dụng công thức biến đổi Laplace của đạo hàm (2.13), (2.14) với điều kiện đầu (2.32), 

                { } )()( 00 sXatxa =L

              { } ( )011 )()(' xssXatxa −=L         

                           .. ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ...          

        { } ( )( ) 1
0 2( ) ( )n n n

n n na x t a s X s s x sx x−
1n− −= − − − −L .                           (2.33) 

Thay vào (2.31) ta được 

( ) ( )1 1
1 1 0 0 1( ) ( )n n n n

n n n na s a s a s a X s Y s x a s a s a− −
− −+ + + + = + + + +2

1
−  

                                ( )2 3
1 1 2

n n
n n n 1 nx a s a s a x a− −

− −+ + + + + + . 

Vậy phương trình ảnh có dạng:  
)(

)()()()()()()(
sA

sBsYsXsBsYsXsA +
=⇒+= .  

Ảnh ngược  là nghiệm cần tìm. { )()( 1 sXtx −= L }

Ví dụ 2.27: Tìm nghiệm của phương trình:  thỏa mãn điều kiện đầu 

. 

txxx sin"2)4( =++

0)0()0(")0(')0( )3( ==== xxxx

Giải:  Phương trình ảnh: ( )
( )

4 2
2 32

1 12 1 ( ) ( )
1 1

s s X s X s
s s

+ + = ⇒ =
+ +

. 

Áp dụng công thức (2.30) ta có nghiệm  { } ( )2
1

3 sin 3 cos
( ) ( )

8
t t t

x t X s−
− −

= =L
t

. 

Ví dụ 2.28: Tìm nghiệm của phương trình:  thỏa mãn điều kiện đầu texx =+" 1)1( =x , 
. 0)1(' =x

Giải: Bằng cách đặt   ta đưa điều kiện đầu 1−= tu 1=t  về điều kiện đầu . 0=u

Đặt )()1()( txuxuy =+= . Sử dụng quy tắc đạo hàm hàm hợp ta có: 

dt
dx

du
dt

dt
dx

du
dx

du
dy

=⋅== , tương tự 2

2

2

2

dt
xd

du
yd
= . 

Do đó phương trình đã cho có thể viết lại tương ứng:   với điều kiện 
đầu . 

1)()(" +=+ ueuyuy
0)0(',1)0( == yy

Đặt .    { } { } ssYsuyuysY −=⇒= )()(")()( 2LL

Phương trình ảnh: ( ) ( )
2

22
1 ( ) ( )

1 1( 1) 1
e es Y s s Y s

s ss s
+ = + ⇒ = +

s
− +− +

. 
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ueueeeuy
s

e

s
se

s

e

sY u sin
2

cos
2

1
2

)(
1

2
12

1
)1(

2)( 22 +⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+=⇒

+
−

+
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+

−
=⇒ . 

Vậy phương trình đã cho có nghiệm  )1sin(
2

)1cos(
2

1
2
1)( −+−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+= teteetx t . 

b. Hệ phương trình vi phân tuyến tính hệ số hằng 

Ví dụ 2.29: Tìm nghiệm của hệ phương trình vi phân:   

      với điều kiện đầu  . 
⎩
⎨
⎧

−=
−=

xyy
yxx

2'
32'

⎩
⎨
⎧

=
=

3)0(
8)0(

y
x

Giải: Đặt { })()( txsX L= , { })()( tysY L=   { } { } 3)(,8)( −=−=⇒ sYtysXtx LL .  

Thay vào hệ phương trình trên ta có hệ phương trình ảnh: 

         hay       
⎩
⎨
⎧

−=−
−=−
XYsY

YXsX
23

328

⎩
⎨
⎧

=−+
=+−

3)1(2
83)2(

YsX
YXs

Giải hệ phương trình ảnh ta có nghiệm: 

  

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−
−

+
=

−+
−

=

−
+

+
=

−+
−

=

4
2

1
5

)4)(1(
223

4
3

1
5

)4)(1(
178

ssss
sY

ssss
sX

       
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=

+=
⇒

−

−

.25)(

35)(
4

4

tt

tt

eety

eetx

c.  Phương trình vi phân tuyến tính hệ số biến thiên 

Ví dụ 2.31: Giải phương trình 4 0t x" x' tx+ + =  

Đặt { }X( s ) x( t )= L  thì  { }4 4 dXtx( t )
ds

= −L ,  { } 0x'( t ) sX x( )= −L . 

{ } ( )2 20 0 2d dtx"( t ) s X sx( ) x'( ) sX s x( )
ds ds

= − − = − − +L 0X . 

Phương trình ảnh:  22 0 0 4dX dXsX s x( ) sX x( )
ds ds

− − + + − − = 0 . 

Hay  2
24

4
dX dX s( s ) sX ds
ds X s

+ = ⇒ =
+

. 

Giải phương trình này ta được:   
2 4
CX( s )

s
=

+
. 

Nghiệm của phương trình là hàm gốc  1
02

2
4

Cx( t ) CJ ( t )
s

− ⎧ ⎫
= =⎨ ⎬

+⎩ ⎭
L . 

Để xác định C ta thay  vào 2 vế của đẳng thức trên: 0t = 00 0x( ) CJ ( ) C= = . 

Vậy nghiệm của phương trình là: 00 2x( t ) x( )J ( t )= . 
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2.1.5.2. Ứng dụng của biến đổi Laplace để giải phương trình tích phân 

Xét phương trình tích phân dạng tích chập 

∫ =−+
t

tfCduutkuxBtxA
0

)()()()(           (2.34) 

CBA ,,  là các hằng số,  là các hàm gốc. )(),( tktf

Giải phương trình (2.34) là tìm tất cả các hàm thực  thỏa mãn đẳng thức với  mọi )(tx t  
thuộc một miền nào đó. 

Giả sử  là hàm gốc. Đặt )(tx { })()( txsX L= , { })()( tfsF L= , { })()( tksK L= . 

Phương trình ảnh  
)(

)(
)()()()()(

sKBA
sFC

sXsFCsKsXBsXA
+

=⇒=+ . 

Nghiệm 

  
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+
= −

)(
)(

)( 1
sKBA

sFC
tx L     (2.35) 

Ví dụ 2.33:  Giải phương trình tích phân Abel: 

0

( ) ( ) ; 0 1
( )

t x u du f t
t u α α= < <
−∫ . 

Giải:  Ta có 1,0 === CBA ; { } 1
(1 )( )K s t
s

α
α
α−

−
Γ −

= =L . 

          Do đó 
1( )( ) ( )

( ) (1 )
F s sX s F
K s

α

α

−

= =
Γ −

s . Nghiệm của phương trình { })()( 1 sXtx −= L . 

Chẳng hạn 21 , ( ) 1
2

f t tα = = + t+   thì 2 3
1 1 2(1 ) , ( )F s
s s s

α πΓ − = = + + . 

( )2

2
5

2
3

2
132 863

3
1)(2111211)( tt

t
tx

sss
sss

ssX ++
π

=⇒
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

++
π

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++

π
=⇒ . 

2.1.5.3. Ứng dụng của biến đổi Laplace để giải các bài toán mạch điện 

Một số bài toán về tính toán các mạch điện được đưa về giải phương trình vi phân, phương 
trình tích phân, hoặc phương trình đạo hàm riêng… Vì vậy, nếu chuyển qua ảnh của biến đổi 
Laplace thì việc giải các bài toán sẽ đơn giản hơn. 

Giả sử trên một đoạn mạch có điện trở R , một cuộn dây có hệ số tự cảm L  và một tụ điện 
có điện dung . C

R  L  C  i⎯⎯→  

1u  2u  3u  4u  
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Gọi  là hiệu điện thế của hai đầu đoạn mạch,  là cường độ dòng điện của mạch tại 
thời điểm t .  và  thỏa mãn các đẳng thức sau: 

)(tu )(ti
)(tu )(ti

)()( 12 tiRuutu =−= ;  
dt

tdiLuu )(
23 =− ;   

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
+=− ∫ 0

0
34 )(1 qdtti

C
uu

t
.     (2.36) 

Đặt { })()( tisI L= , { })()( tusU L=  thì )0()( isI
dt

tdi
−=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧L ,

s
q

s
Iqdtti

t
0

0
0

)( +=
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+∫L . 

Trong đó  là điện lượng ban đầu (0q 0=t ) trên các thành tụ điện. Trong các bài toán đóng 

mạch các điều kiện ban đầu đều bằng 0: 0)0(,00 == iq . Lúc đó tỉ số giữa điện thế ảnh và cường 

độ ảnh gọi là trở kháng ảnh 
I

UZ = . Như vậy các trở kháng ảnh của điện trởR , cuộn dây có hệ số 

tự cảm L  và tụ điện có điện dung  tương ứng là: C

  
Cs

ZLsZRZ 1;; ===        (2.37) 

Khi tính toán một mạng gồm nhiều mạch điện kín ta áp dụng định luật thứ nhất của 
Kirchoff (Kiếchốp) cho từng nút và định luật thứ hai cho từng mạch kín, sau đó chuyển các 
phương trình tìm được sang phương trình ảnh. 

Áp dụng hai định luật Kirchoff ta có thể tìm trở kháng ảnh tương đương của mạch mắc nối 
tiếp và mạch song song cơ bản sau: 

 Trở kháng ảnh tương đương Z  của hai trở kháng mắc nối tiếp bằng tổng hai 
trở kháng này. 

21, ZZ

1Z  2Z  

A  B  C  

 

 

 

Gọi lần lượt là hiệu điện thế giữa A, B; B, C  và A, C. theo định luật 1 Kirchoff ta 
có . Chuyển qua ảnh 

uuu ,, 21

21 uuu += IZIZZIUUU 2121 +=⇒+= . Vậy 

     21 ZZZ +=           (2.38) 

 Nghịch đảo của trở kháng ảnh tương đương của hai trở kháng mắc song song 
bằng tổng nghịch đảo hai trở kháng này. 

21, ZZ

1Z  

2Z  

A  B  

1I  

2I  

I  
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Gọi lần lượt là cường độ ảnh trong mạch 1, mạch 2 và mạch chính. U  là điện thế 
ảnh giữa A và B.  

III ,, 21

Áp dụng định luật 2 Kirchoff tại nốt A ta có 21 III +=  ⇒  
21 Z

U
Z
U

Z
U

+= . Vậy: 

   
21

111
ZZZ

+=                     (2.39) 

Ví dụ 2.34: Một tụ điện có điện dung C  được nạp điện có điện lượng . Tại thời điểm 

, ta mắc nó vào 2 mút của 1 cuộn dây có điện cảm 
0q

0=t L . Tìm điện lượng  của tụ điện và 
cường độ  của dòng điện trong mạch tại thời điểm .  

)(tq
)(ti 0t >

Giải: Áp dụng định luật Kirchoff thứ nhất cho mạch vòng ta có: 

C  

L  

i    01
0

0
=

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
++ ∫ qdti

Cdt
diL

t
. 

Vì 
dt
dqti =)(  nên phương trình trên trở thành 

001
2

2

0
0

2

2
=+⇒=

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
++ ∫ C

q
dt

qdLqdt
dt
dq

Cdt
qdL

t
. 

Đặt { )()( tqsQ }L= , vì 0)0()0(',)0( 0 === iqqq . Do đó ta có phương trình ảnh: 

( )
CL

s

sqQ
C
QsqQsL

1
0

2
00

2

+
=⇒=+− .  

Vậy  
CL
t

CL
q

dt
dqti

CL
tqtq sin)(;cos)( 0

0 −=== . 

2.2. PHÉP BIẾN ĐỔI FOURIER 

2.2.1. Chuỗi Fourier  

2.2.1.1. Khai triển Fourier của hàm tuần hoàn chu kỳ 2π  

Định nghĩa 2.5: Cho  là một hàm tuần hoàn chu kỳ 2)(tx π , chuỗi 

( )0

1
cos sin

2 n n
n

a a nt b n
∞

=
+ +∑ t                              (2.40) 

có các hệ số xác định bởi 

...,2,1;sin)(;cos)(1;)(1 2

0

2

0

2

0
0 ==

π
=

π
= ∫∫∫

πππ
nntdttxbntdttxadttxa nn      (2.41) 
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 được gọi là chuỗi Fourier của hàm . Các hệ số (2.41) gọi là hệ số Fourier.  )(tx

Có thể chứng minh được rằng nếu  

∑
∞

=
++=

1

0 sincos
2

)(
n

nn ntbntaatx       (2.42) 

thì các hệ số  là các hệ số Fourier (2.41) của hàm .  nn baa ,,0 )(tx

Ngược lại mọi hàm thỏa mãn điều kiện Dirichlet thì có thể khai triển thành chuỗi Fourier. 

Định lý 2.14 (Định lý Dirichlet): Giả sử hàm  tuần hoàn chu kỳ , đơn điệu từng 
khúc và bị chặn (gọi là điều kiện Dirichlet), tại các điểm gián đoạn ta ký hiệu 

)(tx π2

    
2

)0()0()( −++
=

txtxtx                 (2.43) 

Khi đó chuỗi Fourier hội tụ và có đẳng thức (2.42), trong đó )0(),0( −+ txtx  lần lượt là 
giới hạn phải và giới hạn trái của  tại )(tx t .  

2.2.1.2. Khai triển Fourier của hàm tuần hoàn chu kỳ lT 20 =  

Chuỗi Fourier của hàm  tuần hoàn chu kỳ có dạng:   )(tx l2

  0

1
( ) cos sin

2 n n
n

a n nx t a t b
l l

tπ π∞

=

⎛= + +⎜
⎝ ⎠

∑ ⎞
⎟                          (2.44) 

Các hệ số Fourier được tính theo công thức sau: 

...,2,1;sin)(1;cos)(1;)(1 2

0

2

0

2

0
0 =

π
=

π
== ∫∫∫ ntdt

l
ntx

l
btdt

l
ntx

l
adttx

l
a

l

n

l

n

l
     (2.45) 

Nhận xét: 

1. Hàm tuần hoàn chu kỳ  là một trường hợp đặc biệt của hàm tuần hoàn chu kỳ , vì 
vậy các nhận xét sau đây được giả thiết là hàm tuần hoàn chu kỳ . Ngoài ra do tính 
chất tích phân của hàm tuần hoàn nên các hệ số Fourier (2.45) cũng có thể tính như sau: 

π2 l2
l2

;cos)(1;)(1 22

0 ∫∫
++ π

==
cl

c
n

cl

c

tdt
l

ntx
l

adttx
l

a  

     cntdt
l

ntx
l

b
cl

c
n ∀=

π
= ∫

+
...,2,1;sin)(1 2

                                (2.46) 

2.  Nếu  là hàm lẻ tuần hoàn chu kỳ  thì )(tx l2 t
l

ntx πcos)(  là hàm lẻ và t
l

ntx πsin)(  là 

hàm chẵn, do đó các hệ số Fourier (2.44) thỏa mãn 

...,2,1;sin)(2;0
0

0 =
π

=== ∫ ntdt
l

ntx
l

baa
l

nn                          (2.47) 
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3.  Nếu  là hàm chẵn tuần hoàn chu kỳ  thì )(tx l2 t
l

ntx πcos)(  là hàm chẵn và 

t
l

ntx πsin)(  là hàm lẻ, do đó các hệ số Fourier (2.44) thỏa mãn 

...,2,1;cos)(2;)(2;0
00

0 =
π

=== ∫∫ ntdt
l

ntx
l

adttx
l

ab
l

n

l

n              (2.48) 

4. Giả sử  là hàm xác định, bị chặn và đơn điệu từng khúc trong khoảng . Ta có 
thể mở rộng thành hàm tuần hoàn chu kỳ 

)(tx ( ba , )
abl −=2 . Do đó có thể khai triển thành 

chuỗi Fourier, các hệ số Fourier được tính như sau 
)(tx

                             ;2cos)(2;)(2
0 ∫∫ −

π
−

=
−

=
b

a
n

b

a

tdt
ab

ntx
ab

adttx
ab

a  

     ...,2,1;2sin)(2
=

−
π

−
= ∫ ntdt

ab
ntx

ab
b

b

a
n                                        (2.49) 

5.  Giả sử  là hàm xác định, bị chặn và đơn điệu từng khúc trong khoảng . Khi đó 

ta có thể mở rộng thành hàm chẵn hoặc hàm lẻ tuần hoàn chu kỳ . Nếu mở rộng thành 
hàm chẵn thì các hệ số Fourier được tính theo công thức (2.48) và nếu mở rộng thành 
hàm lẻ thì các hệ số Fourier được tính theo công thức (2.47). 

)(tx ( l,0 )
l2

2.2.1.3. Dạng cực của chuỗi Fourier (Polar Fourier Series)                     

Từ công thức (2.42) nếu ta đặt   

   220
0 ;

2 nnn baA
a

A +==                       (2.50) 

và góc π<ϕ≤ϕ 20, nn  xác định bởi 

   
n

n

n

n
A
b

A
a −

=ϕ=ϕ nn sin,cos                     (2.51) 

thì công thức (2.42) có thể viết lại 

∑∑
∞

=

∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ϕ+
π

+=
π

+
π

+=
1

0
1

0 cossincos
2

)(
n

nn
n

nn t
l

nAAt
l

nbt
l

naatx          (2.52) 

Công thức (2.42) được gọi là chuỗi Fourier dạng cầu phương (Quadrature Fourier Series).  
Công thức (2.52) được gọi là chuỗi Fourier dạng cực của . )(tx

2.2.1.4. Dạng phức của chuỗi Fourier (Complex Fourier Series)                     

Sử dụng công thức Euler (1.8) và thay vào (2.42) ta được 

( )
int int int int

0 0

1 1
( ) cos sin

2 2 2n n n n
n n

a a e e e ex t a nt b nt a b
i

− −∞ ∞

= =

⎛ ⎞+ −
= + + = + +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑ 2
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       ∑
∞

=

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+=
1

intint0
222 n

nnnn eibaeibaa
 

Vậy ta có thể viết chuỗi Fourier dưới dạng phức  

                                (2.53) ∑
∞

−∞=
=

n
nectx int)(

trong đó các hệ số Fourier phức  xác định như sau  nc

        hoặc       
0 0 / 2

( ) /
( )

n n n

n n n

c a
c a ib
c a ib−

=⎧
⎪ = −⎨
⎪ = +⎩

2
/ 2 n

0 02

( )
n n n

n n

a c
a c c
b i c c

−

−

=⎧
⎪ = +⎨
⎪ = −⎩

          (2.54) 

Các hệ số Fourier phức (2.54) có thể tính trực tiếp 

    cdtetxc
c

c
n ∀

π
= ∫

π+
− ,)(

2
1 2

int                     (2.55) 

Hàm tuần hoàn chu kỳ  có khai triển Fourier dạng phức  lT 20 =

  ∑
∞

−∞=

π

=
n

t
l

ni
nectx )( , cdtetx

l
c

lc

c

t
l

ni
n ∀= ∫

+ π
−

,)(
2
1 2

  (2.56) 

Nếu ký hiệu 
0

0
1

T
f =  là tần số cơ bản của hàm tuần hoàn chu kỳ  thì công thức (2.68) 

được biểu diễn 

0T

  ,  02( ) i n f t
n

n
x t c e π

∞

=−∞

= ∑ 0

2
21 ( ) ,

2

c l
i n f t

n
c

c x t e dt
l

π
+

− c= ∀∫                         (2.57) 

Định lý 2.15: Đối với mọi hàm  tuần hoàn chu kỳ )(tx lT 20 =  thoả mãn điều kiện 
Dirichlet thì có đẳng thức Parseval   

   ∑∫
∞

−∞=

+

=
n

n

Tc

c
cdttx

T
22

0

0

)(1
        (2.58) 

Nhận xét: Công thức (2.44), (2.52), (2.56) cho thấy dạng cực, dạng phức và dạng cầu 
phương của chuỗi Fourier là hoàn toàn tương đương, nghĩa là từ dạng này ta có thể biểu diễn duy 
nhất qua dạng kia và ngược lại. Vậy thì dạng nào được ứng dụng tốt nhất? Câu trả lời phụ thuộc 
vào từng trường hợp cụ thể. Nếu bài toán thiên về giải tích thì sử dụng dạng phức sẽ thuận lợi hơn 
vì việc tính các hệ số  dễ hơn. Tuy nhiên khi đo các hàm dạng sóng được thực hiện trong 
phòng thí nghiệm thì dạng cực sẽ thuận tiện hơn, vì các thiết bị đo lường như vôn kế, máy phân 
tích phổ sẽ đọc được biên độ và pha. Dùng các kết quả thí nghiệm đo được, các nhà kỹ thuật có 

nc
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thể vẽ các vạch phổ một phía là các đoạn thẳng ứng với mỗi giá trị biên độ  tại tần số nA

0
0 T

nnffn == .           

2.2.2. Phép biến đổi Fourier hữu hạn          

2.2.2.1. Định nghĩa phép biến đổi Fourier hữu hạn 

Biến đổi Fourier hữu hạn của tín hiệu rời rạc { }∞ −∞=nnx )(  là  

            (2.59) { } 2( ) ( ) ( ) i nf

n
X f x n x n e π

∞
−

=−∞
= = ∑F

nếu chuỗi ở vế phải hội tụ. 

Công thức biến đổi ngược 

{ }
1

1

0

( ) ( ) ( ) i nf2x n X f X f e π−= = ∫F df                   (2.60) 

Ví dụ 2.36: Tìm biến đổi Fourier hữu hạn của tín hiệu rời rạc )(rect)( nnx N= , N là 1 số tự 
nhiên.     

Giải:  
21

2 2
2

0

1( ) ( )
1

i NfN
i nf i nf

i f
n n

eX f x n e e
e

π
π π

π

−∞ −
− −

−
=−∞ =

−
= = =

−
∑ ∑  

  
f
fNe

ee
ee

e
e fNi

fifi

NfiNfi

fi

Nfi

π
π

=
−

−
⋅= −π−

π−π

π−π

π−

π−

sin
sin)1( . 

Nhận xét: 

1. Trong công thức biến đổi Fourier 2.59, 2.60 đối số  được ký hiệu cho tần số. Có tài 
liệu không biểu diễn biến đổi Fourier qua miền tần số mà qua miền 

f
ω  như sau 

{ }( ) ( ) ( ) i n

n
X x n x n e ωω

∞
−

=−∞
= = ∑F , { }

2
1

0

1( ) ( ) ( )
2

i nx n X X e
π

ω dω ω
π

−= = ∫F ω        (2.61) 

2. Hai cách biểu diễn này tương ứng với nhau qua phép đổi biến số . fπ=ω 2

3. Một điều kiện đủ để tín hiệu rời rạc { }∞ −∞=nnx )(  tồn tại biến đổi Fourier hữu hạn là  

∞<∑
∞

−∞=n
nx )( . 

4. Công thức biến đổi ngược (2.60), (2.61) là khai triển Fourier dạng phức của hàm ( )X f  

(hoặc ( )X ω ) . Vì vậy biến đổi ngược tồn tại khi ( )X f  (hoặc ( )X ω ) thỏa mãn điều 
kiện Dirichlet. 
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2.2.2.2. Tính chất của phép biến đổi Fourier hữu hạn  

  Tương tự phép biến đổi Laplace, phép biến đổi Fourier hữu hạn có các tính chất sau: 

1.  Tuyến tính:    

       { } { } { }( ) ( ) ( ) ( )Ax n By n A x n B y n+ = +F F F                     (2.62) 

2.  Trễ:    

             { } { } 02
0( ) ( ) ( ) ( )i n fX f x n x n n e Xπ−= ⇒ − =F F f .                 (2.63) 

3.  Dịch chuyển ảnh:  

{ } { }02
0( ) ( ) ( ) ( )i nfX f x n e x n X f fπ= ⇒ =F F − .                (2.64) 

4.  Điều chế:  

{ }
0 02 2

0
0

( ) (( ) cos(2 ) ( )
2 2

i nf i nf X f f X f fe ex n nf x n
π π

π
−⎧ ⎫ − + ++

= =⎨ ⎬
⎩ ⎭

F F 0 )
.      (2.65) 

5.  Liên hợp phức:     { } 2( ) ( ) ( ) i nf

n
X f x n x n e π

∞
−

=−∞

= = ∑F

 { } 2 2( ) ( ) ( ) ( )i nf i nf

n n
x n x n e x n e Xπ π

∞ ∞
−

=−∞ =−∞

⇒ = = =∑ ∑F f−           (2.66) 

Do đó nếu  thực thì  )(nx ( ) ( )X f X f= − . 

6.  Biến số đảo:     { } 2( ) ( ) ( ) i nf

n
X f x n x n e π

∞
−

=−∞

= = ∑F

     { } 2 2 ( )( )( ) ( ) ( ) (i nf i n f

n n
)x n x n e x n e Xπ π

∞ ∞
− − − −

=−∞ =−∞

⇒ − = − = − = −∑ ∑F f             (2.67) 

7.  Tích chập:     

            { } { } { }( ) ( ) ( ) ( )x n y n x n y n∗ = ⋅F F F                                 (2.68) 

8.  Tích chập ảnh:     

        { } { } { }( ) ( ) ( ) ( )x n y n x n y n⋅ = ∗F F F                              (2.69) 

9.  Biến đổi của hàm tương quan  

⇒−= ∑
∞

−∞=m
yx nmymxnr )()()(, { }, ( ) ( ) ( )x yr n X f Y f=F         (2.70)  

Nếu  thực thì  )(),( nynx ⇒−= ∑
∞

−∞=m
yx nmymxnr )()()(, { }, ( ) ( ) ( )x yr n X f Y f= −F . 

10. Định lý Weiner-Khinchin:          
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 { } 2
, ( ) ( )x xr n X f=F .                                     (2.71) 

11. Đạo hàm ảnh:    

         { } { } ( )( ) ( ) ( )
2
i d X fX f x n nx n

dfπ
= ⇒ = ⋅F F                    (2.72) 

12. Đẳng thức Parseval: 

1

0

( ) ( ) ( ) ( )
n

x n y n X f Y f df
∞

=−∞

= −∑ ∫ ;
1 22

0

( ) ( )
n

x n X f
∞

=−∞

=∑ ∫ df .          (2.73) 

2.2.3. Phép biến đổi Fourier 

2.2.3.1. Công thức tích phân Fourier 

Định lý 2.16: Nếu hàm  khả tích tuyệt đối trên toàn bộ trục thực ( ) và 

thoả mãn điều kiện Dirichlet thì có đẳng thức 

)(tx ∞<∫
∞

∞−

dttx |)(|

   ∫∫
∞

∞−

∞
−λλ

π
= dutuuxdtx )(cos)(1)(

0

   (2.74) 

Công thức (2.74) được gọi là công thức tích phân Fourier.                                       

Vì hàm cosin là hàm chẵn và sin là hàm lẻ nên từ công thức (2.74) ta có: 

∫∫∫
∞

∞−

∞

∞−

∞
−λλ

π
=λλ= dutuuxddFtx )(cos)(

2
1)()(

0

 

       ( ) ∫∫∫∫
∞

∞−

−λ−
∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−

λ
π

=−λ−−λλ
π

= dueuxddutuituuxd tui )()(
2
1)(sin)(cos)(

2
1     (2.74) 

(2.74) được gọi là công thức tích phân Fourier phức.  

Chú ý: 

1. Các công thức trên đã sử dụng quy ước (2.43) tại những điểm không liên tục. 

2. Nếu  là hàm chẵn thì   )(tx

    ∫∫
∞∞

λλλ
π

=
00

cos)(cos2)( uduuxtdtx .                (2.76) 

3. Nếu  là hàm lẻ thì   )(tx

         ∫∫
∞∞

λλλ
π

=
00

sin)(sin2)( uduuxtdtx .         (2.77) 
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4. Các công thức tích phân Fourier, định lý 2.16 được phát biểu và chứng minh cho trường 
hợp  là hàm thực. Tuy nhiên do tính chất tuyến tính của tích phân nên các kết quả 
trên vẫn còn đúng cho trường hợp hàm phức biến thực  khả tích tuyệt đối có phần 
thực, phần ảo thỏa mãn điều kiện Dirichlet.  

)(tx
)(tx
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25. Nếu đổi biến 2 f d dfλ π λ= ⇒ = π , thay vào công thức (2.75) ta được 

2 ( ) 2 2( ) ( ) ( )i f u t i fu i ftx t df x u e du x u e du e dfπ π
∞ ∞ ∞ ∞

− − −

−∞ −∞ −∞ −∞

⎛ ⎞
= = ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ ∫ ∫ ∫ π

∈

       (2.78) 

2.2.3.2. Định nghĩa phép biến đổi Fourier                       

Định nghĩa 2.6: Giả sử hàm  khả tích tuyệt đối trên trục thực và thỏa mãn điều kiện 
Dirichlet. Biến đổi Fourier (viết tắt là FT) của  là  

)(tx
)(tx

{ } 2( ) ( ) ( ) ,i ftX f x t x t e dt fπ
∞

−

−∞

= = ∫F      (2.79) 

Trong kỹ thuật, nếu  là hàm dạng sóng (waveform) theo thời gian  thì )(tx t ( )X f  được gọi 
là phổ hai phía của  (two - sided spectrum), còn tham số  chỉ tần số, có đơn vị là Hz.  )(tx f

Từ công thức tích phân Fourier (2.78) ta có công thức biến đổi ngược 

   { }1( ) ( ) ( ) i ft2x t X f X f e π
∞

−

−∞

= = ∫F df               (2.80) 

Hàm ảnh qua phép biến đổi Fourier ( )X f  có thể viết dưới dạng cực    

    ( )( ) ( ) i fX f X f e ϕ=                                  (2.81)           

trong đó    

    ( ) ( ) ( )X f X f X= f   ,   ( ) ( )f X fϕ = ∠              (2.82) 

được gọi dạng biên độ - pha của phép biến đổi.           

Cặp ( ), ( )x t X f được gọi là cặp biến đổi Fourier.  

2.2.3.3. Tính chất của phép biến đổi Fourier  

a. Tương tự các tính chất (2.63)-(2.73) của phép biến đổi Fourier hữu hạn, phép biến đổi 
Fourier có các tính chất được tổng kết trong bảng sau:               

  (2.83)  

Tính chất Hàm  )(tx Biến đổi Fourier ( )X f  

1. Tuyến tính )()( 21 tBxtAx +  1 2( ) ( )AX f BX f+  
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2. Đồng dạng )(atx  ( )1 /
| |

X f a
a

 

3. Liên hợp )(tx  ( )X f−  

4. Đối ngẫu ( )X t  )( fx −  

5. Trễ )( dTtx −  2 ( )di Te Xπ− f  

6. Dịch chuyển ảnh )(02 txe tfi π  0( )X f f−  

7. Điều chế tftx 02cos)( π  0 0
1 1( ) (
2 2

)X f f X f f− + +  

8. Đạo hàm  
n

n

dt
txd )(  ( )2 (ni f X fπ )  

9. Tích phân ∫
∞−

t
duux )(  

1 1( ) (0) ( )
2 2

X f X f
i f

δ
π

+  

10. Đạo hàm ảnh )(txt n  ( ) ( )2
n

n
n

d X fi f
df

π −−  

11. Tích chập 1 2 1 2( ) ( ) ( )x x t x u x t u du
∞

−∞

∗ = −∫  1 2( ) ( )X f X f  

12. Tích )()( 21 txtx  1 2( ) ( )X f X f∗  

Hàm  trong tính chất 9. là hàm Dirac (xem ví dụ 2.40).          δ

b. Từ định nghĩa biến đổi Fourier (2.79) ta nhận thấy rằng nếu  là hàm thực chẵn thì 
biến đổi Fourier của nó cũng là hàm thực chẵn. Kết hợp với tính chất đối ngẫu 4. ta có thể chuyển 

đổi vai trò của  và 

)(tx

)(tx ( )X f  cho nhau, nghĩa là  

{ } { }( ) ( ) ( ) ( )X f x t X t x= ⇒ =F F f                (2.84) 

2.2.3.4. Định lý Parseval và định lý năng lượng Rayleigh 

Nếu  là hai hàm bình phương khả tích (gọi là hàm kiểu năng lượng) thì ta có 
đẳng thức Parseval 

)(),( 21 txtx

            1 21 2( ) ( ) ( ) ( )x t x t dt X f X f df
∞ ∞

−∞ −∞

=∫ ∫                                  (2.85) 

Khi   ta có định lý năng lượng Rayleigh )()()( 21 txtxtx ==
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22

1( ) ( )x t dt X f df
∞ ∞

−∞ −∞

=∫ ∫                (2.86) 

Như vậy có thể thay thế việc tính năng lượng trong miền thời gian bằng việc tính năng 
lượng trong miền tần số.  

2.2.3.5. Biến đổi Fourier của các hàm đặc biệt 

Ví dụ 2.37:  Xung vuông đơn vị 

                      (2.87) 
⎩
⎨
⎧

>
<

=Π
2/1||0
2/1||1

)(
t
t

t
nÕu

nÕu

1 / 2

1 / 2

1/ 2
2

1/ 2

2

2

1 0
1 0

( ) sin( ) 00
i ft i ft

i f

e

f
f

f e dt f ff f

π π

π

π
π

−

−

−

−

−

=⎧
=⎧⎪⎪ ⎪Π = = =⎨ ⎨ ≠≠⎪ ⎪⎩⎪⎩

∫

nÕu
nÕu

nÕunÕu
     

Đặt 

        
1 0

sin ( ) sin( ) 0

t
c t t t

t
π

π

=⎧
⎪= ⎨

≠⎪⎩

nÕu

nÕu
                           (2.88) 

Ta có: { } )(sin)( fct =ΠF . Áp dụng tính chất b. công thức (2.84) ta cũng có 

     { } )()(sin ftc Π=F . 

Ví dụ 2.38:  Xung tam giác đơn vị   

                (2.89) 
⎩
⎨
⎧

>
<−

=Λ
1||0
1||||1

)(
t
tt

t
nÕu

nÕu

Áp dụng quy tắc tích phần từng phần ta được 

( ) ( ) ( )
1 1

22

1 0

( ) 1 2 1 cos(2 ) sin ( )i ftf t e dt t ft dt c fπ π−

−

Λ = − = − =∫ ∫  

 Áp dụng tính chất b. công thức (2.84) ta cũng có 

     { } )()(sin 2 ftc Λ=F . 

Ví dụ 2.39:  Hàm phân bố mũ hai phía ( ) , 0tx t e λ λ−= > . 

2

0

( ) 2 cos 2t i ft tX f e e dt e ftλ π λ π
∞ ∞

− − −

−∞

= =∫ ∫ dt  

Áp dụng quy tắc tích phân từng phần, đặt                                                         

   
cos 2 sin 2 / 2

t tU e dU e dt
dV ftdt V ft f

λ λλ
π π π

− −⎧ ⎧= = −⎪ ⎪⇒⎨ ⎨
= =⎪ ⎪⎩ ⎩
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0
0 0

sin 2( ) 2 sin 2 sin 2
2 2

t
t te ftX f e ft dt e

f f f

λ
λ λπ λ λπ π

π π π

∞ ∞− ∞
− −⎡ ⎤

= + =⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

∫ ∫ ft dt  

Tiếp tục đặt   
sin 2 cos 2 / 2

t tU e dU e dt
dV ftdt V ft f

λ λλ
π π π

− −⎧ ⎧= = −⎪ ⎪⇒⎨ ⎨
= = −⎪ ⎪⎩ ⎩

 

0
0

cos 2 1 ˆ( ) cos 2 ( )
2 2 2 4

t
te ftX f e ft dt

f f f f f f

λ
λλ π λ λ λπ

π π π π π π

∞− ∞
−⎡ ⎤ ⎛ ⎞

= − − = −⎢ ⎥ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

∫ X f  

2 2
2( )
4

X f 2f
λ

λ π
=

+
. 

Ngược lại     0,
4

2
222 >λ=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

π+λ

λ λ− fe
t

F . 

Ví dụ 2.40: Hàm Dirac hai phía )(tδ  là hàm suy rộng, hàm chẵn thỏa mãn tính chất 

0 0
( )

0
t

t
t

δ
≠⎧

= ⎨∞ =⎩

víi

víi
    và                         (2.90) ∫

∞

∞−

=δ 1)( dtt

1.  với mọi hàm  liên tục tại 0. ∫
∞

∞−

=δ )0()()( fdtttf )(tf

2. . { } { }2 1( ) ( ) 1 ( ) 1i ft i ftt t e dt t eπ πδ δ δ
∞ ∞

− −

−∞ −∞

= = ⇒ = =∫ ∫F F 2 df

df

3. Nếu giả thiết  là  hàm chẵn thì )(tδ

    .  2( ) ( ) i ftt t e πδ δ
∞

±

−∞

= − = ∫

4. Áp dụng tính đồng dạng của biến đổi Fourier ta có 

    )(1)( t
a

at δ=δ .  

5. Đổi biến số lấy tích phân ta có 

   0 0( ) ( ) ( ) ( )0f t f t t t dt fδ δ
∞

−∞

∗ = − =∫ t   với mọi hàm  liên tục tại .  )(tf 0t

Hàm Dirac còn được gọi là hàm xung kim.    

Ví dụ 2.41: Hàm bước nhảy      

                              (2.91) ∫
∞−

λλδ=
⎩
⎨
⎧

<
>

=
t

d
t
t

tu )(
00
01

)(
nÕu

nÕu
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Hàm  không khả tích tuyệt đối trong toàn bộ trục thực nhưng từ tính chất A. 9. và )(tu

)()( t
dt

tdu
δ=  ta có thể mở rộng và xem 

   { } )(
2
1

2
1)()( f

fi
dtu

t
δ+

π
=

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

λλδ= ∫
∞−

FF . 

Ví dụ 2.42: Hàm dấu      

                     (2.92) )()(
01
01

)sgn( tutu
t
t

t −−=
⎩
⎨
⎧

<−
>

=
nÕu

nÕu

{ } { } { }
fi

f
fi

f
fi

tutut
π

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−δ+

π−
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
δ+

π
=−−=

1)(
2
1

2
1)(

2
1

2
1)()()sgn( FFF . 

2.2.4. Phép biến đổi Fourier rời rạc (DFT: Discrete Fourier Tranform) 

Việc tính toán biến đổi Fourier dựa vào máy tính phải được rời rạc hoá bằng cách chọn một 
số hữu hạn các giá trị mẫu theo thời gian và phổ có được cũng nhận tại một số hữu hạn các tần số. 
Đó là nội dung của phép biến đổi Fourier rời rạc. 

Giả sử  là một số tự nhiên cho trước, căn bậc  của 1: 0>N N N
i

e
π

=
2

E  thỏa mãn các tính 
chất sau: 

i.   .                                          (2.93) nnnN ∀=+ ,EE

ii.     nếu .  nếu 0
1

0
=∑

−

=

N

k

knE lNn ≠ N
N

k

kn =∑
−

=

1

0
E lNn = , l nguyên dương                 (2.94) 

iii. Với mọi dãy tín hiệu {  tuần hoàn chu kỳ : })(nx N )()( nxNnx =+  thì 

 nk
N

k

N

m

mkmx
N

nx EE∑ ∑
−

=

−

=

−
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=

1

0

1

0
)(1)(          (2.95) 

Dựa vào (2.95) ta có thể định nghĩa phép biến đổi Fourier rời rạc của dãy tín hiệu{ })(nx  
tuần hoàn chu kỳ . N

Định nghĩa 2.7:  Biến đổi Fourier rời rạc của dãy tín hiệu{ })(nx  tuần hoàn chu kỳ  là  N

           (2.96) { }
1

0
( ) ( ) ( )

N
mk

m
X k DFT x n x m

−
−

=

= = ∑ E

Biến đổi Fourier rời rạc ngược   

{ }
1

0

1( ) ( ) ( )
N

nk

k
x n IDFT X k X k

N

−

=

= = ∑ E         (2.97) 

Ví dụ 2.43: Tìm biến đổi Fourier rời rạc của dãy tín hiệu { })(nx  tuần hoàn chu kỳ  xác 

định bởi . 

N

1,...,0,)( −=∀= Nnanx n
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Giải: 
1 1

2
0 0

1 1( ) ( )
1

1

N Nk NN N
mk m mk

k i km m N

a aX k x m a
a

ae
π

−− −
− −

−
−= =

− −
= = = =

−
−

∑ ∑ EE E
E

. 

Nhận xét:  

1. N
i

e
π

=
2

E  tuần hoàn chu kỳ  (2.93),  do đó phép biến đổi Fourier rời rạc chỉ xét các 

dãy tín hiệu

N

{ })(nx  tuần hoàn. Ảnh { }( )X k  của biến đổi Fourier rời rạc của dãy tín hiệu 

 tuần hoàn chu kỳ  cũng tuần hoàn chu kỳ . { )(nx } N N

2. Một dãy tín hiệu hữu hạn { } 1
0)( −

=
M
nnx  có thể được mở rộng thành dãy tuần hoàn chu kỳ 

. MN >

3. Để có công thức đối xứng đôi khi người ta nhân N  với vế phải của (2.96) và chia 

N
1   với vế phải của (2.97):  

       { }
1

0

1( ) ( ) ( )
N

mk

m
X k DFT x n x m

N

−
−

=

= = ∑ E , { }
1

0

1( ) ( ) ( )
N

nk

k
x n IDFT X k X k

N

−

=

= = ∑ E . 

4. Hầu hết các tính chất của FT cũng còn đúng cho DFT. 

5. Chương trình MATLAB dùng lệnh:   

)(xfftX =         (2.98) 

để tính DFT (công thức (2.96)), trong đó { }N
nnxx 1)( ==  và { }N

nnXX 1)( ==  (công thức được tính 

ứng với   thay cho Nn ,...,1= 1,...,0 −= Nn ).  

Dòng lệnh tính biến đổi ngược IDFT (công thức (2.97)). 

)(Xifftx =     (2.99) 

TÓM TẮT 

Định nghĩa biến đổi Laplace 

Biến đổi Laplace của hàm số thực  xác định với mọi  )(tx 0>t

{ } ∫
∞

−==
0

)()()( dttxesXtx stL  

Các tính chất của phép biến đổi Laplace 

1. { } { } { })()()()( tyBtxAtBytAx LLL +=+ . 

2. Với mọi , 0>a { } ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

a
sX

a
atx 1)(L  . 

3. { } ( asXtxeat −=)(L ) .  
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4. Với mọi , ∈a { } ( )sXeatxat sa−=−−η )()(L . 

5. { } ( ) )0()(' xssXtx −=L ; { } ( ) )0()0(')0()( )1(21)( −−− −−−−= nnnnn xxsxssXstxL . 

6. 
( )
s
sXduux

t
=

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧
∫
0

)(L .  

7.  { } ( ) ( )sX
ds
dtxt n

n
nn 1)( −=L .  

8.   ∫
∞

=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

s
duuX

t
tx )()(L .  

9.  là một hàm gốc tuần hoàn chu kỳ  thì )(tx 0>T { } sT

T
st

e

dttxe

txsX
−

−

−
==
∫

1

)(

)()( 0L . 

10. { }( ) ( ) ( ) ( )x t y t X s Y s∗ =L    

Biến đổi Laplace ngược  

    là biến đổi ngược của  nếu { )()( 1 sXtx −= L } )(sX { } )()( sXtx =L . 

Công thức tích phân Bromwich dssXe
i

tx
i

i

st∫
∞+α

∞−α
π

= )(
2
1)(          

Biến đổi Fourier hữu hạn của tín hiệu rời rạc { }∞ −∞=nnx )(  là  

    { } 2( ) ( ) ( ) i nf

n
X f x n x n e π

∞
−

=−∞

= = ∑F

Công thức biến đổi ngược  { }
1

1 2

0

( ) ( ) ( ) i nfx n X f X f e π−= = ∫F df

∈

. 

Phép biến đổi Fourier                       

Giả sử hàm  khả tích tuyệt đối trên trục thực và thỏa mãn điều kiện Dirichlet. Biến đổi 

Fourier của  là . 

)(tx

)(tx { } 2( ) ( ) ( ) ,i ftX f x t x t e dt fπ
∞

−

−∞

= = ∫F

Công thức biến đổi ngược: { }1 2( ) ( ) ( ) i ftx t X f X f e π
∞

−

−∞

= = ∫F df . 

Phép biến đổi Fourier rời rạc   

Giả sử  là một số tự nhiên cho trước, 0>N N
i

e
π

=
2

E  là căn bậc  của 1.  N
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Biến đổi Fourier rời rạc của dãy tín hiệu{ })(nx  tuần hoàn chu kỳ  là  N

{ }
1

0
( ) ( ) ( )

N
mk

m
X k DFT x n x m

−
−

=

= = ∑ E . 

Biến đổi Fourier rời rạc ngược:   { }
1

0

1( ) ( ) ( )
N

nk

k
x n IDFT X k X k

N

−

=

= = ∑ E .    

CÂU HỎI ÔN TẬP VÀ BÀI TẬP 

2.1 Hàm ảnh  của biến đổi Laplace là một hàm giải tích trong nửa mặt phẳng. )(sF

Đúng           Sai          . 

2.2 Nếu  là hàm gốc thì đạo hàm  cũng là hàm gốc. )(tf )(' tf

Đúng           Sai          . 

2.3 Nếu  là hàm gốc thì tích phân  cũng là hàm gốc. )(tf ∫=ϕ
t

duuft
0

)()(

Đúng           Sai          . 

2.4 Phép biến đổi Laplace có tính chất tuyến tính. 

Đúng           Sai          . 

2.5 Biến đổi Laplace của tích hai hàm gốc bằng tích hai hàm ảnh. 

Đúng           Sai          . 

2.6 Chỉ có các hàm tuần hoàn mới tồn tại biến đổi Fourier.  

Đúng           Sai          . 

2.7 Phép biến đổi Fourier hữu hạn được sử dụng để khảo sát các tín hiệu rời rạc { } . ∞
−∞=nnx )(

Đúng           Sai          . 

2.8 Mọi hàm gốc của biến đổi Laplace đều tồn tại biến đổi Fourier.  

Đúng           Sai          . 

2.9 Phép biến đổi Fourier rời rạc áp dụng cho các dãy tín hiệu{ })(nx  tuần hoàn chu kỳ .   N

Đúng           Sai          . 

2.10  Phép biến đổi Fourier biến miền thời gian về miền tần số. 

Đúng           Sai          . 

2.11. Tìm biến đổi Laplace của các hàm gốc sau: 

 a.     b.     c.    t3sin tω4cos te t 3ch2−

 d.     e.     f.   . ( )31 tte−+ tt cos2ch tte t 4cos2sin−

2.12. Tìm biến đổi Laplace của các hàm gốc sau: 
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 a.     b.   tt 3ch tatt chcosω   c.    tt sin3

 d.   
t

t4sin   e.   
t

btat coscos −
  f.   

t
ee btat −− −

. 

2.13. Tìm biến đổi Laplace của các hàm gốc: 

 a.     b.    )(cos)( 2 btbt −−η ( )21 1( )
0 0
t tx t

t

⎧ − >⎪= ⎨
< <⎪⎩

nÕu 

nÕu 1

 c.   
0 1

( ) 2 1 2
0 2

t t
x t t t

t

< <⎧
⎪= − < <⎨
⎪ >⎩

nÕu 

nÕu 

nÕu 

 d.   
cos 0

( )
sin

t t
x t

t t
π

π
< <⎧

= ⎨ >⎩

nÕu 

nÕu 
 . 

2.14. Tìm biến đổi Laplace của các hàm gốc: 

 a.   ( )2

0

( )
t

ux t u u e d−= − +∫ u   b.  
0

( ) ( 1)cos
t

x t u u dω= +∫ u  

 c.   2

0

( ) cos( )
t

ux t t u e= −∫ du   d .   
0

1( )
t uex t d

u

−−
= ∫ u  .  

2.15. Chứng minh rằng nếu { }( ) ( )X s x= L t  thì  
1

1 2
0 0

( )( )
tt X sdt x u du

s
⎧ ⎫⎪ ⎪ =⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭
∫ ∫L . 

2.16.  Tìm biến đổi Laplace của các hàm gốc tuần hoàn có đồ thị hoặc xác định như sau: 

 a. 

1−  

1 

t  1 2  3 4  5  6  7  

   

 

 

 

 b. 

1 

t  1 2  3 4  5  6  7  

 

 

 

 

 c. 
1 

t  1 2  3 4  5  6  7  
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 d.    ( ) cosx t t= . 

2.17.  Sử dung công thức định nghĩa Laplace tính các tích phân sau: 

 a.      b.   ∫
∞

−

0

3 sin dttet t ∫
∞ −

0

sin dt
t

te t
 

 c.   ∫
∞ −

0

4cos6cos dt
t

tt    d.   ∫
∞ −− −

0

63
dt

t
ee tt

      

2.18.   a. Chứng minh rằng biến đổi Laplace { } ( ) ( )
2 1

2 2
(2 1)!sin

1 (2 1
n nt

s s n
+ +

=
+ + +

L
2)

. 

 b.  Chứng minh rằng biến đổi Laplace { } ( ) ( )
2

2 2
(2 )!sin

4 (2
n nt

s s s n
=

+ +
L

2)
.  

2.19. Tìm hàm gốc của các hàm số sau: 

 a.   3

2

)1( −s
s

   b.   
116

3
2 ++

+

ss
s

    c.   
204

46
2 +−

−

ss
s

 

 d.   
168

124
2 ++

+

ss
s

  e.   
( )

3

22 4

s

s +
   f.   

( )22

3 2

4 6

s

s s

+

− +
.  

2.20.  Tìm hàm gốc: 

 a.   
( )2

3 1
( 1) 1

s
s s

+

− +
  b.  

( )3 3
1

1s s +
    

c.   
( )2

1
( 3) 2 2

s
s s s

−

+ + +
 d.   2

2

)2)(1(
11155

−+

−−

ss
ss

    

2.21. Tìm hàm gốc: 

 a.   345

234

54
54169

sss
ssss

+−

+−+−    b.   
)1( 2

3

+

−

ss
e

s

    c.   
32

1
+s

   d.   
5

34

)4( +

−

s

e s
. 

2.22.  Tính:  . )0(,)()(
0

00 >−∫ tduutJuJ
t

2.23. Tìm hàm gốc của hàm ảnh:  
s

e s
1

−

. 
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2.24. Giải các phương trình vi  phân tuyến tính hệ số hằng với các điều kiện đầu: 

 a.  ,   tetxxx 2'2" =++ 0)0(')0( == xx . 

 b.  ,  texxxx −=+++ 6'3"3'" 0)0(")0(')0( === xxx . 

 c.  ,  ttxx 2cos5sin4" +=− 2)0(',1)0( −=−= xx . 

 d.  ,   txx 2cos9" =+ (0) 1, ( / 2) 1x x π= = − . 

2.25. Giải các phương trình vi  phân tuyến tính hệ số hằng với các điều kiện đầu: 

 a.  ,   )(" 2 tfxax =+ 2)0(',1)0( −== xx . 

 b.  ,   )(" 2 tgxax =− 21 )0(',)0( CxCx == .  

2.26. Giải hệ phương trình: 

 a.    với điều kiện đầu  . 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−

=+
−teyx

tyx

"

''

⎩
⎨
⎧

=
−==

0)0(
2)0(',3)0(

y
xx

 b.        với điều kiện đầu  . 
⎩
⎨
⎧

=++
=+−−

0'2"
sin22''

xyx
tyxyx

⎩
⎨
⎧

=
==

0)0(
0)0(')0(

y
xx

 c.        với điều kiện đầu  . 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−
−=+− −

tytx
tteyx t

sin'"
cos3"3"3

⎩
⎨
⎧

==
=−=
0)0(',4)0(
2)0(',1)0(

yy
xx

2.27. Cho mạch điện như hình vẽ được nối tiến với suất điện động E volts, điện dung 0,02 farads, 
hệ số tự cảm 2 henry và điện trở 16 Ohms. Tại thời điểm t = 0 điện lượng ở tụ điện và cường độ 
dòng điện trong mạch bằng 0. Tìm điện lượng và cường độ dòng điện tại thời điểm t nếu: 

 88

a. E = 300 (Volts)        

b. E = 100 sin3t (Volts)                                                                                                   

E  

FC 02.0=  

Ω16  

h2    

  

2.28. Cho mạch điện như hình vẽ: 

500 10 1henryE t L= =sin  

1 210ohms 10ohmsR R= =  

0 01 faradC = , . 

Nếu điện thế ở tụ điện và cường độ  

1 2,i i  bằng không tại thời điểm 0t = . 

Tìm điện lượng tại tụ điện tại thời điểm . 0t >

E  

C  

L  

1R  2R  

1i  

2i  
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2.29. Cho ( )x t  là hàm tuần hoàn chu kỳ 10 và 
5 0

0 5
0
3

( )
t

t
x t

− < <

< <

⎧
= ⎨
⎩

nÕu 

nÕu 
 

a. Tìm chuỗi Fourier của ( )x t . 

b. ( )x t  nhận giá trị bao nhiêu tại 5 0 5, ,t = −  để chuỗi Fourier hội tụ về ( )x t  với mọi 
. [ 5;5]t∈ −

2.30. Cho 2 0 4( ) ,x t t t= < < . 

 a. Tìm khai triển Fourier của ( )x t  theo các hàm . sin

 b. Tìm khai triển Fourier của ( )x t  theo các hàm . cos

2.31.   Cho dãy tín hiệu rời rạc . 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

<
≥=

00
03/1)(

n
nnx

n

a. Tìm biến đổi Z của . )(nx

b. Tìm biến đổi Fourier của . )(nx

c. Tìm biến đổi Fourier của )()( nnxny = . 

2.32.  Tìm biến đổi Fourier ngược của 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧ <=

−

l¹i  ng−îcnÕu0
)(ˆ 0

2 0 ffefX
fni π

   

trong trường hợp 4,
4
1

00 == nf . 

2.33.  a. Tìm biến đổi Fourier của 
1
0

T t T
x t

t T
− < <⎧⎪= ⎨ >⎪⎩

( )
nÕu 

nÕu 
 

b. Hãy suy ra giá trị của tích phân  
sin cosT t dλ λ λ

λ

∞

−∞
∫ . 

 c. Tính  
0

sin u du
u

∞

∫ . 

 d. Áp dụng đẳng thức Parseval cho hàm ( )x t  ở câu a, suy ra giá trị của tích phân: 
2

2
0

sin u du
u

∞

∫ . 

2.34.  Tìm hàm chẵn thỏa mãn phương trình tích phân   

0

1 0
( ) cos

0 1
x t t dt

λ λ
λ

λ

∞ − ≤⎧
= ⎨ >⎩

∫
nÕu 

nÕu 

1≤
. 
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2.35.  Chứng minh rằng 2
0

cos
1 2

tt d eλ πλ
λ

∞
−=

+∫ . 

2.36.  Tìm biến đổi Fourier của các hàm số sau: 

a. tTttx 0sin)/()( ωΠ= . 

b. 
1

( / )
0

t
t T

t T T
t T

⎧
− <⎪Λ = ⎨

⎪ >⎩

. 

2.37. Tìm biến đổi Fourier của các hàm số sau: 

a.       ,   
/ 0

( )
0 0

t Te t
x t

t

−⎧ >
= ⎨

<⎩
0>T . 

b. /( ) t Tx t e−=   ,   0>T . 

c.     2 2

1( ) , 0x t a
t a

= >
+

. 

d. 
2 1 11

( )
0 1

t

t

t
x t

− < <⎧ −⎪= ⎨
>⎪⎩

nÕu 

nÕu 
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Chương 3: Các hàm số và các phương trình đặc biệt 

 CHƯƠNG III: CÁC HÀM SỐ VÀ CÁC PHƯƠNG 
TRÌNH ĐẶC BIỆT 

GIỚI THIỆU 

Ta đã gặp các hàm sơ cấp cơ bản thực và phức, đó là các hàm lượng giác, lượng giác 
ngược, hàm mũ, hàm lôgarit, hàm đa thức. Các hàm nhận được bằng cách thực hiện một số hữu 
hạn các phép toán cộng trừ nhân chia, lấy hàm hợp từ các hàm sơ cấp cơ bản được gọi là các hàm 
sơ cấp. Các hàm không phải sơ cấp gọi là các hàm siêu việt. Trong chương này chúng ta khảo sát 
các hàm siêu việt đặc biệt thường được sử dụng trong kỹ thuật nói chung và trong ngành điện tử 
viễn thông nói riêng.  

Các hàm này có thể được xét dưới dạng tổng quát hàm biến phức gồm có:  

 Các hàm tích phân: Tích phân sin, tích phân cos, tích phân mũ.  

 Hàm Gamma, hàm Bêta 

 Các hàm xác suất trong đó có hàm xác suất lỗi.  

 Các hàm Bessel loại I, loại II là nghiệm của phương trình Bessel.  

Đối với mỗi hàm trên ta khảo sát các tính chất của chúng: Biến đổi Laplace, khai triển Mac 
Laurin và khai triển tiệm cận. 

Khai triển Mac Laurin khảo sát dáng điệu của hàm số tại 0, khai triển tiệm cận khảo sát 
dáng điệu của hàm số tại ∞ .  

Từ công thức tích phân Lommel của hàm Bessel loại I ta xây dựng hệ trực giao và khai triển 
Fourier-Bessel của hàm số trên đoạn [ ]1;0 .  

NỘI DUNG 

3.1. KHÁI NIỆM VỀ KHAI TRIỂN TIỆM CẬN HÀM SỐ 

3.1.1. Định nghĩa khai triển tiệm cận 

Chuỗi hàm 

                                 "" +++++ n
n

z
a

z
a

z
aa 2

21
0                 (3.1) 

Trong đó ( i = 0, 1, 2,...) là các hằng số phức, gọi là khai triển tiệm cận của hàm số ia ( )zf  
nếu thoả mãn hai điều kiện dưới đây : 

{ }lim ( ) lim ( ) 0n
n n =

z z
R z z f z S

→∞ →∞
• = − n,  (  cố định)  
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Chương 3: Các hàm số và các phương trình đặc biệt 

trong đó :   n
n

n
z
a

z
a

aS +++= "1
0   là tổng riêng thứ  chuỗi (3.1) n

( ) nSzf −•   không dần đến 0  khi ∞→n   với z cố định. 

Chuỗi hàm tiệm cận của hàm số ( )zf  thường ký hiệu  

    ( ) "" ++++
n
n

z

a
z

a
azf 1

0~  

n
n

z

a
 là số hạng tổng quát thứ  của khai triển tiệm cận. n

Chú ý 1: Điều kiện thứ nhất của khai triển tiệm cận có nghĩa là : 

 ∀ε>0 ∃Α>0 : ⏐z⏐>Α ;  cố định thì   n ( ) ( ){ } ε〈− zSzfz n
n  

Chú ý 2: Nhờ vào khai triển tiệm cận có thể tính gần đúng giá trị của những hàm số đặc 
biệt. 

Ví dụ 3.1: Cho hàm số  ( ) 1 , ( 0)x t

x
f x t e dt x

∞
− −= >∫  

Bằng cách lặp lại các tích phân từng phần sẽ nhận được 

( ) dtet
xx

dtet
x

dtete
t

xf tx

x

tx

x

tx

x
x

tx −
∞

−−
∞

−−
∞

−∞− ∫∫∫ +−=−=−−= 3
2

22 !2!1111     

( ) ( ) ( ) dtetx
x

n
xxxx

tx

x

nnn
n

n −
∞

−−− ∫−+
−

−++−+−= 11
432 1!11!3!2!11 "  

Xét tổng riêng:   ( ) ( ) ( )
n

n
n

x
n

xxx
xS !11!2!11 1

32
−

−+−+−= −"  

    ( ) ( ) ( ) 1
2

1
1 !!1!!0

+
−

∞
−−

+
−

+∞
−− <+−==−< ∫∫ n

tx

x

n
n

tx

x

n
n

x
ndtetn

x
ndtetnxSxf  

Suy ra: 
1

!)(
+

< nn
x

nxR .  

Với  cố định thì  chứng tỏ n 0)(lim =
∞→

xRx n
n

x
( )xSn  là tổng riêng của khai triển tiệm cận 

hàm số  mặc dù biết rằng chuỗi hàm phân kỳ với mọi giá trị của ( )xf x . Chúng ta hãy tính ( )10f . 

Số hạng tổng quát là  110
!)1(

+
−

n

n n  có giá trị tuyệt đối giảm theo  từ 1 đến 10 và sau đó tăng lên vô 

hạn. 

n
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Theo đánh giá trên     ( ) ( ) 1
!
+

<− nn
x

nxSxf     

nên có thể coi  và  10)10( Sf ≈ 0000362,0
10

!10)10( 1110 =<− Sf  

Bảng số dưới đây cho thấy sự giảm và tăng của dãy tổng riêng: 

S1 = 0,1 S6 = 0,091720 S11 = 0,091782 S16 = 0,091685 

S2 = 0,09  S7 = 0,091792  S12 = 0,091743 S17 = 0,091895 

S3 = 0,092 S8 = 0,091742 S13 = 0,091791 S18 = 0,091545 

S4 = 0,0916 S9 = 0,091782 S14 = 0,091729 S19 = 0,092185 

S5 = 0,09184 S10 = 0,091746 S15 = 0,091816  

Chú ý 3: Hàm số f(z) khai triển tiệm cận trên miền D thì khai triển là duy nhất trên miền D. 

Thật vậy:   

{ } …,)(lim,)(lim),(lim 1
02010

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −−=−==

∞→∞→∞→ z
aazfaazfazfa

zzz
       (3.2)   

Tuy nhiên hai hàm khác nhau có thể có cùng một khai triển tiệm cận. Chẳng hạn hàm số 

 và )(1 zf zezfzf α−+= )()( 12 , Reα  > 0 có cùng một khai triển tiệm cận vì các hệ số ( i = 

0,1...) của hàm 

ia
ze α−  tính theo công thức (3.2) đều bằng không. 

3.1.2. Tính chất 

Cho      
0 0

( ) ~ , ( ) ~n n
n n

n n

a bf z g z
z z

∞ ∞

= =
∑ ∑  

Định lý 3.1: Số hạng tổng quát thứ  của khai triển tiệm cận hàm số  n )()( zgzf β+α

( α, β = const ) có dạng:      n n
n

a b
z

α β+
 

Định lý 3.2: Số hạng tổng quát thứ  của khai triển tiệm cận hàm  có dạng : n )()( zgzf ⋅

∑
=

−

n

k
knkn ba

z 0
.1

 

Định lý 3.3: Nếu hàm  khai triển thành chuỗi luỹ thừa có bán kính hội tụ là R (tức là 

hội tụ khi 

( )wΨ

Rw < ) thì khai triển tiệm cận hàm hợp ( ) ( )( )zfz Ψ=ϕ  nhận được bằng cách đặt trực 

tiếp khai triển tiệm cận hàm ( )zfw =  với điều kiện  Ra <0   vào chuỗi luỹ thừa của hàm 

. ( )wΨ

Định lý 3.4: Nếu  và  có thể khai triển tiệm cận thì khai triển của  nhận 
được bằng cách lấy đạo hàm từng từ của khai triển . 

)(zf )(' zf )(' zf
)(zf
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∑∑
∞

=
+

∞

=

−
⇒

0
1

0
~)('~)(

n
n

n

n
n
n

z
na

zf
z
a

zf  

Định lý 3.5 : Nếu  có khai triển tiệm cận và )(zf 010 == aa  thì khai triển tiệm cận hàm 

số  nhận được bằng cách lấy tích phân từng từ của khai triển hàm số . 

 

∫
∞

z
dzzf )( )(zf

∑∫∑
∞

=
−

∞∞

= −
⇒

0
1

0 )1(
~)(~)(

n
n

n

zn
n
n

zn
a

dzzf
z
a

zf . 

Chú ý 4: Giả sử  không thể khai triển tiệm cận, tuy nhiên tồn tại hàm số  mà tỉ số ( )zf ( )zg

)(
)(

zg
zf  có thể khai triển tiệm cận     "+++ 2

21
0~

)(
)(

z
a

z
aa

zg
zf  

khi đó thường viết :    
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+++ "2
21

0)(~)(
z
a

z
aazgzf     

Gọi tích  là phần chính biểu diễn tiệm cận hàm số ( )zga0 ( )zf . 

3.2. CÁC HÀM SỐ TÍCH PHÂN 

3.2.1. Định nghĩa các hàm số tích phân  

1. Ei( ) , 0
t

x

ex dt x
t

∞ −

= ∫ >      đọc là hàm tích phân mũ của x.                                        (3.2) 

2. 
0

sinSi( ) , 0
x tx dt x

t
= ∫ >       đọc là hàm tích phân sin của x.                             (3.3) 

3. cosCi( ) , 0
x

tx dt
t

∞

= − >∫ x    đọc là hàm tích phân cosin của x.              (3.4) 

Ngoài ra ký hiệu:   

sinsi( )
x

tx dt
t

∞

= −∫      cũng đọc là tích phân sin của x..   (3.5) 

Vì    
2

sin

0

π
=∫

∞
dt

t
t

   suy ra   Si( ) si( )
2

x xπ
= +  . 

3.2.2. Khai triển thành chuỗi luỹ thừa và biến đổi Laplace của các hàm tích phân    

2 2

0 00

sin sin( 1) Si( ) ( 1)
(2 1)! (2 1)!(2 1)

xn n
n n

n n

t t t xx dt
t n t n

+∞ ∞

= =

= − ⇒ = = −
+ +∑ ∑∫

1

n +
              (3.6) 
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Biến đổi Laplace: { }
0

Ei( )
u

st

t

et e du dt
u

∞ ∞ −
− ⎛ ⎞

= ⎜
⎝ ⎠

∫ ∫L ⎟ ,  đổi biến số 
t

dudv
t
uv =⇒=  

{ }
0 1 1 0

1Ei( )
tv

st st vtet e dv dt e e dt dv
v v

∞ ∞ ∞ ∞−
− − − ⎞

⎟
⎠

⎛ ⎞ ⎛
= =⎜ ⎟ ⎜

⎝ ⎠ ⎝
⇒ ∫ ∫ ∫ ∫L ( )

s
sdv

svv
1ln11

1

+
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
= ∫
∞

 

Tương tự  { } ( )2

0 0 1

ln 1cos cosCi( )
2

st st

t

su tvt e du dt e dv dt
u v

∞ ∞ ∞ ∞
− −

+⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= − = − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∫ ∫ ∫ ∫L

s
 

Áp dụng phép biến đổi Laplace có thể khai triển hàm Ei( )x và Ci( )x  như sau : 

1

1

( 1)Ei( ) ln
1 ( 1)!

n n

n

xx x
n n

γ
+∞

=

−
= − − +

+ +∑ ;   
2

1
Ci( ) ln ( 1)

(2 )!2

n
n

n

xx x
n n

γ
∞

=

= + + −∑ .          (3.7) 

trong đó:  

)ln1....
2
11(lim m

mm
−+++=γ

∞→
  gọi là hằng số Euler.   (3.8) 

Mặt khác, vì 
)!2(

)1(cos
2

0 n
tt

n

n

n∑
∞

=
−=  nên ∑ ∫

∞

=

−
−=−

1 0

2 cos1
2)!2(

)1(
n

xn
n dt

t
t

nn
t . Vậy:    

   ∫
−

−γ+=
x

dt
t

txx
0

cos1ln)(Ci                    (3.9) 

Với x khá bé ( ký hiệu 1<<x ) sẽ nhận được các công thức sấp xỉ như sau : 

Si( ) ~ , Ci( ) ~ ln , Ei( ) ~ ln .x x x x x xγ γ+ − −  

3.2.3. Khai triển thành chuỗi tiệm cận          

   Ci( ) si( )
it

x

ex i x dt
t

∞

+ = −∫                                                    

Lặp lại các tích phân từng phần và so sánh các phần thực, phần ảo tương ứng nhận được:  

2 2
0 0

2 2
0 0

cos (2 )! sin (2 1)!Si( ) ~ ( 1) ( 1)
2
sin (2 )! cos (2 1)!Ci( ) ~ ( 1) ( 1)

n n
n n

n n

n n
n n

n n

x n x nx
x x x x

x n x nx
x x x x

π ∞ ∞

+
= =

∞ ∞

+
= =

+
− − − −

+
− − −

∑ ∑

∑ ∑

1

1

           (3.10) 

Các công thức gần đúng cho phép xác định các giá trị Si( )x  và Ci( )x .   

Đồ thị của các hàm Si( )x  và Ci( )x  cho trên hình 3.1. 

 

 

           
S
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+2 

x

2−  

    1       2        3        4         5        6         7   0

Hình.3.1

)(Ci x  

)(Si x

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3.3. HÀM GAMMA 

3.3.1. Định nghĩa hàm Gamma (Gauss) 

Hàm số Gamma, ký hiệu  Γ (z), là hàm số biến số phức xác định với mọi 

",2,1,0 −−≠z  cho bởi biểu thức:  

))...(2)(1(
!lim)(

mzzzz
mmz

z

m +++
=Γ

∞→
      (3.11) 

Định lý 3.6: Hàm gamma có các dạng sau đây: 

1. Công thức Weierstrass: 

   m
z

m
z e

m
zze

z

−∞

=

γ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +Π=

Γ
1.

)(
1

1
    (3.12) 

trong đó   là hằng số Euler, thường lấy gần đúng  γ 5772173,0)110(
2
1 3 =−≈γ  

2. Công thức Euler:  

       nếu                (3.13) ∫
∞

−−=Γ
0

1)( dttez zt 0Re >z

3.3.2. Các tính chất của hàm Gamma 

1.   ( ) (zzz )Γ=+Γ                              (3.14) 1

2.    1
)1...(2.1

!.lim)1( =
+

=Γ
∞→ m

mm
m

.                (3.15) 

3.  Với  ∈= nz   thì  ( ) ( ) !1!1 nnn =Γ=+Γ                           (3.16) 

4.    ( ) ( )
z

zz
π
π

=−ΓΓ
sin

1 ,                          (3.17) 0, 1, 2, 3,...z∀ ≠ ± ± ±
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 Trong ( 3.17 ) thay z  bởi 
2
1

+z  ta nhận được: 

5.      
z

zz
π
π

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −Γ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +Γ

cos2
1

2
1

, 
1 3 5, , ,..
2 2 2

z∀ ≠ ± ± ± .                                      (3.18) 

6.          π=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2
1

Γ                              (3.19) 

7.  Từ công thức định nghĩa (3.11 ) suy ra:   ±∞=−Γ )( n  với ∈n . 

8.   π
−

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +Γ n

nn
2

!)!12(
2
1

                         (3.20) 

Đặt  vào (3.18), từ (3.20) suy ra: nz =

π
−

−
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−Γ

!)!12(
)2(

2
1

n
n

n
    (3.21) 

 

Đồ thị hàm số Gamma với z  là số thực cho trên hình 3.2 (theo công thức (3.11)). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

x 

)1( +Γ x

4 
 
3 
 
2 
 
1 
 
 
 

-1 
 

-2 
 
-3 
 
-4 

-5       -4        -3       -2            -1 -1/2       1/2    1         2         3     

2/π

π3/4 π  

105/16 π  

15/8 π−  

π2−

Hình 3.2 
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Chương 3: Các hàm số và các phương trình đặc biệt 

Ví dụ 3.2: Tính ;  )2/5(Γ )4/5()4/3( ΓΓ . 

Giải: π=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛Γ⋅=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +Γ=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛Γ=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +Γ=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛Γ

4
3

2
1

2
1

2
31

2
1

2
3

2
3

2
31

2
3

2
5

. 

4
2

4
sin4

1
4
1

4
3

4
11

4
1

4
3

4
5

4
3 π

=
π

π
⋅=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛Γ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛Γ=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +Γ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛Γ=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛Γ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛Γ . 

3.3.3. Biểu diễn hàm Gamma qua tích phân Cauchy 

Xét tích phân: ∫ +απ
=

L

z

z
dze

i
I 12

1
 

Chu tuyến L gồm đường tròn tâm ở gốc toạ độ với bán kính đủ bé và hai nhánh chạy dọc 
theo phần âm của trục thực. 

 

x 

y 

0 

L 

 

 

 

 

Gọi  là tích phân theo đường tròn :  1I
ϕ= irez ∫

π

π−

α−ϕα−ϕ+ϕ ϕ
π

= dreI iir .
2
1 .)sin(cos

1 . 

Nếu  thì   khi r → 0 0Re <α 01 →I

Gọi  là tích phân theo nửa đường dưới : 2I π−= ixez ∫
∞

+α

−απ

π
−=

0
12 2

dx
x
e

i
eI

xi
 

Gọi  là tích phân theo nửa đường trên : 3I π= ixez ∫
∞

+α

−απ−

π
=

0
13 2

dx
x
e

i
eI

xi
 

Suy ra    )(sinsin 1

0
32 α−Γ

π
πα

−=
π
πα

−=+= −α−
∞

−∫ dxxeIII x  

Theo công thức (3.17):   
)1(

1)(sin
+αΓ

=α−Γ
π
πα

−  

Mặt khác  1
1 1

2 2

z z

L C

e dz e dz
i z i zαπ π+ = 1α+∫ ∫v  trong đó C là đường khép kín bao quanh O. Do đó: 

    1
1 1

( 1) 2

z

C

e dz
i zαα π +=

Γ + ∫v     (3.22) 
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Chương 3: Các hàm số và các phương trình đặc biệt 

3.3.4. Liên hệ giữa hàm Beta và hàm Gamma 

Định nghĩa 3.1: Hàm số biểu diễn dưới dạng tích phân phụ thuộc hai tham số thực 
  0, >qp

      (3.23) dxxxqpB qp 1
1

0

1 )1(),( −− −= ∫

gọi là hàm Beta hay là tích phân Euler loại 1.  

Hàm Gamma gọi là tích phân Euler loại 2.  

Tính chất: 

1.    ( ) ( )pqBqpB ,, = .                  (3.24) 

2.    Đặt  khi đó:      θ= 2cosx

∫
π

−− θθθ=
2

0

1212 sincos2),( dqpB qp             (3.25) 

3.                                 
)(
)().(),(

nm
nmnmB

+Γ
ΓΓ

=                           (3.26) 

Ví dụ 3.3: Tính tích phân  ∫∫
π −π

θθθ=
θ
θ

=
2

0

2
1

2
12

0
sincos d

tg
dI   

            ( ) 2
2

4
sin212

4
1

4
3

4
1,

4
3

2
1 π

=
π

π
=

Γ

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛Γ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛Γ

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= B  

3.4. CÁC TÍCH PHÂN XÁC SUẤT  

3.4.1. Định nghĩa hàm lỗi 

Tích phân phụ thuộc cận trên: 

∫ −

π
=

x t dtexerf
0

22)(              (3.27)  

xác định một hàm số của biến số x  được gọi là hàm lỗi (error function). 

Hàm mật độ của phân bố chuẩn tắc : )1,0(N 2

2

2
1)(

x

ex
−

π
=ϕ gọi là hàm Gauss. Đồ thị 

của hàm Gauss được cho trên hình 3.3: 
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Chương 3: Các hàm số và các phương trình đặc biệt 

Hình 3.3

Π2
1

 )(xϕ  
π21  

x  

y  

0 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

     Diện tích của hình phẳng giới hạn bởi trục và đồ thị hàm số Gauss bằng đơn vị, thật vậy: Ox
2 2

2 2

0

1 2( )
2

x x

S x dx e dx eϕ
ππ

+∞ +∞ ∞
− −

−∞ −∞

= = =∫ ∫ ∫ dx  

Đặt   ∫
∞ −− =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛Γ

π
=

π
=⇒=

0

2
1

2 1
2
1112 duueSux u  

Diện tích hình phẳng giới hạn bởi hàm Gauss, nửa trục hoành bên trái tính từ điểm có hoành 
độ x sẽ là: 

   ∫
∞−

−

π
=Φ

x t

dtex 2

2

2
1)(     (3.28) 

Đây là hàm phân bố chuẩn tắc .  )1;0(N

Đặt 2tu  vào (3.27) sẽ có:  = ∫
−

π
=⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ x u

duex

0

2

2

2
2

erf , mà  
2
1

2
1 0

2

2

=
π ∫

∞−

−
due

u

.  

 Vậy                                      ( )xx
Φ=+⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ 21
2

erf               (3.29) 

Các hàm erf ( )x  và ( )xΦ  đóng vai trò rất quan trọng trong lý thuyết xác suất, đặc biệt 
thường được sử dụng khi phân tích các nhiễu tín hiệu. 

3.4.2. Khai triển luỹ thừa của hàm lỗi 

 
!

)1(
0

22

∑
∞

=

− −=
n

n
nt

n
te ∑∫

∞

=

+
−

+
−=⇒

0

12

0 )12(!
)1(

2

n

n
n

x
t

nn
xdte  

 
)12(!

)1(
5!23!1

2)(erf
1253

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+

+
−+−+−

π
=⇒

+
""

nn
xxxxx

n
n              (3.30) 
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Chương 3: Các hàm số và các phương trình đặc biệt 

Chuỗi ở vế phải hội tụ với mọi x. 

3.4.3. Chuỗi tiệm cận của hàm đối lỗi (complementary error function) 

Hàm đối lỗi được định nghĩa và ký hiệu: 

2 2

0 0

2erfc( ) 1 erf ( )
x

t t

x

22 tx x e dt e dt e dt
π π

∞ ∞
− − −⎛ ⎞

= − = − =⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫ ∫ ∫ .  (3.31) 

Đặt  thì  2tu =
2

2

1 1
2 21 1erfc( )

x
u u

x

x e u du u de
π π

∞
− −− −

∞

= =∫ ∫  

Sau khi lặp lại các tích phân từng phần nhận được: 

2
2

21
321 1erfc( ) . |

2

x
u x ue u u de

π π

−−− −
∞

∞

= − ∫ ⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
+−

π
= −

∞

−−−

∫ u
xxx

deu
x

e
x

e
222

2
5

23 .
2

3.1
2

1  x

2

1
2 2 4 3 6 1 2 2

1 1.3 1.3.5 (2 3)!!erfc( ) 1 ...( 1)
2 2 . 2 . 2

x
n

n n
e nx

x x x xx π

−
−

− −

−⎧ ⎫≈ − + − + −⎨ ⎬
⎩ ⎭

  (3.32) 

3.4.4. Biểu diễn hàm ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2
erfc x

 qua tích phân Cauchy 

Trong công thức (3.32) thay x  bởi 
2
x

 nhận được 

∑
∞

=
+

+

+
−

π
−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

0
12

12

)12(2!
)1(21

2
erfc

n
n

n
n

nn
xx

 

Từ công thức (3.21) với  có   ∈n

1 0

1 ( 1) (2 1)!! 2
.21

2 0 2

n

n

r

n r n
r

r n
π

=⎧
⎪ − −⎪ 1= = +⎨

⎛ ⎞ ⎪Γ −⎜ ⎟ ⎪⎝ ⎠ =⎩

nÕu    

nÕu    

nÕu    

                               

Suy ra:   ∑
∞

= ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −Γ

−
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

0
2

1!

)1(
2

erfc
r

rr

rr

xx
 

Từ công thức (3.23 ) thay 
2
r

−=α  sẽ có: 1 2
1 1

21
2

z

r
C

e dz
r i zπ −=

⎛ ⎞Γ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫v    

Từ đó nhận được: 

( )
0

( 1)1 1erfc
2 2 ! 2

rrz z

rC C

x zx e edz dz
i z r i zπ π

−∞

=

−⎛ ⎞ = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑∫v
x z

∫v   (3.33) 

Chu tuyến C xác định ở 3.3.3. 
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Chương 3: Các hàm số và các phương trình đặc biệt 

3.5. CÁC HÀM BESSEL 

3.5.1. Các hàm Bessel loại 1 và loại 2 

3.5.1.1. Phương trình Bessel 

Phương trình vi phân tuyến tính thuần nhất 

0)1(1
2

2

2

2
=

α
−++ y

zdz
dy

zdz
yd     (3.34) 

Gọi là phương trình Bessel ứng với tham số α , dưới đây thường xét với  và thường 
gọi là phương trình Bessel cấp . 

∈α
0≥α

Nghiệm riêng của phương trình (3.34) gọi là hàm Bessel cấp α . Rõ ràng nếu ( )zJα  và 

 là hai nghiệm độc lập tuyến tính của (3.34) thì nghiệm tổng quát của nó có dạng ( )zYα

   ( ) ( ) ( ) ( )zZzBYzAJzy ααα =+=                                        (3.35) 

Trong đó A, B là các hằng số tuỳ ý. 

3.5.1.2. Hàm Bessel loại 1 

Ta tìm nghiệm của phương trình (3.34) theo phương pháp Frobenius bằng cách xét các 
nghiệm dưới dạng chuỗi: 

0,)( 0
0

≠= ∑
∞

=

ρ azazzy
r

r
r . 

Thay vào phương trình (3.34) và đồng nhất hệ số suy ra các hằng số  và ρ ra  (r = 0,1,2...) 
thoả mãn các phương trình 

( )

( )
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=+α−+ρ

=α−+ρ

=α−ρ

−

................................
0)(

................................
0)1(

0)(

2
22

1
22

0
22

rr aar

a

a

          (3.36) 

Giả sử  khi đó  00 ≠a α±=ρ

1.  Trường hợp thứ nhất:  α=ρ  

   rrrr )2()()( 2222 +α=α−+α=α−+ρ

  2 0
(2 )

r
r

aa r
r rα

−−
⇒ = ∀ ≠

+
                (3.37) 

...,2,1,0012 =∀=⇒ + ra r  và  ,
))...(2)(1(2

)1(
202

α+α+α+

−
=

rr
aa r

r

r    tuỳ ý. 0a
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Chương 3: Các hàm số và các phương trình đặc biệt 

Lấy     
)1(2

1
0

α+Γ
=

α
a   và biết rằng:   ( ) ( )( ) ( ) ( )α+Γα+α+α+=α++Γ rrr ...211   

Suy ra: 

   )(
2)1(!

)1(
2

)(
2

0
zJz

rr
zzy

r

r

r

α

∞

=

α
≡⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

++αΓ
−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= ∑   (3.38) 

Nếu  thì:   ∈=α n

 
2)!(!

)1(
2

)(
0

2

∑
∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

r

rrn

n
z

nrr
zzJ      (3.39) 

Đặc biệt  

   ∑
∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

=
0

2

20 2)!(
)1(

r

rr z
r

J          (3.40)  

2.  Trường hợp thứ hai:  α−=ρ  

     rrrr )2()()( 2222 +α−=α−+α−=α−+ρ

Các hệ số chẵn liên hệ theo công thức 

      ( ) 0222 222 =+α− −rr aarr           (3.41) 

Các hệ số lẻ thoả mãn 

                ( )( ) 021212 1212 =+α−++ −+ rr aarr . 

a)  Nếu  ∈
+

≠α kk ,
2

12
  thì 012 =+ra  với mọi r , khi đó tương tự như trên, chọn  

thích hợp sẽ có 

0a

   ∑
∞

= α−

α−
≡⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

α−+Γ
−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

0

2
)(

2)1(!
)1(

2
)(

r

rr
zJz

rr
zzy      (3.42) 

b)  Nếu  ∈
+

=α kk ,
2

12
 (cấp bán nguyên) thì hệ số lẻ 012 =+ra  với mọi chỉ số kr <  

và hệ số lẻ 12 +ra  có thể khác không khi . Tuy nhiên nếu ta chọn các hệ số lẻ đều bằng 

không và chọn  thích hợp vẫn được nghiệm có dạng  ( 3.42). 

kr ≥

0a

Gọi  và  là các hàm Bessel loại 1. ( )zJα ( )zJ α−

Định lý 3.7:  

1. Nếu  không phải là số tự nhiên thì α ( )zJα  và ( )zJ α−   độc lập tuyến tính. 

Trong trường hợp này nghiệm tổng quát của ( 3.34 ) có dạng: ( ) ( ) ( )zBJzAJzZ α−αα += . 

2. Nếu   thì  và ∈=α n ( )zJn ( )zJ n−  phụ thuộc tuyến tính, hơn nữa 
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Chương 3: Các hàm số và các phương trình đặc biệt 

   ( ) ( )zJzJ n
n

n )1(−=− .     (3.43) 

3.5.1.3. Hàm Bessel loại 2 

Xét hàm số  

  ( )
cos . ( ) ( )

sin
lim ( )

n

J z J z n
Y z

Y z n

α α

α

ββ

πα α
πα

α

−

→

−⎧ ≠⎪= ⎨
⎪ =
⎩

     nÕu  

                nÕu  
    (3.44) 

cũng là nghiệm của phương trình Bessel (3.34), được gọi là hàm Bessel loại 2.  

Áp dụng quy tắc De L’Hospital nhận được  

( ) ( ) ( ) ( )
⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
∂

∂
−−

∂
∂

π
= −

n
zJ

n
zJ

zY nnn
n 11

   (3.45) 

Nhờ vào công thức đạo hàm của hàm số ( )zΓln  nhận được kết quả sau: 

( )
1

0

2 22 1 ( 1)! 1ln ( )
2 ! 2 !( )!

( 1)
n

r
n n

r r c

n r r nSz n r z nrY z J z
r r n

γ
π π π

− ∞

= = 2
z

r

− +− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟+⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
−∑ ∑      (3.46) 

trong đó:            0,1.....
2
111....

2
11 ≠

+
+++++++= r

nrr
Snr            (3.47) 

  
n

Sno
1......

2
11 +++= .                           (3.48) 

Với mọi , các hàm  và α ( )zJα ( )zYα  là độc lập tuyến tính. 

Theo lý thuyết của phương trình vi phân tuyến tính thuần nhất cấp 2: 

( ) ( ) 02

2
=++ yzq

dz
dyzp

dz
yd . 

 Nếu biết  là một nghiệm thì ta có thể tìm nghiệm độc lập tuyến tính với ( )zy1 ( )zy1   theo 

công thức:  ( ) ∫ ∫= − dze
y

yzy dzzp )(
2
1

12
1

. 

Vì vậy với trường hợp phương trình Bessel cấp  nguyên, ta có thể tìm nghiệm độc lập với 
 theo công thức: 

n
( )zJn

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+= ∫ )(

)()( 2 zzJ
dzBAzJzy
n

n  

Chọn A, B thích hợp sẽ được hàm số ( )zYn  cho bởi (3.46). Hàm số  gọi là hàm 
Weber.  

( )zYn

Đôi khi còn sử dụng hàm số độc lập tuyến tính với ( )zJα  theo công thức: 
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Chương 3: Các hàm số và các phương trình đặc biệt 

  )()2(ln)(
2
1)( zJzYzN ααα γ−+π=         (3.49) 

Gọi là hàm số Neumann. 

Gọi ( ) ( )zNzY αα ,  là các hàm Bessel loại 2. 

3.5.2. Các công thức truy toán đối với hàm Bessel 

Các công thức sau đúng với mọi ∈α (kể cả trường hợp 0<α ): 

1.  ( ) ( ) ( )zJzJ
z

zJ 11
2

−αα+α −
α

= .                                       (3.50) 

2. ( ) ( ) ( )zzJzJzzJ 1' +ααα −α= .                                                  (3.51) 

( ) (zJzJ 10'0 −=⇒=α ) .  Chứng tỏ các không điểm của ( )zJ1  làm cho  đạt cực 
đại hoặc cực tiểu. 

( )zJ0

3.   ( ) ( ) ( )[ ]zJzJzJ 112
1' +α−αα −= .                (3.52) 

4.    ( ) ( ) ( )zJzzJzzJ α−αα α−= 1' .                                                          (3.53) 

5.    ( )( ) ( )zJzzJz
dz
d

1−α
α

α
α = .                           (3.54) 

6.   ( )( ) ( )zJzzJz
dz
d

1+α
α−

α
α− −= .                                       (3.55) 

7.      ( ) ( )( ) ( )
z

z

z

z

z

z
zJzdzzJz

dz
ddzzJz

0
00

1 α
α

α
α

−α
α == ∫∫ .             (3.56) 

  ( ) ( )( ) ( )
z

z

z

z

z

z
zJzdzzJz

dz
ddzzJz

0
00

1 α
α−

α
α−

+α
α− −=−= ∫∫ .                 (3.57) 

8.    .                       (3.58) ( ) ( ) ( )[ ] ( )∑∫
∞

=
++α+α+αα =++=

0
1231

0
22

k
k

z
zJzJzJdzzJ …

    Đặc biệt    .           (3.59) ( ) ( ) ( )[ ] ( )∑∫
∞

=
+=++=

0
1231

0
0 22

k
k

z
zJzJzJdzzJ …

9. Với mọi số nguyên dương *
+∈m  đặt:      thì ( )∫=

z

m
m

m dzzJzI
0

        ( ) 11 )12( −− −+−= mm
m

m ImzJzI .                        (3.60) 

10. Với mọi cặp số tự nhiên ∈nm, , mn <  đặt:   thì  ( )∫=
z

n
m

nm dzzJzI
0

,
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      ( ) 1,11, )1( +−+ −−−= nmn
m

nm InmzJzI .                       (3.61) 

3.5.3. Các tích phân Lommel  

Định lý 3.8: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }
0

2
1 12 2 ,

z zz kJ lz J kz lJ kz J lz k l
k l

J kz J lz dzα α α αα α+ += −
−∫ 2≠ .    (3.62) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }
0

2
1 12 2 ,

z zz lJ lz J kz kJ kz J lz k l
k l

J kz J lz dzα α α αα α− −= −
−∫ 2≠ .    (3.63) 

( ) ( ) ( )
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛ α
−+α= αα∫ kzJ

zk
kzJz

z
dzkzzJ 22

22

2
12'2

2
1

0

.   (3.64) 

3.5.4. Quan hệ giữa hai hàm Bessel với cấp hơn kém nhau một số nguyên 

Từ công thức (3.55) suy ra:  [ ])(1)(1
1 zJz

dz
d

z
zJz α

α−
+α

−α− −=  

Thay α  bởi 1+α  vào công thức trên sẽ có: 

{ } [ ]
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧−−=−= α

α−
+α

−α−
+α

−α− )(11)(1)( 1
1

2
2 zJz

dz
d

zdz
d

z
zJz

dz
d

z
zJz  

hay           { })(
)(

)1()( 2

2
2

2
2 zJz

zdz
dzJz α

α−
+α

−α− −=  

                                    ..................................................................... 

  { })(
)(

)1()( zJz
zdz
dzJz n

n
n

n
n

α
α−

+α
−α− −=    (3.65) 

Tương tự từ công thức (3.54 ) nhận được  

            [ ])()(1
1 zJz

dz
dzJz α

α
−α

−α =  

                              [ ])(
)(

)( zJz
zdz
dzJz n

n

n
n

α
α

−α
−α =                   (3.66) 

3.5.5. Khai triển theo chuỗi các hàm Bessel 

3.5.5.1. Nghiệm của hàm Bessel 

Chúng ta xét nghiệm của phương trình ( ) 0=α xJ  với ∈x  và 1−>α . 

Định lý 3.9: Tất cả các nghiệm của ( ) 0=α xJ  đều thực. 

Định lý 3.10: Các nghiệm  của 0>x ( ) 0=α xJ  và ( ) 01 =+α xJ  xen kẽ nhau. 
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3.5.5.2. Khai triển Fourier - Bessel 

Định lý 3.11: Dãy hàm ( ){ } ...,3,2,1, =λα ixJx i trực giao trên  trong đó 

 là nghiệm của phương trình

[ 1;0 ]
…… ,,,1 iλλ ( ) 0=α xJ .  

Định nghĩa 3.2: Nếu hàm số f(x) biểu diễn dưới dạng 

∑
∞

=
α λ=

1
)()(

i
ii xJaxf      (3.67) 

thì nói rằng hàm số đó khai triển được thành chuỗi Fourier - Bessel. 

Từ định lý 3.11 suy ra rằng, nếu  khai triển thành chuỗi Fourier - Bessel thì các hệ số 
của chuỗi đó tính theo công thức: 

)(xf

∫ =λ
λ

= α
α

1

0
2 ...,2,1;)().(.

)('
2 idxxJxfx

J
a i

i
i   (3.68) 

Gọi đó là các hệ số Fourier - Bessel. 

Ví dụ 3.4: Hãy khai triển hàm số 1)( =xf  thành chuỗi Fourier-Bessel trong khoảng ( )1;0  

theo hệ các hàm ( ), 1,2...o ixJ x iλ =  . 

Theo (3.68 ) sẽ có:  
1

02
0 0

2 ( )
' ( )i i

i
a xJ

J
λ

λ
= ∫ x dx    

        
1

0 02 2 2 2
11 10 0

2 2 2( ) ( ) ( ) ; 1, 2, ...
( )( ) ( )

i

i i i
i ii i i i

xJ x d x xJ x dx i
JJ J

λ

λ λ λ
λ λλ λ λ λ

= = =∫ ∫ =  

Vậy ( )
( )
( )

( )
( )

( )
( ) "" +
λλ
λ

++
λλ
λ

+
λλ
λ

+
λλ
λ

==
ii

i
J

xJ
J

xJ
J

xJ
J

xJ
xf

1

0

313

30

212

20

111

10 222)(2
1)(  

3.5.6. Các hàm Bessel loại 1 và loại 2 với cấp bán nguyên 

Xét phương trình Bessel với cấp bán nguyên 
2
1

=α , tức là phương trình có dạng: 

2

2
1 11

4
d y dy y
dz z dz z

⎛ ⎞
2 0+ + − =⎜ ⎟

⎝ ⎠
.       (3.69) 

Đặt 21−= uzy , dẫn phương trình về dạng:    02

2
=+ u

dz
ud . 

Phương trình này cho nghiệm tổng quát  zBzAu sincos += . 

Do đó: )sincos(1 zBzA
z

y += . Tìm A, B  để y  trùng với ( )zJ 21  hoặc ( )zJ 21− . 

Vì  ( ) 0021 =J   suy ra . 0=A
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( ) ∑∑
∞

=

+∞

= +
−

π
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +Γ

−
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛==

0

122

0

2
1

21 )!12(
)1(2

2
2
1!

)1(
2

sin
r

rrr

r

r

r
z

z
z

rr

zzJz
z

B
  

π
=⇒

2B  

Do đó                         z
z

zJ sin2)(21 π
=                          (3.70) 

              z
z

zJ cos2)(21 π
=−                         (3.71) 

Từ (3.45 ) nhận được hàm Bessel loại 2:  

z
z

zJzY cos2)()( 2121 π
=−= −  ;    z

z
zJzY sin2)()( 2121 π
==− . 

Từ công thức truy toán (3.50), lấy 
2
1

=α  sẽ nhận được: ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

π
= z

z
z

z
zJ cossin2)(23  

lấy 
2
1

−=α  sẽ nhận được:   ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−

π
=− z

zz
z

zJ cossin2)(23  

Tương tự ta có các công thức sau: 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−

π
= z

z
z

zz
zJ cos3sin132)( 225 ,    

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−+

π
=− z

z
z

zz
zJ cos13sin32)( 225  

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−−⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−

π
= z

z
z

zzz
zJ cos115sin6152)( 2327 , 

7 2 2 3
2 15 15 6( ) 1 sin cosJ z z
z z z zπ−
⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − − −⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩ ⎭

z , 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−

π
= z

zz
z

zzz
zJ cos10105sin1451052)( 32429 , 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+++⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−

π
=− z

zz
z

zzz
zJ cos145105sin101052)( 24329 . 

Từ các công thức (3.65) (3.66) ta nhận được các công thức truy toán của hàm Bessel với 
cấp bán nguyên như sau: 

          
1

12
1 1
2 2

2 sin( ) ( 1) ; ( ) ( 1) ( )
( )

nnn n
nn n

d z
1
2

n
J z z Y z J

zdz zπ
+ +

+ +

⎛ ⎞= − = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

z
− −

                             

        
1
2

1 1
2 2

2 cos( ) ; ( ) ( 1) ( )
( )

nn n
nn n

d z
1
2

n
J z z Y z J

zdz zπ
+

− − − − +

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

z= −                        (3.72) 
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3.5.7. Ứng dụng hàm Bessel tính các tích phân Fresnel 

Tích phân cosin Fresnel   

   ∫
α π

=α
0

2

2
cos)(C dtt      (3.73) 

Tích phân sin Fresnel         

∫
α π

=α
0

2

2
sin)(S dtt               (3.74) 

Đặt  zt
=

π
2

2
 và chú ý đến các công thức (3.70), (3.71) nhận được 

2 2

2 2

1
0 0

1 2 1C( ) ( )
2 2

cos
2

zdz J z dz
z

πα πα

α
π −

= =∫ ∫  

2 2

2 2

1
0 0

1 2 1S( ) sin ( )
2 2 2

zdz J z dz
z

πα πα

α
π

= =∫ ∫  

Từ công thức (3.58) suy ra: 

1 2 5 2 9 2

2

3 2 7 11 2

C( ) ( ') ( ') ( ')

.S( ) ( ') ( ') ( ') ; '
2

J J J

J J J

α α α α

π αα α α α α

= + + +

= + + + =

"

"
  (3.75) 

3.5.8. Hàm Bessel cấp nguyên  

Xét hàm số        
1( )

2 22 .
z zztt

t te e e
−−

=  

"" +⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛++=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= ∑

∞

=

n

n

n
nzt

zt
n

ztzttz
n

e
2!

1
2!2

1
2

1
2!

1 2

0

2  

"" +⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−+−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

= ∑
∞

=

−− n
n

n

n
nn

t
z

t
z

nt
z

t
ztz

n
e

2!
1)1(

2!2
1

2
1

2!
)1( 2

0

2  

Hai chuỗi hội tụ tuyệt đối với t ≠ 0. Thực hiện phép nhân chuỗi. Hệ số của  là chuỗi luỹ 

thừa của  chính là  còn hệ số của  chính là 

nt

z ( )zJn
nt − ( )zJ n− .  

Thật vậy         ∑∑
∞

=

∞

=

−−
+=

00

22

n

n
n

n

n
n

t
zzt

tBtAee  

∑∑
∞

=

++−∞

=

++
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

0

)(2

0 2)!(!
)1(

22)!(
)1(

2!
1

k

nknkn

k

nknkk

n
z

nkk
zz

nk
z

k
A  
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        ( )zJz
nrr

z
n

r

rrn

−

∞

=

−
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= ∑

0

2

2)!(!
)1(

2
. 

( )zJz
nkk

zz
nk

z
k

B n
k

kkn

k

nkkk

n =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

= ∑∑
∞

=

∞

=

+

0

2

0 2)!(!
)1(

22)!(
1

2!
)1( . 

Do đó   
1( )

2
0 1 1

1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )
z t

nt
n nne J z tJ z t J z J z J z

t t

−

− −= + + + + + + + +" " " "  

Vì:   ( ) ( )zJzJ n
n

n −−= )1(  

nên có: 

   
1( )

2
0

1

( 1)( ) ( )
z nt

nt
n n

n
e J z J z t

t

∞−

=

⎧ ⎫−
= + +⎨ ⎬

⎩ ⎭
∑                     (3.76) 

Hàm số 
1( )2( , )

z t tF t z e
−

=  gọi là hàm sinh đối với hàm Bessel loại 1 cấp nguyên, nó được 
biểu diễn qua chuỗi (3.76) hội tụ tuyệt đối với mọi z  và với mọi 0≠t . 

Đặt  và thay vào (3.76) sẽ có: θ= iet

{ }θ−θ
∞

=

θ −++= ∑ innin

n
n

iz eezJzJe )1()()(
1

0
sin  

              θ−+θ+= ∑∑
∞

=
−

∞

=
)12sin()(22cos)(2)(

1
12

1
20 kzJikzJzJ

k
k

k
k

So sánh các phần thực và phần ảo hai vế nhận được: 

        2cos)(2)()sincos(
1

20 ∑
∞

=
θ+=θ

k
k kzJzJz    (3.77) 

∑
∞

=
− θ−=θ

1
12 )12sin()(2)sinsin(

k
k kzJz     (3.78) 

Thay θ  bởi 
2
π

−θ  vào các công thức trên sẽ có 

∑
∞

=
θ−+=θ

1
20 2cos)()1(2)()coscos(

k
k

k kzJzJz   (3.79) 

2 1
1

sin( cos ) 2 ( 1) ( )cos(2 1)k
k

k
z J z kθ θ

∞

−
=

= − − −∑    (3.80) 

Như vậy chúng ta đã nhận được khai triển Fourier các hàm số , ( )θcoscos z ( )θcossin z , 
, ( )θsincos z ( )θsinsin z .  Từ đó suy ra: 
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∫
π

θθθ
π

=
0

2 2cos)sincos(1)( dkzzJ k ;    ∫
π

− θθ−θ
π

=
0

12 )12sin()sinsin(1)( dkzzJ k  

Vì rằng:      
0 0

sin(2 1) sin 2 0 , cos 2 cos(2 1) 0;m k d m k d
π π

θ θ θ θ θ θ− = − =∫ ∫ m∀

Theo (3.77) - (3.78) ta có: 

                     ∫ ∫
π π

=θθ−θ
π

=θθθ
π 0 0

0)12cos()sincos(1;02sin)sinsin(1 dkzdkz  

Cuối cùng nhận được:  { }∫
π

θθθ+θθ
π

=
0

sin)sinsin(cos)sincos(1)( dnznzzJn . 

∫
π

θθ−θ
π

=
0

)sincos(1)( dznzJn      (3.81) 

Gọi vế phải của (3.81) là tích phân Bessel 

3.5.9. Biểu diễn hàm Bessel Jα(z) qua tích phân xác định 

Từ (3.25 ), (3.26) nhận được  θθθ
ΓΓ

=
+Γ

−

π

−∫ d
qpqp

qp 12
2

0

12 sincos
)()(

2
)(

1
 

Đặt 
2
1,

2
1

+α=+= qrp  ta được 
2

2 2

0

1 2 cos sin
1 1( 1)
2 2

r d
r r

π

αθ θ θ
α α

=
Γ + + ⎛ ⎞ ⎛ ⎞Γ + Γ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∫  

Thay 
)1(

1
+α+Γ r

 vào biểu thức của ( )zJα  và π
−

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +Γ r

rr
2

)12.....(3.1
2
1

 

Khi đó     
2 2

2 2

0 0

2 ( 1)( ) cos sin
1 2 1.3...(2 1).2.4...2
2

r r
r

r

z zJ z d
r r

π
α

α
α θ θ θ

π α

∞

=

−⎛ ⎞= ⎜ ⎟ −⎛ ⎞ ⎝ ⎠Γ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∫  

2 22
2

00

2 ( 1)sin
1 2 (2 )
2

r r r

r

z z d
r

π
α

α θcos
!

θ θ
π α

∞

=

−⎛ ⎞= ⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎝ ⎠Γ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑∫  

∫

π

α
α

θθθ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +αΓπ

=
2

0

2 )coscos(sin
2

2
1

2 dzz                            
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Đặt  thì θ= cosu

( )∫ −>α−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +αΓπ

=
−αα

α

1

0

2
1

2
2
1,cos1

2
2
1

2)( zuduuzzJ           (3.82) 

3.5.10. Biểu diễn hàm Jα(z) qua tích phân  Cauchy  

Thay )1( ++αΓ r  bởi tích phân Cauchy (3.22) vào công thức (3.38)  của hàm ( )zJα  sẽ 
nhận được  

  

2

2 4

1 1
0

( 1) 1( )
2 2 ! 4 2 2

ztrr t t

r C C

z e z zJ z dt dt
i r t t i t

α α

α α απ π

−
∞

+ +
=

⎛ ⎞−⎛ ⎞ ⎛ ⎞= =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

∑ ∫v e
∫v               (3.83) 

Chu tuyến C đã nói rõ ở mục 3.3.3. 

3.5.11.  Các phương trình vi phân đưa về phương trình Bessel 

3.5.11.1. Phương trình dạng   

01
2

2
2

2

2
=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ α
−++ y

x
k

dx
dy

xdx
yd . 

Đổi biến   kxz =
dz
dyk

dx
dz

dz
dy

dx
dy

==⇒ , tương tự  2

2
2

2

2

dz
ydk

dx
yd
= .  

Thay vào phương trình trên dẫn đến phương trình Bessel  

011
2

2

2

2
=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ α
−++ y

zdz
dy

zdz
yd  

khi đó nghiệm tổng quát sẽ là: 

( ) ( ) ( )
( ) ( )⎩

⎨
⎧

=α+
≠α+

=
αα

α−α
α nkxBYkxAJ

nkxBJkxAJ
kxZ

nÕu

nÕu
 

Ví dụ 3.5:  Giải phương trình  0''' =++ byy
x
ay ,  trong đó  a, b là hằng số. 

Thay biến  sẽ có: uxy α= [ ]{ } 0)1(')2(" 221 =+α+α−+α++ α−α−αα ubxxauxaux  

Chọn 
2

1 a−
=α  để , ta được:  12 =α+a 01

2

2
''' =⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ α
−++ u

x
bu

x
u .  

Nghiệm tổng quát là:          )(
2

12
1

bxZxy a

a

−

−

=  

Ví dụ 3.6:    Giải phương trình   )0(,0)( 2
''' ≥=−++ cy

x
cbxy

x
ay m . 
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Chương 3: Các hàm số và các phương trình đặc biệt 

Tương tự trên đặt: 
2

1, auxy −
=α= α  và thay biến  

1
2
+

=
m

xt  sẽ nhận được phương trình 

01
)2(

4)1(
)2(

41
22

2

2
''' =⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+

+−
−

+
++ u

tm
ca

m
bu

t
u . 

Nghiệm tổng quát:  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+
= α t

m
bZu
2

2
'   

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

+
=⇒

+

α

−
2

2

'2
1

2
2

ma

x
m

bZxy   với    
2(1 ) 4

' , (
2

a c
m

m
α

− +
2)= ≠ −

+
 

Chẳng hạn phương trình: 016'5'' 4 =−+ yxy
x

y   có nghiệm    ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= − 3

3
2

2
3
4 ixZxy  

Các trường hợp riêng của ví dụ 3.6: 

a. 0'' 2 =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++ y

x
Cbxy m   cho nghiệm tổng quát dưới dạng: 

        
2

41,
2

2 2
2

+
−

=α
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

+
=

+

α m
Cx

m
bZxy

m

. 

b. 0)1('' 2 =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
−+ y

x
ppby   có nghiệm tổng quát ( )bxZxy

p
2
1

+
= .  

c.    có nghiệm tổng quát   0'' =+ ybxy m

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

+
=

+

+

2
2

2
1 2

2
m

m

x
m

bZxy . 

d.  có nghiệm tổng quát  0'' =+bxyy
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
= 2

3

3
1 3

2 xbZxy . 

e.      0''' =++ ybxy
x
ay m   có nghiệm tổng quát  

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

+
=

+

+
−

−
2

2

2
12

1

2
2

m

m
a

a

x
m

bZxy . 

Ví dụ 3.7:       0.d dyx bx y
dx dx

α β⎛ ⎞ + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Dẫn đến phương trình e. với α−β=m   và α=a . 

Nhận xét: Khi  phương trình trong ví dụ 3.6 dẫn đến phương trình Euler:   2−=m

                      . 0'''2 =++ kyaxyyx
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Chương 3: Các hàm số và các phương trình đặc biệt 

Bằng cách đặt  sẽ dẫn đến phương trình hệ số hằng: uex = 0)1(2

2
=+−+ ky

du
dya

du
yd . 

3.5.11.2.  Phương trình dạng 

  0'12'' 2

2
=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ α
−++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++ y

xx
aby

x
ay      (3.84) 

Đặt:   sẽ nhận được phương trình uey ax−=

  01
2

2
2''' =⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ α
−−++ u

x
abu

x
u .     (3.85) 

a. Khi  nghiệm tổng quát có dạng:  2ab ≠
⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧ −= α

− xabZey ax 2  

b. Khi   và , (3.66)' là phương trình Euler có hai nghiệm độc lập  và 

. Vậy nghiệm tổng quát của (3.66): 

2ab = 0≠α α= xu1
α−= xu2 ( )α−α− += BxAxey ax  ; A,B là hằng số tuỳ ý. 

c.     Khi   và , (3.66)'  có nghiệm tổng quát 2ab = 0≠α xBAu ln+= . Vậy (3.66)  có 

nghiệm tổng quát    ; A,B là hằng số tuỳ ý. )ln( xBAey ax += −

3.5.11.3.  Phương trình dạng 

    0)()(')(1')(21'' 2
2

2
=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−−+

α
−−⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ −+ y

x
xgxgxg

x
yxg

x
y   (3.86) 

Nghiệm tổng quát có dạng:    .  )()( xZey dxxg
α

∫=

Ví dụ 3.8:   0tg'tg21'' 2

2
=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+

α
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+ y

x
x

x
yx

x
y  

Có nghiệm    )(
cos

1 xZ
x

y α= .    

Ví dụ 3.9:     0cotg'cotg21'' 2

2
=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−

α
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++ y

x
x

x
yx

x
y  

Có nghiệm        )(
sin

1 xZ
x

y α= . 

TÓM TẮT 

Khai triển tiệm cận 
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Chương 3: Các hàm số và các phương trình đặc biệt 

Chuỗi hàm    "" +++++ n
n

z
a

z
a

z
aa 2

21
0   trong đó ( i = 0, 1, 2,...) là các hằng số phức, 

gọi là khai triển tiệm cận của hàm số 

ia

( )zf  nếu thoả mãn hai điều kiện dưới đây : 

               { }lim ( ) lim ( ) 0n
nz z

R z z f z S
→∞ →∞

• = − n n= ,  (  cố định)  

Trong đó :   n
n

n
z
a

z
a

aS +++= "1
0   là tổng riêng thứ . n

    không dần đến 0  khi ( ) nSzf −• ∞→n   với z cố định. 

Các hàm số tích phân  

Ei( ) , 0
t

x

ex dt x
t

∞ −

= ∫ >      đọc là hàm tích phân mũ của x.            

0

sinSi( ) , 0
x tx dt x

t
= ∫ >        đọc là hàm tích phân sin của x.  

cosCi( ) , 0
x

tx dt
t

∞

= − >∫ x    đọc là hàm tích phân cosin của x. 

Ngoài ra ký hiệu:  sinsi( )
x

tx dt
t

∞

= −∫      cũng đọc là tích phân sin của x. 

Hàm số Gamma 

 
))...(2)(1(

!lim)(
mzzzz

mmz
z

m +++
=Γ

∞→
",2,1,0 −−≠z  (công thức Gauss) 

Công thức Weierstrass: m
z

m
z e

m
zze

z

−∞

=

γ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +Π=

Γ
1.

)(
1

1
  

Công thức Euler:       nếu  . ∫
∞

−−=Γ
0

1)( dttez zt 0Re >z

Hàm Bêta 

Hàm số biểu diễn dưới dạng tích phân phụ thuộc hai tham số thực   0, >qp

       dxxxqpB qp 1
1

0

1 )1(),( −− −= ∫

gọi là hàm Beta.  ∫
π

−− θθθ=
2

0

1212 sincos2),( dqpB qp , 
)(
)().(),(

nm
nmnmB

+Γ
ΓΓ

= . 
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Chương 3: Các hàm số và các phương trình đặc biệt 

Hàm lỗi   ∫ −

π
=

x t dtexerf
0

22)( .  ( )xx
Φ=+⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ 21
2

erf .      

Phương trình Bessel cấp α   

Phương trình vi phân tuyến tính thuần nhất 0)1(1
2

2

2

2
=

α
−++ y

zdz
dy

zdz
yd . 

Hàm Bessel loại 1: 

 
r

r

r z
rr

zzJ
2

0 2)1(!
)1(

2
)( ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

++αΓ
−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= ∑

∞

=

α

α ;  ∑
∞

=

α−

α−
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

α−+Γ
−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

0

2

2)1(!
)1(

2
)(

r

rr z
rr

zzJ . 

Hàm Bessel loại 2: ( )
cos . ( ) ( )

sin
lim ( )

n

J z J z n
Y z

Y z n

α α

α

ββ

πα α
πα

α

−

→

−⎧ ≠⎪= ⎨
⎪ =
⎩

     nÕu  

                nÕu  
  

Khai triển Fourier - Bessel 

 Nếu  biểu diễn dưới dạng thì nói rằng hàm số đó khai triển 

được thành chuỗi Fourier– Bessel. Trong đó 

)(xf ∑
∞

=
α λ=

1
)()(

i
ii xJaxf

…… ,,,1 iλλ là nghiệm của phương trình ( ) 0=α xJ  

và ∫ =λ
λ

= α
α

1

0
2 ...,2,1;)().(.

)('
2 idxxJxfx

J
a i

i
i là các hệ số Fourier-Bessel. 

CÂU HỎI ÔN TẬP VÀ BÀI TẬP 

3.1 Khai triển tiệm cận là khai triển Laurent của hàm số tại ∞ .  

Đúng           Sai          .  

3.2 Các hàm tích phân mũ, tích phân cosin, tích phân sin có đạo hàm mọi cấp.  

Đúng           Sai          . 

3.3 Nếu  "" +++++ n
n

z
a

z
a

z
aa 2

21
0  là khai triển tiệm cận của  thì )(zf ∑

∞

=
=

0
)(

n
n
n

z
a

zf . 

Đúng           Sai          .  

3.4 Các hàm tích phân là các hàm sơ cấp.  

Đúng           Sai          . 

3.5 Hàm Gama chỉ xác định với mọi số phức .   0Re >z

Đúng           Sai          .  

3.6 Hàm Bêta là hàm thực hai biến  xác định với mọi . ),( qp 0,0 >> qp

Đúng           Sai          . 

3.7 Hàm Bessel là nghiệm của phương trình Bessel.  
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Chương 3: Các hàm số và các phương trình đặc biệt 

Đúng           Sai          .  

3.8 Hàm Bessel loại I và loại II  luôn luôn độc lập tuyến tính. )(zJα )(zYα

Đúng           Sai          . 

3.9 Hàm Bessel loại I  và  luôn phụ thuộc tuyến tính. )(zJα )(zJ α−

Đúng           Sai          .  

3.10  Nếu hàm  khai triển thành chuỗi Fourier-Bessel thì  là hàm tuần hoàn. )(xf )(xf

Đúng           Sai          . 

3.11.  Áp dụng phép biến đổi Laplace suy ra các công thức khai triển sau: 

  ∑∑
∞

=

∞

=

+ −
++γ=

++
−

+−γ−=
0

2

0

1

)!2(2
)1(ln)(Ci;

)!1(1
)1(ln)(Ei

n

nn

n

nn

n
x

n
xx

n
x

n
xx . 

3.12.  Tính 

  a.  
( )

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛Γ

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ΓΓ

2
11

2
53

             b.  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−Γ

2
1

              c.  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−Γ

2
5

            d.   ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛Γ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−Γ

4
1

4
1

. 

3.13.  Sử dụng hàm Gamma tính các tích phân sau: 

  a.          b.              
0

3∫
∞

− dxex x ∫
∞

−

0

26 dxex x

3.14.  Sử dụng hàm Gamma tính các tích phân sau:           

  a.  ∫
∞

−

0

3
dyey y             b.                      ∫

∞
−

0

4 2
3 dtt

3.15.  Chứng minh:  ∈
+

−
=

+∫ n
m

ndxxx n

n
nm     

)1(
!)1()(ln 1

1

0

1,, −>∈ mm . 

3.16.  Áp dụng hàm Beta tính các tích phân sau: 

  a. ∫           b.  −
1

0

34 )1( dxxx ∫ −

2

0

2

2 x
dxx              c.   ∫ −

2

0

3 38 dxxx      

3.17.  Áp dụng hàm Beta tính các tích phân sau: 

a.   ∫

π

θθθ
2

0

54 cossin d   b.   ∫

π

θθ
2

0

6cos d        c.   ∫

π

θθ
2

0
tg d    
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Chương 3: Các hàm số và các phương trình đặc biệt 

3.18.  Chứng minh:  

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−

−π

=θθ=θθ ∫∫
ππ

lÎ  nÕu

ch½n  nÕu

n
n

n

n
n

n

dd nn

    
!!

!)!1(

      
!!

!)!1(
2sinsin

2

0

2

0
 

          (2k+1)!! = 1.3.5...(2k+1). 

              (2k)!! = 2.4.6...(2k). 

3.19.   Đặt  ∫∫
ππ

>==
2

0

2
2

0

2         0p    ,2sin J      , sin xdxxdxI pp  

 a.  Chứng minh:  I = J 

 b. Chứng minh:   
1)(2p

2
1(2

J     ; 
)1(2

)
2
1(

2
12

+Γ
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ +Γ

=
+Γ

π+Γ
=

− p

p

p
I

p

 

 c. Suy ra công thức nhân đôi của hàm Gamma: 

                   )2(
2
1)(2 12 pppp Γπ=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +ΓΓ− . 

3.20. Chứng minh rằng: 

a.     ( ) ( )ppdx
x
x p

−ΓΓ=
+∫

∞ −
1

10

1
 , 10 << p . 

b.     ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−Γ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+Γ=

+∫
∞

ppx
dx
p

1111
10

 , . 1>p

3.21. Tính các tích phân sau 

a.     ∫
∞

+0
4 1

dx
x

dx    b.   ∫
∞

+0
6 1x
xdx    c.   ∫

∞

+0
4

2

1x
dxx  . 

3.22.  Chứng minh các công thức truy toán đối với hàm Bessel 

 );()(2)(    )1 11 zJzJ
z

zJ −αα+α −
α

=   );()()( )2 1 zJzzJz  zJ' α−αα α−=  

 );()()(   )3 1 zzJzJzzJ' +ααα −α=  { };)()(
2
1)( )4 11 zJzJz  J' +α−αα −=  

 );())((  )5 1 zJzzJz
dz
d −α

α
α

α =  );())(()6 1 zJzzJz
dz
d   +α

α−
α

α− −=  
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));((
)(

)1()(z ));((
)(

)(z   )7 n-n- zJz
zdz
dzJzJz

zdz
dzJ n

n
n

nn

n

n α
α−

+α
α−

α
α−

−α
α −==

 ∫ α
α

−α
α =

z

z z

z
zJzdzzJz

0 0
1 )()(   )8  ∫ α

α−
+α

α− −=
z

z z

z
zJzdzzJz

0 0
1 )()(   )9  

  { }∫ ++= +α+αα

z
zJzJdzzJ

0
31 )()(2)(   )10 "

3.23.  Tính các tích phân không xác định: 

 a.  ∫            b.  − dxxJx n
n )(1 ∫ + dx

x

J
n

x
n

)(
1                 c.   ∫ dxxJx )(1

4  

3.24. Tính theo  và  1( )J x 0( )J x

 a.          b.   3( )J x dxxJ )(3
1∫            c.   ∫ xdxxJ sin)(0  

3.25. Chứng minh: 

 a.    0 2 41 ( ) 2 ( ) 2 ( )J x J x J x= + + +"

 b.  1 3 5 7
1( ) ( ) ( ) ( ) sin
2

J x J x J x J x x− + − + =" .   

3.26.  Chứng tỏ rằng 

 a.  10,
)(

)(
8

1

1 1
3

0
2

<<
λλ

λ
=

− ∑
∞

=
x

xJ
xJx

n nn

n .   

Trong đó  là nghiệm thực dương của phương trình nλ 0)(0 =λJ . 

 b.  10,
)('

)()8(2

1 1
3

1
2

3 <<
λλ

λλ−
= ∑

∞

=
x

xJ
xJ

x
n nn

nn .   

Trong đó  là nghiệm thực dương của phương trình nλ 0)(1 =λJ . 

3.27.  Chứng minh rằng nếu  ; trong đó  là nghiệm thực 

dương của phương trình  thì  . 

10,)()(
1

0 <<λ= ∑
∞

=
xxJaxf

n
nn nλ

0)(0 =λJ ( ) ∑∫
∞

=
λ=

1

2
1

2
1

0

2 )()(
n

nn Jadxxfx

3.28.   a.  Chứng tỏ rằng  10,
)(

)(

1 2

1 <<
λλ

λ
= ∑

∞

=
x

xJ
xJ

x
n nn

n .  Trong đó nλ  là nghiệm thực dương 

của phương trình 0)(1 =λJ . 
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Chương 3: Các hàm số và các phương trình đặc biệt 

 b.  Sử dụng bài 27. và a. chứng tỏ  
4
11

1
2 =
λ

∑
∞

=n n
. 

3.29. Chứng  tỏ rằng phương trình:     0)(1
2

2
2

2

2
=

α
−++ y

x
k

dx
dy

xdx
yd    

có nghiệm tổng  quát:   )()( kxBYkxAJy αα +=  

3.30. Giải các phương trình sau: 

 a.  zy" + y' + ay =0   b.  4zy" + 4y' + y =0 

 c.  zy" + 2y' + 2y = 0   d.  y" + z2y = 0. 
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Chương 4: Phương trình đạo hàm riêng 

CHƯƠNG IV: PHƯƠNG TRÌNH ĐẠO HÀM RIÊNG 

GIỚI THIỆU 

Phương trình vi phân là phương trình chứa hàm số một biến độc lập, các đạo hàm của 
chúng và biến độc lập. Lý thuyết phương trình vi phân đã được khảo sát trong chương trình toán 
giải tích II.  

Phương trình đạo hàm riêng là phương trình chứa hàm số nhiều biến số, các đạo hàm riêng 
của chúng và các biến độc lập. Phương trình sóng điện từ Maxuell nói riêng và phương trình 
truyền sóng nói chung là những phương trình đạo hàm riêng thường được sử dụng để mô tả các 
hiện tượng vật lý áp dụng trong điện tử viễn thông.  

Trong chương này ta khảo sát các khái niệm cơ bản của phương trình đạo hàm riêng:  

 Nghiệm của phương trình đạo hàm riêng, điều kiện biên, điều kiện đầu. Một vài phương 
pháp tìm nghiệm của phương trình đạo hàm riêng.  

 Tìm nghiệm của phương trình đạo hàm riêng tuyến tính cấp 1, các phương trình tuyến 
tính cấp cao hệ số hằng dạng chính tắc.  

 Giải bài toán Dirichlet đối với phương trình Laplace. 

 Giải bài toán Cauchy đối với phương trình truyền sóng: Công thức Kirchoff, Poisson, 
D’Alembert. 

 Giải bài toán Cauchy đối với phương trình truyền nhiệt. 

Để học tốt chương này học viên nên xem lại các kiến thức giải tích II: Hàm nhiều biến, đạo 
hàm riêng, tích phân mặt. Các định lý Green, Stock, Odstrograsky. 

NỘI DUNG 

4.1. BÀI TOÁN DẪN ĐẾN PHƯƠNG TRÌNH ĐẠO HÀM RIÊNG VÀ CÁC ĐỊNH 
NGHĨA 

4.1.1. Phương trình dao động của sợi dây 

Trong mặt phẳng  xét sợi dây AB ở vị trí cân bằng, nó song song với trục . Chúng 
ta nghiên cứu dao động ngang của sợi dây tức là trong quá trình chuyển động các chất điểm của 
nó luôn luôn dịch chuyển thẳng góc với trục  (xem hình 4.1). 

Oxu Ox

Ox
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Chương 4: Phương trình đạo hàm riêng 

Giả sử sợi dây AB rất mảnh chịu uốn và có sức căng T tương đối lớn so với trọng lượng của 
nó. Vì vậy trong quá trình xem xét có thể bỏ qua trọng lượng của sợi dây. 

Gọi  là độ lệch của dây so với vị trí cân bằng của điểm vật chất  trên dây tại 

thời điểm . Coi rằng dao động là nhỏ nên 

),( txu )(xM

t 1<<
∂
∂

x
u ; Vậy có thể coi 0

2
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

x
u . Từ giả thiết này 

ta thấy ngay trong quá trình dao động, độ dài ABl =  không thay đổi. Thật vậy, độ dài của dây tại 
thời điểm t  sẽ là  thì 'l

    2' 1 '
b b

x
a a

l u dx dx b a= + ≈ = − =∫ ∫ l  

Chính vì vậy, theo định luật Hook (số gia lực căng tỉ lệ với số gia của chiều dài của sợi 
dây), sức căng T của sợi dây tại mọi thời điểm  và vị trí t x  có cường độ như nhau: 

, .  [ ]baxTtxT ;,),( 0 ∈∀= t∀

Giả sử ngoại lực tác dụng vào dây có hướng song song với trục  với hàm mật độ 
, gọi  là tỉ khối của sợi dây. 

Ou
),( txF )(xρ

Xét dao động của đoạn dây có độ dài là . dx

Theo định luật Newton ta có:  

 0 0" ( ) sin ( ) sin ( ) ( , )ttu x dx T x dx T x F x t dxρ α α= − + − +  

vì  sin ( ) tg ( ) ( , ) ' ( , ) " ( , )x xxx dx x dx u x dx t u x t u x t dx
x

α α ∂
+ ≈ + = − + ≈ − −

∂
  

và    sin ( ) tg ( ) ' ( , )xx x u x tα α≈ = − . Vậy  ),(")(" 0 txFuTxu xxtt +=ρ . 

Đặt  
)(
),(),(,

)(
02

x
txFtxf

x
T

a
ρ

=
ρ

=    ta được:   

                               (4.1) ),("" 2 txfuau xxtt +=

Gọi (4.1) là phương trình dao động của sợi dây hay gọi là phương trình truyền sóng một 
chiều. Bài toán xét dao động của một thanh đàn hồi cũng dẫn đến phương trình dạng trên. 

Tương tự gọi phương trình dưới đây là phương trình truyền sóng hai chiều: 

   ( ) ),,(""" 2 tyxfuuau yyxxtt ++=                           (4.2) 

Phương trình truyền sóng trong không gian (ví dụ: truyền âm): 

  ( ) ),,,("""" 2 tzyxfuuuau zzyyxxtt +++=                           (4.3) 

4.1.2. Các định nghĩa cơ bản 

a. Phương trình đạo hàm riêng 

Phương trình đạo hàm riêng là một phương trình liên hệ giữa hàm nhiều biến phải tìm 
, các đạo hàm riêng của chúng và các biến độc lập . ),...,,( 21 nxxxu nxxx ,...,, 21
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Chương 4: Phương trình đạo hàm riêng 

Các phương trình từ (4.1 ) đến (4.3) là các phương trình đạo hàm riêng mà các hàm phải tìm 
lần lượt là hàm của hai, ba và bốn biến. 

b. Cấp của phương trình đạo hàm riêng là cấp cao nhất của đạo hàm riêng có mặt trong 
phương trình đó. 

Vậy một phương trình đạo hàm riêng cấp m có dạng tổng quát sau đây: 

2 2

1 2
1 1 21 1

, , , , , , , , , , , , 0
m m

n m m
n n

u u u u u uF x x u
x x x xx x x

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
=⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂⎝ ⎠

            (4.4) 

Trong phương trình trên có mặt ít nhất một đạo hàm riêng cấp m. 

c. Phương trình (4.4) gọi là tuyến tính nếu F là một hàm tuyến tính đối với hàm số phải 
tìm u và và các đạo hàm riêng của nó. Phương trình  không tuyến tính gọi là phi tuyến, Nếu F là 
hàm phi tuyến nhưng tuyến tính đối với đạo hàm riêng cấp cao nhất thì gọi đó là phương trình á 
tuyến. 

Ví dụ 4.1:  0)(3cossin2 5
2

2
2

2

2

2
=−+

∂
∂

−
∂
∂

+
∂

∂
−

∂∂
∂

+
∂

∂ uyx
y
ue

x
uy

y
uyx

yx
u

x
u xy  là phương 

trình tuyến tính cấp 2. 

        0cos3cossin2
22

2

2
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2

2

2
=+

∂
∂

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

+
∂

∂
−

∂∂
∂

+
∂

∂ u
y
ue

x
uy

y
uyx

yx
u

x
u xy  là phương trình á tuyến. 

d. Hàm số  gọi là một nghiệm của (4.4) nếu thay nó vào phương trình 

sẽ được một đồng nhất thức đối với các biến  trong một miền xác định nào đó. 

Chẳng hạn có thể dễ dàng kiểm tra được hàm số  là một nghiệm của phương trình:   

),...,,( 21 nxxxuu =

nxxx ,...,, 21
22 yxu +=

02

22

2

2
=

∂

∂
−

∂∂
∂

+
∂

∂

y
u

yx
u

x
u

. 

4.1.3. Điều kiện ban đầu và điều kiện biên 

 Nói chung các quá trình vật lý xảy ra là một quá trình không dừng, tức là không những 
phụ thuộc vào vị trí mà còn phụ thuộc vào thời gian. Yếu tố khởi đầu của quá trình đóng vai trò cơ 
bản vào cả quá trình. Mô hình toán học phản ánh điều đó thông qua dạng hệ thức giữa các giá trị 
của tham số đã biết và các đạo hàm riêng của chúng tại thời điểm ban đầu. Các hệ thức này gọi là 
các điều kiện ban đầu. Bài toán tìm nghiệm của phương trình với điều kiện ban đầu gọi là bài 
toán Cauchy. Chẳng hạn, bài toán về dao động của dây có thể cho điều kiện ban đầu là 

     gọi là dạng ban đầu của dây. )()0,( xxu ϕ=

   )()0,( x
t
xu

ϕ=
∂

∂   gọi là vận tốc ban đầu của dây. 

Quá trình vật lý xảy ra trong miền hữu hạn 3⊂Ω , đương nhiên nó phải quan hệ mật 
thiết với phần còn lại của không gian. Hệ thức mô tả quan hệ giữa các giá trị của tham số đã biết 
và các đạo hàm riêng của chúng trên biên của Ω  gọi là các điều kiện biên. 
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Chương 4: Phương trình đạo hàm riêng 

Chẳng hạn đối với phương trình (4.1), điều kiện ở đầu mút bên trái có thể là: 

  0),(,0),( =
∂

∂
=

t
tautau :  tức là đầu mút bên trái luôn buộc chặt. 

Bài toán với điều kiện biên cụ thể có các tên riêng, như bài toán Dirichlet. 

Bài toán gồm cả điều kiện ban đầu và điều kiện biên gọi là bài toán hỗn hợp. 

4.1.4. Khái niệm về tích phân tổng quát 

Như ta đã biết, đối với phương trình vi phân thường, tồn tại các nghiệm dạng tổng quát phụ 
thuộc vào một vài tham số mà một nghiệm riêng bất kỳ có thể nhận được bằng cách cho tham số 
của nghiệm tổng quát những giá trị cụ thể nào đó. Một vài dạng nghiệm tổng quát có thể tìm được 
bằng cách tích phân của phương trình. Đối với phương trình đạo hàm riêng cũng vậy, sẽ có 
nghiệm tổng quát bằng cách tính tích phân của phương trình. Tuy nhiên có sự khác nhau cơ bản 
so với phương trình vi phân thường, ở đây nghiệm tổng quát phụ thuộc vào các hàm số tuỳ ý chứ 
không phải các hằng số tuỳ ý như phương trình vi phân thường. Để minh họa điều này chúng ta 
hãy xét ví dụ sau 

Ví dụ 4.2: Xét phương trình: 

0
2

=
∂∂

∂
yx
u                 (4.5) 

Phương trình (4.5) viết dưới dạng: )(0 x
x
u

x
u

y
ϕ=

∂
∂

⇒=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
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∂
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.  

Vậy         )()(),( ygdxxyxu +ϕ= ∫  

     )()(),( ygxfyxu +=                        (4.6) 

ở đây f(x), g(y) là các hàm tuỳ ý và gọi là tích phân tổng quát của phương trình (4.5). 

4.1.5.  Ứng dụng của biến đổi Laplace để giải phương trình đạo hàm riêng 

Có thể sử dụng phép biến đổi Laplace để giải các bài toán biên của phương trình đạo hàm 
riêng tuyến tính cấp 2 dạng: 

  012

2

12

2
=+

∂
∂

+
∂
∂

+
∂

∂
+

∂

∂ cu
x
ub

t
ub

x
ua

t
ua .   (4.7) 

thuộc loại Hyperbolic hay Parabolic và các hệ số của phương trình chỉ phụ thuộc x  chứ không 
phụ thuộc t  (trong các bài toán thực tế biến số t là biến thời gian, ). 0≥t

Giả sử  2

2
,,),(

x
u

x
utxu

∂

∂
∂
∂  là các hàm gốc đối với biến t  khi cố định biến x . Đặt: 

                           (4.8) { } dttxuetxusxU st∫
∞

−==
0

),(),(),( L

Dựa vào tính hội tụ đều của tích phân suy rộng (4.8) ta chứng minh được: 
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)0,(),( xusxsU
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Thay (4.8)-(4.10) vào (4.7) ta được phương trình ảnh. Giải phương trình ảnh ta được 
nghiệm ảnh . Biến đổi Laplace ngược của là nghiệm của phương trình (4.7).  ),( sxU ),( sxU

 Ví dụ 4.3:  Tìm nghiệm của phương trình đạo hàm riêng: 

    0,2

2
2 >
∂

∂
=

∂
∂ a

x
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u ; 0;0 ><< tlx  

 với điều kiện đầu xxu π= 2sin3)0,(  và điều kiện biên .  
⎩
⎨
⎧

=
=

0),(
0),0(

tlu
tu

Giải:  Thay (4.8)-(4.10) vào phương trình trên ta được phương trình ảnh 
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 Nếu xem  là tham số thì phương trình ảnh (*)  là phương trình tuyến tính cấp 2 đối với 
biến 

s
x  có nghiệm tổng quát: 

x
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a
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a
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Từ điều kiện biên { } 0),0(),0( == tusU L  và { } 0),1(),1( == tusU L . Suy ra: 
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Do đó x
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sxU π
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= 2sin
4
3),( 22 . 

Vậy  . { } xesxUtxu ta π== π−− 2sin3),(),(
2241L

4.2. PHƯƠNG TRÌNH ĐẠO HÀM RIÊNG CẤP 1 

4.2.1. Phương trình tuyến tính cấp 1 thuần nhất   

Phương trình dạng 

    ∑
=

=
∂
∂n

k k
nk x

uxxX
1

1 0),...,(                  (4.11) 
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gọi là phương trình tuyến tính thuần nhất cấp 1. 

Ta xét trường hợp phương trình (4.11) với giả thiết các hàm nkxxX nk ,1,),...,( 1 =  là các 

hàm liên tục cùng các đạo hàm riêng của chúng tại lân cận điểm  và không 

đồng thời triệt tiêu tại 

),...,( 00
1

0
nxxX =

0X , chẳng hạn  

( ) 00 ≠XX n .                     (4.12) 

Rõ ràng mọi hàm hằng Cxxu n =),...,( 1  (C là hằng số nào đó) là nghiệm của (4.11) . Ta 
gọi đó là nghiệm tầm thường. Sau đây ta sẽ tìm nghiệm không tầm thường của (4.11). 

Gọi hệ phương trình vi phân dạng đối xứng: 

    
n

n
X
dx

X
dx

X
dx

===
2

2

1

1                 (4.13) 

là hệ đối xứng tương ứng với phương trình (4.11). 

Kết hợp với điều kiện (4.12), hệ (4.13) có thể viết dưới dạng chuẩn tắc sau: 
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                       (4.14) 

Hàm số ),...,( 1 nxxϕ=ϕ  khả vi liên tục và không phải là hàm hằng được gọi là tích phân 

của (4.13) hay (4.14) nếu nó trở thành hàm hằng khi thay  bởi bất kỳ một nghiệm riêng 
nào của hệ đó. 

11 ,..., −nxx

Định lý 4.1: a. Nếu ),...,( 1 nxxϕ=ϕ  là tích phân của (4.13) thì hàm số ),...,( 1 nxxu ϕ=  là 
một nghiệm của (4.11). 

b. Ngược lại, nếu ),...,( 1 nxxu ϕ=  khác hằng số là một nghiệm của (4.11) thì 

),...,( 1 nxxϕ=ϕ  là tích phân của (4.13). 

Như vậy việc tìm nghiệm của (4.11) đưa về việc tìm các tích phân của (4.13). Lý thuyết 
phương trình vi phân chỉ ra rằng hệ (4.13) có 1−n  nghiệm độc lập. Vậy nếu tìm được 1−n  tích 
phân độc lập của hệ (4.13) là 1,...,1;),...,( 1 −=ϕ=ϕ nixx nii . Khi đó hàm số: 

( )121 ,...,, −ϕϕϕΦ=ϕ n  

trong đó Φ  là hàm số tuỳ ý khả vi liên tục, cũng là tích phân tổng quát của hệ (4.13). Vì vậy hàm 
số: 

        ( )121 ,...,, −ϕϕϕΦ= nu             (4.15) 

là nghiệm tổng quát của (4.11). 

Ví dụ 4.4: Tìm nghiệm tổng quát của phương trình  
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0=
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

z
uz

y
uy

x
ux  

Giải: Hệ đối xứng tương úng: 

z
dz

y
dy

x
dx

==         hay 
⎩
⎨
⎧

=
=

⇒

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=

=

zCy
zCx

z
dz

y
dy

z
dz

x
dx

2

1  

trong đó  là hằng số tuỳ ý. 21,CC

Dễ thấy 0;, 21 ≠=ϕ=ϕ z
z
y

z
x  là hai tích phân độc lập của hệ đối xứng trên, vậy nghiệm 

tổng quát của phương trình là:  

     ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛Φ=

z
y

z
xu ,  

với Φ  là hàm khả vi liên tục bất kỳ. 

4.2.2. Phương trình tuyến tính không thuần nhất 

Phương trình dạng  

  ∑
=

=
∂
∂n

k
n

k
nk uxxf

x
uuxxX

1
11 ),,...,(),,...,(      (4.16) 

gọi là phương trình tuyến tính không thuần nhất cấp 1. 

Ta xét trường hợp phương trình (4.16) với giả thiết các hàm  ,),,...,( 1 uxxX nk nk ,1=  và 

 là các hàm liên tục cùng các đạo hàm riêng của chúng tại lân cận điểm 

. Các hàm này không đồng thời triệt tiêu tại , chẳng hạn 

),,...,( 1 uxxf n

),,...,( 000
1

0 uxxY n= 0Y ( ) 00 ≠YX n . 

Chúng ta sẽ tìm nghiệm của (4.16) dưới dạng ẩn: 0),,...,( 1 =uxxV n , trong đó  khả vi 

liên tục và 

V

0)( 0 ≠
∂
∂ Y

u
V . Theo định lý hàm ẩn suy ra  ni

u
V
x
V

x
u i

i
,1; =

∂
∂
∂
∂

−=
∂
∂

.  Vậy   

  ∑
=

=
∂
∂

+
∂
∂n

k
n

k
nk u

Vuxxf
x
VuxxX

1
11 0),,...,(),,...,( .      (4.17) 

Đó là phương trình tuyến tính thuần nhất được trình bày ở đoạn trên. 

Gọi  niuxx nii ,...,1;),,...,( 1 =ϕ=ϕ  là các tích phân độc lập của hệ đối xứng tương ứng 
với (4.14). Khi đó nghiệm tổng quát của (4.17) là: 

( )nV ϕϕϕΦ= ,...,, 21 . 
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Suy ra tích phân tổng quát của (4.17) 

( ) 0,...,, 21 =ϕϕϕΦ n . 

Với Φ  là hàm tuỳ ý khả vi liên tục. 

4.2.3. Nghiệm của bài toán Cauchy đối với phương trình thuần nhất 

Xét bài toán Cauchy:  Hãy tìm nghiệm ),...,,( 21 nxxxuu =  của phương trình  

∑
=

=
∂
∂n

k k
nk x

uxxX
1

1 0),...,(             (4.18) 

Thoả mãn điều kiện:    

                             (4.19) ),...,,(),,...,,( 121
0

121 −− ϕ= nnn xxxxxxxu

Trong đó niX i ,1; =  liên tục cùng các đạo hàm riêng cấp 1 ở lân cận 

( )00
2

0
1

0 ,...,, nxxxX =  và ϕ  là hàm khả vi liên tục. 

Để giải bài toán (4.18) - (4.19) ta làm như sau: 

♦ Lập  hệ đối xứng tương ứng của (4.18) và tìm 1−n  tích phân độc lập của hệ đó: 

 1,...,1;),...,( 1 −=ϕ=ϕ nixx nii  

♦ Lập hệ phương trình với các ẩn số   121 ,...,, −nxxx

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

ϕ=ϕ

ϕ=ϕ

−−−

−

1
0

111

1
0

111

),,...,(

),,...,(

nnnn

nn

xxx

xxx
 

và giải hệ phương trình này được  

    
( )

( )⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

ϕϕψ=

ϕϕψ=

−−−

−

1111

1111

,...,

,...,

nnn

n

x

x
 

♦ Thay 121 ,...,, −ϕϕϕ n  bằng các hàm số 121 ,...,, −ϕϕϕ n  ta được nghiệm của bài toán 

Cauchy  (4.18)-(4.19): 

( )),...,,(,...,),...,,( 12111211 −−− ϕϕϕψϕϕϕψϕ= nnnu .           (4.20) 

Thật vậy, theo (4.16) thì u  là nghiệm của (4.18), chúng ta kiểm tra điều kiện (4.19). 

( ) ),...,,(),...,,(,...,),...,,( 121121112110 −−−−= ϕ=ϕϕϕψϕϕϕψϕ= nnnnxx xxxu
nn

. 

Nhận xét: 
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1. Trong các bài toán thực tế biến thứ  biểu diễn sự phụ thuộc vào thời gian do đó thường 
được ký hiệu là t  thay cho . Lúc đó điều kiện (4.19) của bài toán Cauchy được gọi là 

điều kiện đầu. 

n

nx

2. Quá trình tìm nghiệm của bài toán Cauchy đối với phương trình không thuần nhất là 
tương tự vì chúng ta đưa về phương trình thuần nhất (4.17). Thí dụ dưới đây sẽ minh họa 
điều đó. 

Ví dụ 4.5: Tìm nghiệm của bài toán Cauchy sau 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=

=
∂
∂

++
∂
∂

= 4),(

)(

2

2

yyxu

u
y
uxy

x
ux

x

 

Giải: Đưa về dạng thuần nhất (4.17): 0)( 2 =
∂
∂

+
∂
∂

++
∂
∂

u
Vu

y
Vxy

x
Vx có nghiệm dưới dạng 

hàm ẩn .  ( ) 0),(,, =yxuyxV

Hệ phương trình vi phân đối xứng dạng (4.13) tương ứng:  
u
du

xy
dy

x
dx

=
+

= 2 . 

 )( 12 xCxyx
x
y

dx
dy

xy
dy

x
dx

+=⇒+=⇒
+

=   (phương trình vi phân tuyến tính cấp 1). 

 xCu
u
du

x
dx

2=⇒= . Do đó nhận được hai tích phân độc lập  

x
uuyx

x
xyuyx =ϕ

−
=ϕ ),,(,),,( 2

2

1 . 

Giải hệ phương trình  

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

ϕ==ϕ

ϕ=
−

=ϕ

22

11

2
),,2(

2
4),,2(

uuy

yuy
    Nhận được:  

⎩
⎨
⎧

ϕ=
+ϕ=

2

1
2

42
u
y

 

Điều kiện (4.19) tương ứng ( ) 0),2(,,2 =yuyV  là 4),2( −= yyu  suy ra 12 22 ϕ=ϕ  hay 

12 ϕ=ϕ . Công thức (4.15): 
x
xy

x
u 2−
= . 

Vậy  là nghiệm cần tìm. 2xyu −=

4.3. PHÂN LOẠI PHƯƠNG TRÌNH ĐẠO HÀM RIÊNG RIÊNG TUYẾN TÍNH CẤP 2 
TRƯỜNG HỢP HÀM HAI BIẾN 

Xét phương trình: 

0),,,,(),(),(2),( =+++ yxyyxyxx uuuyxFuyxcuyxbuyxa                  (4.21) 

trong đó ký hiệu:  
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xu  thay cho 
x
uu x ∂
∂

=' ;  thay cho xxu
2

2
"

x
uu xx

∂

∂
= ;  thay cho xyu

yx
uu xy ∂∂

∂
=

2
"       (4.22)   

),(),,(),,( yxcyxbyxa  là các hàm liên tục trong 2⊂Ω . F  là hàm liên tục và biểu 

diễn tuyến tính đối với .  yx uuu ,,

Ta phân loại (4.21) tại Ω∈),( 000 yxM   như sau: 

a. Phương trình (4.21) thuộc loại hyperbolic tại  nếu 0M 0)(
0

2 >− Macb . 

b. Phương trình (4.21) thuộc loại elliptic tại  nếu 0M 0)(
0

2 <− Macb . 

c. Phương trình (4.21) thuộc loại parabolic tại  nếu 0M 0)(
0

2 =− Macb . 

Phương trình (4.21) thuộc loại hyperbolic (elliptic, parabolic) tại mọi điểm Ω∈),( yxM  thì 
ta nói rằng nó thuộc loại hyperbolic (elliptic, parabolic) trên miền Ω .  

Dưới đây sẽ dùng các phép biến đổi thích hợp để đưa (4.21) về dạng rút gọn, gọi là các 
phương trình chính tắc của nó. 

Xét phép biến đổi không suy biến 

     với điều kiện   
⎩
⎨
⎧

η=η
ξ=ξ

),(
),(

yx
yx

0
),(
),(
≠

ηξ
=

yxD
DJ .           (4.23) 

Trong phép biến đổi này ta giả thiết rằng ),(),,( yxyx ηξ  là các hàm khả vi liên tục đến cấp 
2. 

Định lí 4.2: Loại của phương trình (4.21) (tại 1 điểm hay trên 1 miền) không thay đổi qua 
phép biến đổi không suy biến (4.23). 

Chứng minh: Từ (4.23), áp dụng công thức đạo hàm của hàm hợp, suy ra: 

yyyxxx uuuuuu η+ξ=η+ξ= ηξηξ ,  

xxxxxxxxxx uuuuuu η+ξ+η+ηξ+ξ= ηξηηξηξξ
22 2  

xyxyyxxyyxyxxy uuuuuu η+ξ+ηη+ηξ+ηξ+ξξ= ηξηηξηξξ )(  

yyyyyyyyyy uuuuuu η+ξ+η+ηξ+ξ= ηξηηξηξξ
22 2  

Thay vào (4.21) nhận được: 

0),,,,(),(),(2),( 1111 =ηξ+ηξ+ηξ+ηξ ηξηηξηξξ uuuFucubua     (4.24) 

trong đó:             

 ,               (4.25) 22
1 2),( yyxx cbaa ξ+ξξ+ξ=ηξ

yyxyyxxx cbab ηξ+ηξ+ηξ+ηξ=ηξ )(),(1 ,                      (4.26) 

 130



Chương 4: Phương trình đạo hàm riêng 

22
1 2),( yyxx cbac η+ηη+η=ηξ .               (4.27) 

Từ đó suy ra  ( ) 22
11

2
1 Jacbcab −=− .  Chứng tỏ  và  cùng đấu. Định lí 

được chứng minh. 
11

2
1 cab − acb −2

Chú ý 1:  Từ (4.25)-(4.27) ta nhận thấy rằng nếu muốn 01 =a  hoặc  qua phép biến 
đổi không suy biến 

01 =c
),(,),( yxyx η=ηξ=ξ  thì hàm số này phải thỏa mãn phương trình sau gọi là  

phương trình đặc trưng của phương trình (4.21) 

                             (4.28) 0),(),(2),( 22 =ϕ+ϕϕ+ϕ yyxx yxcyxbyxa

Bổ đề: Giả sử ),( yxϕ  khả vi liên tục trên Ω  và trên đó . Để  là 

nghiệm riêng của (4.26) cần và đủ là 

022 >ϕ+ϕ yx ),( yxϕ=ϕ

Cyx =ϕ ),(  (C  là hằng số) là tích phân tổng quát của 
phương trình vi phân sau 

       (4.29) 0)(),(),(2)(),( 22 =+− dxyxcdxdyyxbdyyxa

Phương trình vi phân cấp 1 không tuyến tính (4.29) cũng gọi là phương trình các đường đặc 
trưng của (4.21).   

Phương trình (4.29) thường viết dưới một trong hai dạng sau đây: 

)0(,0'2)'( 2 ≠=+− acybya            (4.30) 

)0(,0)'('2 2 ≠=+− cxcxba            (4.31) 

Bây giờ tùy theo dấu của biểu thức  sẽ tìm được phép biến đổi thích hợp (4.23) 
để đưa phương trình (4.21) về dạng chính tắc. 

acb −=Δ 2

1. Trường hợp 2' b ac 0Δ = − > :  phương trình thuộc loại hyperbolic 

a. Nếu  (  cũng tương tự). 0≠a 0≠c

Phương trình đặc trưng (4.30) cho hai phương trình tương đương 

  
'' by

a
− Δ

=     và     
'' by

a
+ Δ

=  

Từ đó tìm được hai tích phân tổng quát tương ứng 11 ),( Cyx =ϕ  và ;   22 ),( Cyx =ϕ

21, CC  là các hằng số tùy ý. 

Ta thực hiện phép đổi biến:    thì phương trình (4.25) có dạng: 
⎩
⎨
⎧

ϕ=η
ϕ=ξ

),(
),(

2

1
yx
yx

                 (4.32) ),,,,(*
1 ηξξη ηξ= uuuFu

trong đó đặt 
1

1*
1 2b

FF −= . 

b. Nếu  thì  vì 0,0 == ca 0≠b ' 0Δ > . Rõ ràng khi đó phương trình có dạng (4.32). 
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Nếu thực hiện phép biến đổi:     thì (4.32) đưa về dạng: 
⎩
⎨
⎧

β−α=η
β+α=ξ

                             (4.33) ),,,,(**
1 βαββαα βα=− uuuFuu

Các phương trình (4.32), (4.33) đều gọi là dạng chính tắc của phương trình loại hyperbolic 
(4.21). 

2. Trường hợp :  phương trình thuộc loại elliptic. 02 <−=Δ acb

Vì  nên . Phương trình đặc trưng (4.30) cho hai phương trình vi phân 
tương đương với nó. 

acb <≤ 20 0, ≠ca

   
'' b iy

a
− −Δ

=     và     
'' b iy

a
+ −Δ

=  

Từ đó tìm được hai tích phân tổng quát: 1),( Cyx =ϕ  và 2),( Cyx =ϕ ; ),( yxϕ  là liên hợp 
của . ),( yxϕ

Giả sử  ),(),(),( yxiyxyx β+α=ϕ . Ta thực hiện phép đổi biến:   
⎩
⎨
⎧

β=β
α=α

),(
),(

yx
yx

Khi đó phương trình (4.24) đưa về dạng:  

         (4.34) ),,,,(*
2 βαββαα βα=+ uuuFuu

trong đó đặt 
1

1*
2 a

FF −= . 

Gọi (4.34) là dạng chính tắc của phương trình elliptic (4.21) 

3. Trường hợp 2' b ac 0Δ = − = :  phương trình thuộc loại parabolic. 

a. Nếu  thì  và  cùng dương hoặc cùng âm. Khi đó phương trình đặc 

trưng (4.30) dẫn đến phương trình vi phân tương đương với nó:  

0≠b 0≠ac ca,

a
by ='  

 Giả sử phương trình trên cho tích phân tổng quát là ),( yxϕ  = const. Theo bổ đề 
 là nghiệm của ( 4.28). Thực hiện phép đổi biến  ),( yxϕ=ϕ

      
⎩
⎨
⎧

ψ=η
ϕ=ξ

),(
),(

yx
yx

trong đó  được chọn sao cho nó độc lập với ),( yxψ ),( yxϕ  tức là 0
),(
),(
≠

ηξ
yxD

D .   

Với phép biến đổi trên phương trình ( 4.24) dẫn về dạng: 

),,,,(***
1 ηξηη ηξ= uuuFu      (4.35) 
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trong đó:   
1

1***
1 c

FF −=  

b. Nếu   thì  hoặc 0=b 0,0 ≠= ca 0,0 =≠ ca  bản thân ( 4.21) có dạng (4.35). 

Gọi ( 4.35)  là dạng chính tắc của phương trình parabolic. Từ sự phân loại trên kết luận 
rằng: 

Phương trình truyền sóng thuộc loại hyperbolic. 

Phương trình Laplace thuộc loại elliptic. 

Phương trình truyền nhiệt thuộc loại parabolic. 

Ví dụ 4.6: Hãy tìm nghiệm tổng quát của phương trình dao động của dây: 

    . const,2 == auau xxtt

Giải: Thực hiện phép biến đổi:    
⎩
⎨
⎧

−=η
+=ξ

atx
atx

Phương trình đưa về dạng  0=ξηu . Theo Ví dụ 4.1 ta được nghiệm tổng quát có dạng: 

)()()()( atxgatxfgfu −++=η+ξ= ;  là hai hàm tùy ý. gf ,

4.4. DẠNG CHÍNH TẮC CỦA PHƯƠNG TRÌNH CÓ HỆ SỐ HẰNG SỐ 

Chúng ta xét phương trình: 

0),(2 21 =++++++ yxfueududucubua yxyyxyxx            (4.36) 

ở đây  là các hằng số;  là hàm liên tục trong miền eddcba ,,,,, 21 ),( yxf 2⊂Ω  nào đó. 

Rõ ràng phương trình đặc trưng của (4.32) cũng có hệ số hằng số, các tích phân tổng quát 
hay gọi là các đặc trưng của nó là các đường thẳng.  

   Cx
a

acbbdx
a

acbby +
−±

=
−±

= ∫
22

 

Thực hiện các phép biến đổi thích hợp đã trình bày trong mục 3. phương trình (4.36) được 
dẫn về một trong các dạng sau: 

a. Dạng phương trình elliptic 

0),(21 =+++++ ηξηηξξ yxfueududuu .             (4.37) 

b. Dạng phương trình hyperbolic: 

      0),(21 =++++ ηξξη yxfueududu         (4.38) 

hay           0),(21 =++++− ηξηηξξ yxfueududuu .                

c. Dạng phương trình parabolic 

                                     0),(21 =++++ ηξξξ yxfueududu                         (4.39) 
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Tuy nhiên, chúng ta còn có thể đơn giản hóa các phương trình trên nhờ vào việc đổi biến:  

      βη+αξ= evu

Trong đó  sẽ được chọn thích hợp. Chẳng hạn xét phương trình (4.37). Theo biến mới, 
hãy thay các biến thức sau vào (4.37). 

βα,

  ( ) ( )vveuvveu β+=α+= η
βη+αξ

ηξ
βη+αξ

ξ , . 

  ( ) ( )vvvveuvvveu αβ+β+α+=α+α+= ξηξη
βη+αξ

ξηξξξ
βη+αξ

ξξ ,2 2 . 

  ( )vvveu 22 β+β+= ηηη
βη+αξ

ηη . 

( ) 0)2()2( 121
22

21 =++β+α+β+α+β++α+++⇒ ηξηηξξ fveddvdvdvv . 

Lấy  
2

,
2

21 dd
−=β−=α .  Khi đó (4.37) có dạng 

0),(1 =ηξ+γ++ ηηξξ fvvv .    (4.40) 

Tương tự (4.38)-(4.39) đưa về dạng 

0),(1 =ηξ+γ+ξη fvv . 

hay             0),(1 =ηξ+γ+− ηηξξ fvvv .           (4.41) 

                     0),(12 =ηξ++ ηξξ fvbv .                 (4.42)' 

Sau đây chúng ta giải quyết các bài toán tương ứng với từng loại phương trình với hệ số 
hằng dạng chính tắc. 

4.5. PHƯƠNG TRÌNH LOẠI ELLIPTIC 

4.5.1. Phương trình Laplace và hàm điều hòa 

Toán tử Laplace:  2

2

2

2

2

2

zyx ∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂
=Δ  

Phương trình Laplace là phương trình có dạng: 0=Δu  

Theo ký hiệu (4.22) phương trình Laplace được viết lại: 

  0=++ zzyyxx uuu                  (4.43) 

Hàm  thỏa mãn phương trình (4.43) trong miền bị chặn ),,( zyxu 3⊂Ω  gọi là hàm điều 
hòa trong Ω . 

Nếu  không bị chặn trong , hàm  gọi là điều hòa trên Ω  nếu nó điều hòa tại 
mọi điểm của , ngoài ra thỏa mãn đánh giá: 

Ω 3 ),,( zyxu
Ω

2 2 2( , , ) , 0,Cu x y z C r x y z
r

≤ > = + +  
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4.5.2. Nghiệm cơ bản của phương trình Laplace 

Lấy  . Hàm số dạng: 3
0000 ),,( ∈= zyxX

   
0

0 4
1),(

XX
XX

−π
=ε                (4.44) 

trong đó rzzyyxxXX =−+−+−=− 2
0

2
0

2
00 )()()( , là một hàm điều hòa trong 

; gọi là nghiệm cơ bản của (4.43). { 0
3 \ X }

Để chứng tỏ  là một hàm điều hòa, ta hãy tính: ),( 0XXε

2
00

0
)(

,)(22
r

rxxr
r

r
xx

rxxrr x
xxxx

−−
=

−
=⇒−= . 

Suy ra:        3
0

2 44 r
xx

r
rx

x
π

−
−=

π
−=ε  ,    

5

2
0

2

6

2
0

3 )(3
4
13)(

4
1

r
xxr

r
rrxxr x

xx
−−

⋅
π

−=
−−

⋅
π

−=ε . 

Tương tự có:      5

2
0

2

5

2
0

2 )(3
4
1;

)(3
4
1

r
zzr

r
yyr

zzyy
−−

⋅
π

−=ε
−−

⋅
π

−=ε . 

Vậy:  . 0),( 0 =εΔ XX

Tương tự ta có thể kiểm tra được hàm số:  

r
XX 1ln

2
1),( 0 π

=ε    trong đó ryyxxXX =−+−=− 2
0

2
00 )()(          (4.45) 

thỏa mãn phương trình Laplace trong không gian hai chiều:  0=+ yyxx uu . 

Chú ý 2: Nhắc lại một số kết quả của giải tích véc tơ. 

1) Toán tử Napla: ; ; i j k
x y z x y z

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∇ = = + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

. 

Trường hợp trong mặt phẳng toán tử Napla là:  ; i j
x y x y

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
∇ = = +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

. 

2) Toán tử Laplace:  
2 2 2

2 2 2x y z
∂ ∂ ∂

Δ = + + = ∇ ⋅ ∇
∂ ∂ ∂

 (tích vô hướng). 

3) grad f f= ∇ ;   di ;   v F F= ∇ ⋅ rot F F= ∇ ×  (tích véc tơ). 

4) Véc tơ đơn vị ( )cos ;cos ;cosn α β γ= , ( , ); ( , ); ( , )n Ox n Oy n Ozα β γ= = = . 

Véc tơ pháp tuyến đơn vị phía ngoài của mặt cầu tâm  bán kính );;( 000 zyx R  là: 
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   0 0; ; 0x x y y z zn
R R R
− − −⎛ ⎞= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
. 

5) Đạo hàm theo hướng:  gradf f n f
n
∂ n= ⋅ = ∇ ⋅
∂

. 

6) Tích phân mặt của một trường véc tơ ( ; ; )F P Q R=  trên mặt  có véc tơ pháp tuyến 

đơn vị 

S

( )cos ;cos ;cosn α β γ= : 

( ) ( )cos cos cos
S S

Pdydz Qdzdx Rdxdy P Q R dS F n dSα β γ+ + = + + = ⋅∫∫ ∫∫ ∫∫
S

. 

7) Định lý Ostrogradsky: ( ) ( ) ( )divF n dS F dV F dV
∂Ω Ω Ω

⋅ = = ∇ ⋅∫∫ ∫∫∫ ∫∫∫ . 

8) Định lý Green:  ( )grad gradv uu v dS u v v u n
n n∂Ω ∂Ω

⎛ ⎞∂ ∂
− = −⎜ ⎟

∂ ∂⎝ ⎠
∫∫ ∫∫ dS  

                                   ( ) ( )u uv v u dV v v u dV
Ω Ω

= ∇ ∇ − ∇ = Δ − Δ∫∫∫ ∫∫∫ . 

Trong đó  là véc tơ pháp tuyến ngoài của n ∂Ω . 

Bổ đề: Giả sử ),,( zyxϕ  liên tục tại lân cận  và  là mặt cầu tâm  bán kính là 0X δS 0X δ  
khi đó:  

a.  0
00

( , )lim ( ) ( )
S

X X X dS X
n

δ
δ

ε ϕ ϕ
→

∂
= −

∂∫∫ ,  ( n  là pháp tuyến ngoài).            (4.46) 

b.   00
lim ( , ) ( ) 0

S

X X X dS
δ

δ
ε ϕ

→
=∫∫ .                (4.47) 

4.5.3. Biểu diễn tích phân của hàm điều hòa 

Định lí 4.3: Giả sử  là miền bị chặn trong  có biên Ω 3 Ω∂  trơn từng mảnh. Nếu  

điều hòa trên Ω  và có đạo hàm riêng cấp 1 liên tục trên 

)(Xu

Ω  thì ta có.  

  0
0 0

( , )( )( ) ( , ) ( ) X Xu Xu X X X u X dS
n n

ε
ε

∂Ω

⎧ ⎫∂∂
= −⎨ ⎬

∂ ∂⎩ ⎭
∫∫            (4.48) 

trong đó 0 ,X n∈Ω  là pháp tuyền ngoài của Ω∂ . 

4.5.4. Các tính chất cơ bản của hàm điều hòa  

a. Hàm điều hòa trong miền bị chặn Ω  có đạo hàm mọi cấp trong miền đó  

 Thật vậy, từ công thức (4.48) và tính chất của hàm ),( 0XXε  suy ra được điều này.  

b. Nếu u  điều hòa trong miền bị chặn Ω  thì   
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0u dS
n∂Ω

∂
=

∂∫∫           (4.49) 

ở đây  là pháp tuyến của . n Ω∂

Thật vậy, áp dụng công thức Green với hai hàm điều hòa  và u 1=v , ta có:  

0 v u uu v dS dS
n n n∂Ω ∂Ω

⎧ ⎫∂ ∂ ∂
= − =⎨ ⎬

∂ ∂ ∂⎩ ⎭
∫∫ ∫∫ . 

c. Định lí giá trị trung bình của hàm điều hòa  

Định lí 4.4: Giả sử  là hàm điều hòa trong hình cầu đóng )(Xu RΩ  tâm  bán kính R 
khi đó:  

0X

   0 2
1( ) ( )

4
R

u X u X dS
Rπ ∂Ω

= ∫∫               (4.50) 

d. Nguyên lí cực trị của hàm điều hòa  

Định lí 4.5: Giả sử Ω  là miền bị chặn, nếu  là hàm điều hòa trên , liên tục trên )(Xu Ω Ω  
và đạt giá trị lớn nhất hay giá trị bé nhất tại một điểm trong của Ω  thì  phải là hằng số trên 

. 
)(Xu

Ω

  Từ định lí suy ra một số hệ quả quan trọng sau đây:  

Hệ quả 1: Nếu hàm  là hàm điều hòa trên )(Xu Ω , liên tục trên Ω  và không phải là hằng 
số thì  đạt giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất trên biên )(Xu Ω∂ . 

Hệ quả 2: Giả sử hàm  là hàm điều hòa trên )(Xu Ω , liên tục trên Ω . 

i.  Nếu  trên  thì 0)( ≥Xu Ω∂ 0)( ≤Xu  trên Ω . 

ii. Nếu  trên  thì 0)( ≤Xu Ω∂ 0)( ≤Xu  trên Ω . 

Hệ quả 3: Giả  sử  điều hòa trên 21,uu Ω , liên tục trên Ω .  

i.  Nếu  với mọi )()( 21 XuXu ≤ Ω∂∈X  thì )()( 21 XuXu ≤  với mọi . Ω∈X

ii. Nếu )()( 21 XuXu ≤  với mọi Ω∂∈X  thì )()( 21 XuXu ≤  với mọi . Ω∈X

Hệ quả 4: Giả sử  điều hòa trên u Ω , liên tục trên Ω .  

i.  Nếu  với mọi 0)( =Xu Ω∂∈X  thì 0)( =Xu  với mọi Ω∈X . 

ii. Nếu hằng số, với mọi== CXu )( Ω∂∈X  thì == CXu )( hằng số, với mọi Ω∈X . 

4.5.5. Bài toán Dirichlet 

 Bài toán Dirichlet đối với phương trình Laplace được phát biểu như sau: Tìm hàm điều hòa 
 trên miền bị chặn Ω, trùng với hàm )(Xu )(Xϕ  cho trước trên ∂Ω. Tức là tìm  thỏa mãn 

các điều kiện: 
)(Xu
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⎪⎩

⎪
⎨
⎧

Ω∂∈∀ϕ=

Ω∈∀=Δ

Ω∂ XXu
Xu

),(
,0

                (4.51) 

4.5.5.1. Tính duy nhất nghiệm và sự phụ thuộc liên tục của nghiệm vào điều kiện biên 

Định lý 4.6: Nghiệm của bài toán (4.51) nếu tồn tại sẽ duy nhất. 

Chứng minh: Giả sử  là hai nghiệm của bài toán (4.51). Rõ ràng 

 thỏa mãn phương trình trên với điều kiện biên 

)(),( 21 XuXu

21 uuu −= ,0)()( =ϕ−ϕ=Ω∂ XXu  Ω∂∈∀X . 

Theo hệ quả 4 thì , với mọi 0)( =Xu Ω∈X  hay )()( 21 XuXu = , với mọi . Ω∈X

Định lý 4.7: Nghiệm của bài toán (4.51) phụ thuộc liên tục vào điều kiện biên, tức là nếu 

21, uu  lần lượt là nghiệm của bài toán: 

  
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

Ω∂∈∀ϕ=

Ω∈∀=Δ

Ω∂ XXu
Xu

),(
,0

1
 ,  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

Ω∂∈∀ϕ=

Ω∈∀=Δ

Ω∂ XXu
Xu

),(
,0

2
.  

Khi đó nếu Ω∂∈∀ε<ϕ−ϕ XXX ,)()( 21  thì  Ω∂∈∀ε<− XXuXu ,)()( 21 . 

Trong đó  đủ bé cho trước. 0>ε

Chứng minh định lý này chỉ cần để ý đến hệ quả 3. 

4.5.5.2. Hàm Green đối với phương trình Laplace trong miền Ω  

Cho Ω là miền bị chặn trong . Hàm số  gọi là hàm Green của phương trình 

Laplace trong Ω nếu thỏa mãn hai điều kiện: 

3 ),( 0XXG

 Ω∈Ω∈∀ 0, XX  hàm  có dạng: ),( 0XXG

),(),(),( 000 XXgXXXXG +ε=      (4.52) 

Trong đó  là nghiệm cơ bản của phương trình Laplace còn  là hàm điều 

hòa theo 

),( 0XXε ),( 0XXg

X  trong  có các đạo hàm riêng cấp1 liên tục trong Ω Ω . 

              0),( 0 =Ω∂XXG                                                               (4.53) 

Từ định nghĩa trên suy ra:  là hàm điều hòa tại mọi ),( 0XXG { }0\ XX Ω∈ , 

Ω∂Ω∂ ε−= ),(),( 00 XXXXg  và khi  thì . 0XX → +∞→),( 0XXG

Gọi  là điểm cực điểm của hàm Green. 0X

4.5.5.3. Biểu diễn nghiệm của bài toán (4.41) qua hàm Green 

Định lý 4.8: Giả sử trong miền Ω  tồn tại hàm  và tồn tại nghiệm  của bài 

toán (4.51), với  có đạo hàm riêng cấp1 liên tục trên 

),( 0XXG )(Xu

)(Xu Ω . 

Khi đó: 
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   0
0

( , )( ) ( )G X Xu X X dS
n

ϕ
∂Ω

∂
= −

∂∫∫                   (4.54) 

n  là pháp tuyến ngoài của ∂Ω. 

4.5.5.4. Giải bài toán Dirichlet đối với hình cầu tâm O bán kính R 

Xét bài toán  (4.51) trên hình cầu tâm O bán kính R, ký hiệu . Biên của hình cầu ký hiệu 
. 

RV

RS

Lấy , gọi RVX ∈0 0X  là điểm đối xứng của  qua , tức là 0X RS 2
00 ROX O X = . Gọi 

00 , 'OX O Xρ ρ= = . Lấy RVX ∈ , đặt 00 , 'r rX X X X= = . 

 

O  

X  

0X  

0X  
*X  

r  

'r  ρ  

'ρ  

 

 

 

 

 

 

 

Định lý 4.9: Hàm Green trong hình cầu  có dạng RV

    ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ρ

−⋅
π

=
'

1
4
1),( 0 r

R
r

XXG                     (4.55) 

Hàm Green trong hình tròn có dạng: 

    ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ρ

−⋅
π

=
'

ln1ln
2
1),( 0 r

R
r

XXG                     (4.56) 

Định lý 4.10: Giả sử tồn tại nghiệm  của bài toàn (4.51) khả vi liên tục trong hình cầu 

đóng 

)(Xu

RV  khi đó: 

                   (4.57) ∫∫ ϕ=
RS

dSXXXPXu )(),()( 00

trong đó 
2 2

0 03
1( , ) ; ,

4
RP X X s X X s X X

R s
ρ

π
−

= ⋅ = = 0  gọi là nhân Poisson, còn (4.57) gọi 

là công thức Poisson. 

Nhân Poisson  có các tính chất sau: ),( 0XXP

 RR SXVXXXP ∈∀∈∀> ,;0),( 00 . 
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 . 1),( 0 =∫∫
RS

dSXXP

  là hàm điều hòa theo 0( , )P X X RVX ∈0 . 

Như vậy công thức (4.56) cho ta cách xây dựng hàm  nếu nó tồn tại là nghiệm của 
(4.51). Vấn đề đặt ra là khi nào tồn tại nghiệm của (4.51). Định lý sau đây trả lời câu hỏi đó. 

)(Xu

Định lý 4.11: Nếu hàm  liên tục trên biên  thì hàm  cho bởi công thức 
Poisson (4.57) chính là nghiệm của bài toán (4.51). Tức là: 

)(Xϕ RS )( 0Xu

  liên tục tại mọi )( 0Xu RVX ∈0 , 

  với mọi   và0)( 0 =Δ Xu RVX ∈0 )'()(lim 00
'0

XXu
XX

ϕ=
→

 với mọi .   RSX ∈0'

4.5.5.5. Giải bài toán Dirichlet trong hình tròn 

Theo định lý 4.6 nghiệm của bài toán (4.51) nếu tồn tại thì duy nhất. Trong phần này chúng 
ta sử dụng phương pháp tách biến hay gọi là phương pháp Fourier để tìm nghiệm của bài toán 
(4.51) trong hình tròn tâm  bán kính  và đó là nghiệm duy nhất của bài toán. O a

     
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=Δ

)(

0

1 sfu

u

S

             (4.58) 

Trong đó  là đường tròn tâm  bán kính ,  là độ dài cung được tính từ một điểm cố 
định của đường tròn,  là hàm liên tục và thỏa mãn điều kiện 

S O a s
)(1 sf )()2( 11 sfasf =π+ . 

Phương trình Laplace trong hệ tọa độ cực có dạng: 

    011
2

2

22

2
=

ϕ∂

∂
+

∂
∂

+
∂

∂ u
rr

u
rr

u
                 (4.49) 

Điều kiện biên tương ứng: 

   )()2(),(),( ϕ=π+ϕϕ=ϕ
=

fffru
ar

.                  (4.60) 

Giải bài toán (4.59) - (4.60) bằng phương pháp Fourier như sau: 

Tìm nghiệm của nó trong dạng: 

   )()(),( ϕΦ=ϕ rRru  thỏa mãn )2()( π+ϕΦ=ϕΦ .  

Thay vào (4.59) nhận được:  0)(")('1" 2 =ϕΦ+ϕΦ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

r
RR

r
R , 

hay           ( )
Φ
Φ

−=+
"'"1 2 rRRr

R
. 

Vì hai vế của đẳng thức trên phụ thuộc vào hai biến độc lập khác nhau, nên đẳng thức xảy 
ra khi cả hai vế cùng bằng một hằng số, gọi λ là hằng số đó. 
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⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=Φλ+Φ
=λ−+

.0"
0'"2 RrRRr  

Đối với Φ(ϕ) ta có bài toán:  
⎩
⎨
⎧

π+ϕΦ=ϕΦ
=Φλ+Φ

).2()(
0"

 Nếu  thì . 0<λ 0≡Φ

 Nếu  (do điều kiện tuần hoàn chu kỳ 2π của Φ) thì  0≥λ

ϕλ+ϕλ=ϕΦ sincos)( 21 CC , với ,  . 2n=λ ∈n

 Như vậy ta đã tìm được tập hợp các hàm Φ(ϕ):  ϕ+ϕ=ϕΦ nbna nnn sincos)( . 

Thay  vào phương trình đối với  sẽ có: 2n=λ )(rR

    . 0'" 22 =−+ RnrRRr

Đó là phương trình Euler, có hai nghiệm độc lập tuyến tính nrR =  và nrR −= . Chúng ta 

cần tìm nghiệm trong hình tròn tâm O , vậy lấy nrR = . Theo tính chất của phương trình tuyến 
tính thì nghiệm của bài toán (4.59) có dạng: 

    ( )∑
∞

=
ϕ+ϕ=ϕ

0
sincos),(

n
nn

n nbnarru

 Các hằng số được xác định bởi điều kiện biên. nn ba ,

Ta có    ∑
∞

=
ϕ+ϕ=ϕ=ϕ

0

** sincos)(),(
n

nn nbnafau

Mặt khác   ( )∑
∞

=
ϕ+ϕ=ϕ

0
sincos),(

n
nn

n nbnaaau

So sánh các hệ số của  và ϕncos ϕnsin , để ý đến công thức tính các hệ số Fourier của 
. )(ϕf

Suy ra:    θθ
π

== ∫
π

dfaa
2

0

*
00 )(

2
1  

    θθθ
π

== ∫
π

dnf
aa

a
a nn

n
n

2

0

*
cos)(1  

    θθθ
π

== ∫
π

dnf
aa

b
b nn

n
n

2

0

*
sin)(1  

Tóm lại nghiệm của (4.59) - (4.60) là: 
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 ∑ ∫∫
∞

=

ππ
θθ−ϕθ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

π
+θθ

π
=ϕ

1

2

0

2

0
)(cos)(1)(

2
1),(

n

n
dnf

a
rdfru   (4.61) 

Tương tự, nghiệm của bài toán Dirichlet ngoài hình tròn tâm O  bán kính : a

     
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=Δ

)(

0

1 sfu

u

S

 

Có dạng: ∑ ∫∫
∞

=

ππ
θθ−ϕθ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

π
+θθ

π
=ϕ

1

2

0

2

0
)(cos)(1)(

2
1),(

n

n
dnf

r
adfru          (4.62) 

4.6. PHƯƠNG TRÌNH LOẠI HYPERBOLIC 

Phương trình loại Hyperbolic đơn giản là phương trình truyền sóng. 

Dạng tổng quát là:   ),,,(2 tzyxfuautt +Δ=

Trong đó    zzyyxx uuuu ++=Δ . 

a  là hằng số, gọi là vận tốc truyền sóng, t  là biến thời gian. Nếu  ta có phương trình 
truyền sóng thuần nhất. 

0=f

4.6.1. Bài toán Cauchy đối với phương trình truyền sóng và định lý duy nhất nghiệm 

4.6.1.1. Bài toán Cauchy 

Để dễ hình dung về hình học chúng ta hãy xét ),,( tyxuu = . 

Bài toán đặt ra: Hãy tìm nghiệm của phương trình 

    ( ) ),,(2 tyxfuuau yyxxtt ++=                 (4.63) 

thỏa mãn các điều kiện ban đầu: 

     ),()0,,( yxyxu ϕ=             (4.64) 

     ),()0,,( yxyxut ψ=             (4.65) 

Trong hình nón K  giới hạn bởi mặt phẳng 0=t  và mặt nón có phương trình 

   . 0,)()()( 2
0

22
0

2
0 ≥−=−+− tttayyxx

000 ,, tyx  là các hằng số nào đó. Các hàm ),(),,( yxyx ψϕ  xác định trên hình tròn: 

    
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

==−+−

=
2

0
222

0
2

0 )()(

0

taRyyxx

t

Sau đây gọi mặt hình nón là S, đáy mặt nón là B.  

Tương tự như công thức (4.28), chúng ta xét trong không gian  các mặt nón: 3

0)()()(),,( 2
0

2
0

2
0

2 =−−−−−= yyxxttatyxF  
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chính là các đặc trưng của phương trình (4.63). 

4.6.1.2. Định lý duy nhất nghiệm 

Định lý 4.12: Nghiệm của bài toán (4.63) - (4.65) có đạo hàm riêng đến cấp 2 liên tục trong 
K là duy nhất. 

Chứng minh: Nếu  là nghiệm của bài toán (4.63) - (4.65) thì  là nghiệm 
của bài toán sau đây: 

21, uu 21 uuu −=

    ( )yyxxtt uuau += 2                 (4.66) 

thỏa mãn các điều kiện ban đầu:     0)0,,( =yxu                          (4.67) 

     0)0,,( =yxut                         (4.68) 

Ta chứng minh bài toán (4.66)-(4.68) có nghiệm 0),,( =tyxu  trên K . 

Trước hết ta chứng minh  tại đỉnh 0=u A của hình nón . Để làm điều đó ta biến đổi như 
sau:  

K

 

O  

x  

y  

t  

),,( 000 tyxA  

B  

S  

P  

'B  'A  H  

n  
m  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Nhân (4.66) với , rồi lấy tích phân trên , sẽ có tu2 K

   ( )22 (2 2 )tt t t xx t yy
K

I u u a u u u u dxdydt= − +∫∫∫ 0=

Nhận thấy:  ( )ttttt uuu 22 =  ; ( )22 2( )t xx t x x x t
u u u u u= − ; . ( )22 2( )t yy t y y y t

u u u u u= −

Suy ra:      ( ){ }2 2 2 2 2 2 22 ( ) 2 ( ) 0t x y t x x t y yt
K

I u a u a u a u u a u u dxdydt= + + − − =∫∫∫  

Áp dụng công thức Ostrogradski: 

( ){ }2 2 22 2 2 2cos( , ) 2 cos( , ) 2 cos( , ) 0t x y t x t y
K

I u a u a u n Ot a u u n Ox a u u n Oy dS
∂

= + + − −∫∫ =  

Trên biên B , từ (4.67) và (4.68)  suy ra  0=== yxt uuu . Vậy: 
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( ){ }2 2 22 2 2 2cos( , ) 2 cos( , ) 2 cos( , ) 0t x y t x t y
S

I u a u a u n Ot a u u n Ox a u u n Oy dS= + + − −∫∫ =  

Vì  0
2 2

0

'cos( , ) sin '
' 1 1

atHA an Ot A AH
AA t a a

= = = =
+ +

= hằng số. 

( ) ( ){ }2 2 2 2 2 2cos( , ) 2 cos( , ) cos( , ) cos( , )
S

t x y t x t yJ u a u a u n Ot a u u n Ox u u n Oy n Ot dS= + + − +∫∫  

    . cos( , ) 0n Ot I= =

Mặt khác từ phương trình mặt nón 0),,( =tyxF  suy ra:     22222
yxt FaFaF +=

và  gra    d //F n
cos( , ) cos( , ) cos( , )

yt x FF F
n Ot n Ox n Oy

⇒ = . =

Vậy   . 2 2cos( , ) cos( , ) cos( , )n Ot a n Ox a n Oy= +

Từ đó J  có thể biểu diễn dưới dạng: 

( ) ( )2 2
cos( , ) cos( , ) cos( , ) cos( , )t x t y

S
J au n Ox au n Ot dS au n Oy au n Ot d= − + −∫∫ S  

Do  suy ra các biểu thức dưới dấu tích phân phải bằng không. 0=J

Chứng tỏ: 
cos( , ) cos( , ) cos( , )

yx tuu u v
n Ox n Oy n Ot

= = =  

Gọi là véc tơ chỉ phương của đường sinh của mặt nón, trên đường sinh đó, chúng ta có: m

grad cos( , ) cos( , ) cos( , )x y t
u u m u m Ox u m Oy u m Ot
m
∂

= ⋅ = + +
∂

           

( )cos( , ) cos( , ) cos( , ) cos( , ) cos( , ) cos( , )v m Ox n Ox m Oy n Oy m Ot n Ot= + +  

( ) 0v m n= ⋅ = . 

Suy ra u  là hằng số trên đương sinh. Theo (4.67) nên 0=u  trên dường sinh, nói riêng 
 tại A. 0=u

Lấy tùy ý KP∈ . Dựng mặt nón đỉnh P , đáy của nó là .  BB ⊂'

Như vậy; 0
''
==

B
t

B
uu . Theo trên  0=u  tại P. 

Vì  lấy tùy ý thuộc P K , vậy 0=u  trên K . 

4.6.2. Công thức nghiệm của bài toán Cauchy 

Trong phần này sẽ giải quyết vấn đề tồn tại nghiệm của bài toán Cauchy của phương trình 
truyền sóng bằng cách thiết lập nghiệm cụ thể của bài toán này. 
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Xét bài toán: 

   ( )2 ( , , , )tt xx yy zzu a u u u f x y z t= + + +           (4.69) 

thỏa mãn các điều kiện ban đầu:            ),,()0,,,( zyxzyxu ϕ=              (4.70) 

    ),,()0,,,( zyxzyxut ψ=              (4.71) 

Hãy tìm nghiệm của bài toán trong miền  với giả thiết 0>t ϕ  có các đạo hàm riêng liên tục 
đến cấp 3, ψ  có các đạo hàm riêng liên tục đến cấp 2 còn  liên tục theo biến  và có các đạo 
hàm riêng liên tục đến cấp 1 theo 

f t
zyx ,, . Bài toán (4.69) - (4.71) được giải quyết trên cơ sở giải 

quyết ba bài toán phụ sau đây: 

Bài toán 1:  

( )

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

ψ=
=

++=

),,()0,,,(
0)0,,,(

2

zyxzyxv
zyxv

vvvav

t

zzyyxxtt

              (4.72) 

Bài toán 2:  

( )

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=ω
ϕ=ω

ω+ω+ω=ω

0)0,,,(
),,()0,,,(

2

zyx
zyxzyx

a

t

zzyyxxtt

              (4.73) 

Bài toán 3 (dao động cưỡng bức):  

( )

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

=

=

+++=

0)0,,,(*
0)0,,,(*

),,,(**** 2

zyxu

zyxu

tzyxfuuuau

t

zzyyxxtt

           (4.74) 

Nghiệm của bài toán ban đầu sẽ là *uvu +ω+=  trong đó *,, uv ω  là nghiệm của bài 
toán 1, 2, 3 tương ứng. 

a.    Giải bài toán 1 

Định lý 4.13: Nghiệm của bài toán 1 (4.72)có dạng 

   ∫∫
ζηξψ

π
=

atS
dS

ta
tzyxv ),,(

4
1),,,( 2         (4.75) 

Trong đó  là mặt cầu tâm , bán kính at  có phương trình: atSt ,0> ),,( zyx

   . 22222 )()()( tazyx =−ζ+−η+−ξ

b.    Giải bài toán 2 

Định lý 4.14: Giả sử  là nghiệm của bài toán 1 ứng với điều kiện biên ϕ. Khí đó nghiệm 

của bài toán 2 (4.73)là: 
ϕv

    ( )
t

v
vtzyx t ∂

∂
==ω ϕ

ϕ),,,(                   (4.76) 

 145



Chương 4: Phương trình đạo hàm riêng 

c.    Giải bài toán 3 

Định lý 4.15 (Nguyên lí Duhamel): Nếu ( )tzyxV ,,,,λ  là nghiệm của bài toán sau đây: 

     ( )
( )⎪

⎩

⎪
⎨

⎧

λ=λ
=λ

Δ=

),,,(0,,,,
00,,,,

2

zyxfzyxV
zyxV
VaV

t

tt

thì hàm số cho bởi công thức dưới đây là nghiệm của bài toán 3 (4.74) 

   .        (4.77) ∫ λλ−λ=
t

dtzyxVtzyxu
0

),,,,(),,,(*

Cuối cùng nghiệm của bài toán Cauchy (4.69)-(4.71) biểu diễn trong dạng: 

( ) 2

, , ,
1*

4
at at at

t
S S V

rf t
au v v u dS dS dV

t t t ra
ψ ϕ

ξ η ζ
ψ ϕ

π

⎧ ⎫⎛ ⎞−⎜ ⎟⎪ ⎪∂⎪ ⎪⎝ ⎠= + + = + +⎨ ⎬∂⎪ ⎪
⎪ ⎪⎩ ⎭

∫∫ ∫∫ ∫∫∫          (4.78) 

trong đó:  222 )()()( zyxr −ζ+−η+−ξ= . 

Công thức (4.78) gọi là công thức Kirchoff. 

4.6.3. Công thức nghiệm của bài toán Cauchy có số biến không gian ít hơn ba 

4.6.3.1. Công thức Poisson 

Tìm nghiệm của bài toán: 

     

( )

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

ψ=
ϕ=

+=

),()0,,(
),()0,,(

2

yxyxu
yxyxu

uuau

t

yyxxtt

                        (4.79) 

Vì nghiệm của bài toán Cauchy là duy nhất nên ta có thể xem nghiệm của bài toán (4.60) là 
nghiệm của bài toán có 3 biến không gian sau 

    

( )

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

ψ=
ϕ=

++=

),()0,,,(
),()0,,,(

2

yxzyxu
yxzyxu

uuuau

t

zzyyxxtt

                       (4.80) 

Áp dụng công thức (4.78) ta có nghiệm: 
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ ϕ

∂
∂

+
ψ

π
= ∫∫∫∫

atat SS
dS

tt
dS

ta
u 24

1     
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• )0,,( yx  

n  
atS  

atD  

ξ  

η  

ζ  
 

 

 

 

 

 

 

 

 147

2 2t

2 2t

                2 2 2: ( ) ( ) ( )atS x y aξ η ζ− + − + =

  ,  hình tròn tâm  bán kính .  2 2: ( ) ( )atD x y aξ η− + − ≤ ),( yx at

( )cos ,d d dS n O dS
at
ζ

ξ η ζ= =     
2 2 2 2( ) ( )

d ddS at
a t x y

ξ η

ξ η
⇒ =  

− − − −

2 2 2 2 2

1 1
24 ( ) ( )at atS D

d ddS
t aa a t x y

ξ η
ππ ξ η

Φ Φ
=

− − − −
∫∫ ∫∫  

Vậy nghiệm của bài toán (4.80) cho bởi công thức:  

2 2 2 2 2 2 2 2

1 ( , ) ( , )( , , )
2 ( ) ( ) ( ) ( )at atD D

d d d du x y t
a ta t x y a t x y

ψ ξ η ξ η ϕ ξ η ξ η
π ξ η ξ η

⎧ ⎫∂⎪ ⎪= +⎨ ⎬∂⎪ ⎪− − − − − − − −⎩ ⎭
∫∫ ∫∫       (4.81) 

gọi (4.81) là công thức Poisson. 

4.6.3.2. Công thức D/Alembert 

Tìm nghiệm của bài toán dao động của dây: 

           (4.82) 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

ψ=
ϕ=

=

)()0,(
)()0,(

2

xxu
xxu

uau

t

xxtt

Theo ví dụ 4.4 phương trình u  có nghiệm tổng quát xxtt ua2=

    u )()(),( atxgatxftx + + −= . 

Áp dụng điều kiện đầu ta có:       )()()( xxgxf ϕ=+  

                    )()(')(' xxagxaf ψ=−  

Do đó:    
⎩
⎨
⎧

−ϕ=−+−
+ϕ=+++

)()()(
)()()(

atxatxgatxf
atxatxgatxf
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và ∫
+

−

ψ
=−++−−−+

atx

atx
dv

a
vat)g(xat)g(xat)f(xat)f(x )( . 

Vậy nghiệm của (4.82) có dạng: 

  dvv
a

atxatxtxu
atx

atx
∫
+

−

ψ+
−ϕ++ϕ

= )(
2
1

2
)()(),(      (4.83) 

Công thức (4.83) gọi là công thức D'Alembert. 

4.6.4. Bài toán hỗn hợp 

Cho  là miền bị chặn có biên là ∂Ω. Gọi hình trụ trong  là hình cho bởi 
 với . Mặt xung quanh của  là 

3⊂Ω 4

( TQT ,0×Ω= ) 0>T TQ ( )TST ,0×Ω∂= . Đáy dưới và đáy trên 
của  lần lượt là Ω và TQ TΩ .

Trong  xét bài toán hỗn hợp đối với phương trình truyền sóng sau đây: TΩ

  

2 ( )

( , , ,0) ( , , )
( , , ,0) ( , , )

( , , , ) 0 hay 0
T

T

tt xx yy zz

t

S S

u a u u u

u x y z x y z
u x y z x y z

uu x y z t
n

ϕ
ψ

⎧ = + +
⎪
⎪ =
⎪ =⎨
⎪ ∂⎪ = =
⎪ ∂
⎩

        (4.84) 

Biết rằng ϕ  khả vi liên tục trên Ω, ψ  liên tục trên Ω  và n  là véc tơ pháp của . TS

4.7. PHƯƠNG TRÌNH LOẠI PARABOLIC 

Trong  cho miền mở Ω bị chặn, có biên ∂Ω.  2

Ta kí hiệu như sau: 
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Hình trụ  ( TQT ,0× )Ω=  với . 0>T

Mặt trụ    ( )TST ,0×Ω∂= . 

Đáy trên   { }( , , ) ( , )T x y T x yΩ = ∈Ω  

Trong TΩ  xét phương trình truyền nhiệt 

    

x  Ω  

TΩ  

TS  

y  

t  

T  

O  

 

 

 

),,()( tyxfuuuu yyxxt =+−≡T     (4.85) 
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4.7.1. Nguyên lý cực trị trong miền bị chặn đối với phương trình (4.85) 

4.7.1.1. Nguyên lý cực trị 

Định lý 4.16: Nếu  là nghiệm của phương trình ),,( tyxu 0=Tu  và liên tục trên TΩ  thì  

đạt giá trị lớn nhất và giá trị bé nhất trên miền 

u

Ω∪=σ TS . 

),,(max),,(),,(min tyxutyxutyxu
σσ

≤≤  

4.7.1.2. Tính duy nhất nghiệm của bài toán biên thứ nhất đối với phương trình truyền nhiệt 

Bài toán biên thứ nhất có dạng sau đây: 

 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

ϕ=

=+−≡

σσ ),,(

),,()(

tyxu

tyxfuuuu yyxxtT
   (4.86) 

Định lý 4.17: Nghiệm của bài toán (4.86) nếu có là duy nhất 

Chứng minh: Giả sử bài toán biên thứ nhất có hai nghiệm  khi đó 21,uu 21 uuu −=  là 
nghiệm của bài toán: 

    
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

σ 0
0

u
uT

  

Từ bất đẳng thức mô tả nguyên lý cực trị suy ra 21 uu = . 

4.7.2. Nguyên lý cực trị trong miền không bị chặn đối với phương trình truyền nhiệt 

Kí hiệu  ( ) 0,,02 >×= TTGT . 

Xét phương trình truyền nhiệt 0)( =+−≡ yyxxt uuuuT  trên . TG

4.7.2.1.  Nguyên lý cực trị 

Định lý 4.18: Nếu  bị chặn trên  và có đạo hàm riêng theo ),,( tyxu TG yx,  liên tục đến 
cấp 2, có đạo hàm riêng theo  liên tục đến cấp 1 đồng thời là nghiệm của phương trình t 0=uT  
thì 

TGtyxyxutyxuyxu ∈∀≤≤ ),,(,)0,,(sup),,()0,,(inf
22

. 

4.7.2.2. Bài toán Cauchy và định lý duy nhất nghiệm 

Xét bài toán Cauchy trong miền ( )TGT ,02 ×=  sau: 

    (4.87) 
⎩
⎨
⎧

ϕ=

=+−≡

),()0,,(

),,()(

yxyxu

tyxfuuuu yyxxtT

Định lý 4.19: Nghiệm bị chặn của bài toán Cauchy (4.87), nếu có là duy nhất.  

4.7.3. Công thức Poisson đối với phương trình truyền nhiệt 

Xét bài toán: 
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         (4.88) xxt uau 2=

   ∈∀ϕ= xxxu ,)()0,(     (4.89) 

Ta tìm nghiệm bị chặn bài toán (4.88)-(4.89) bằng cách dùng phép biến đổi tích phân 
Fourier (công thức (2.77)-(2.80) chương II). 

 Đặt  . { } 2( , ) ( , ) ( , ) i fxU f t u x t u x t e dxπ
∞

−

−∞

= = ∫F

 { } 2 2( , )( , ) ( , ) ( , )i fx i fx
t

u x tu x t e dx u x t e dx U f t
t t t

π π
∞ ∞

− −

−∞ −∞

∂ ∂ ∂
= = =

∂ ∂ ∂∫ ∫F . 

Áp dụng công thức biến đổi Fourier của đạo hàm ta có: { } 2( , ) ( 2 ) ( , )xxu x t i f U f tπ=F . 

Thay vào phương trình (4.88) ta có phương trình ảnh: 2 2 2( , ) 4 ( , )U f t f a U f t
t

π∂
= −

∂
. 

Giải phương trình vi phân theo biến số t  dạng tách biến được nghiệm   

     
2 2 24( , ) ( ) f a tU f t C f e π−=  

Theo điều kiện đầu:  . { } 2( ) ( ,0) ( ) ( ) i fxC f U f x x e dxπϕ ϕ
∞

−

−∞

= = = ∫F

Suy ra   
2 2 24 2( , ) ( )f a t i fxU f t e x e dxπ πϕ

∞
− −

−∞

= ∫ . 

Áp dụng công thức biến đổi ngược (2.80) ta có nghiệm của phương trình (4.88)-(4.89): 

{ }
2 2 21 2 2 4 2( , ) ( , ) ( , ) ( )i fx i fx f a t i fu x t U f t U f t e df e e e d dfπ π π π ξϕ ξ ξ

∞ ∞ ∞
− −

−∞ −∞ −∞

⎛ ⎞
⎜ ⎟= = =
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ ∫ ∫F −

2 2 2
2 2 2 2

( )4
2 2 4 2( , ) ( ) ( )

i x fa t f
i fx i f f a t a tu x t d e e e df d e df

ξπ
π π ξ π πϕ ξ ξ ϕ ξ ξ

−⎛ ⎞∞ ∞ ∞ ∞ − +⎜ ⎟− − ⎝ ⎠

−∞ −∞ −∞ −∞

= =∫ ∫ ∫ ∫
22 2

2 2 2 2 2
2 22 2

( ) ( )( ) ( )4 4
2 44 4 1

2

i x f i xx xa t f a t f
a t a ta t a te df e e df e

a t

ξ ξξ ξπ π
π π

π

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −∞ ∞− + − +− −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

−∞ −∞

= =∫ ∫  

Vậy       

2

2
( )

41( , ) ( )
2

x
a tu x t e d

a t

ξ

ϕ ξ
π

−∞ −

−∞

= ∫ ξ .                        (4.90) 

Nhận xét: 

1. Nếu ta gọi X  là biến ngẫu nhiên có phân bố chuẩn  thì công thức nghiệm 
(4.90) có thể xem là kỳ vọng 

2( ;2 )N x a t
)(E),( Xtxu ϕ= . 
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2. Trong chứng minh trên ta đã sử dụng tích phân Euler 

  

22
2 2 2

2 2 2 22
2

2
b bba x x a x

a x bx a aaI e dx e dx e e dx
⎛ ⎞ ⎛ ⎞∞ ∞ ∞− − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟− + ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

−∞ −∞ −∞

= = =∫ ∫ ∫ ;   )0( >a

Đổi biến số ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−= 2a

bxay  ta được  

2 2

2 2
2 2 22 1

0

b b
a aa x bx y te e eI e dx e dy e t dt
a a

2

2
/ 2

b
a

a
π

∞ ∞ ∞
− + − − −

−∞ −∞

= = = =∫ ∫ ∫ .  (4.91) 

Tương tự  

2
22

2 2
2 2 222

b
ibb a x aa x i bx aa eJ e dx e e dx

a
π

−
⎛ ⎞−∞ ∞ − −⎜ ⎟− + ⎝ ⎠

−∞ −∞

= = =∫ ∫ .         (4.92) 

3. Bằng cách hoàn toàn tương tự có các kết quả sau đây: 

Nghiệm của bài toán Cauchy trong không gian hai chiều: 

( )2
t xx yu a u u= + ∈y  ; = ϕ ∀ yxyxyxu ,,),()0,,(  

được cho bởi công thức Poisson sau: 

( )

2 2

2
( ) ( )

4
2

1( , , ) ( , )
2

x y
a tu x y t e d d

a t

ξ η

ϕ ξ η ξ η
π

− + −∞ ∞ −

−∞ −∞

= ∫ ∫ .  (4.93) 

Nghiệm của bài toán Cauchy trong không gian 3 chiều 

( )zzyyxxt uuuau ++= 2  ; ∈∀ϕ= zyxzyxzyxu ,,,),,()0,,,(  

cho bởi công thức Poisson sau: 

( )

2 2 2

2
( ) ( ) ( )

4
3

1( , , , ) ( , , )
2

x y z
a tu x y z t e d d d

a t

ξ η ζ

ϕ ξ η ζ ξ η ζ
π

− + − + −∞ ∞ ∞ −

−∞ −∞ −∞

= ∫ ∫ ∫ .     (4.94) 

TÓM TẮT 

Phương trình đạo hàm riêng 

Phương trình đạo hàm riêng là một phương trình liên hệ giữa hàm nhiều biến phải tìm 
, các đạo hàm riêng của chúng và các biến độc lập . ),...,,( 21 nxxxu nxxx ,...,, 21

Cấp của phương trình đạo hàm riêng là cấp cao nhất của đạo hàm riêng có mặt trong 
phương trình đó. 
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Phương trình tuyến tính cấp 1 thuần nhất   ∑
=

=
∂
∂n

k k
nk x

uxxX
1

1 0),...,(  có nghiệm tổng 

quát là ( )121 ,...,, −ϕϕϕΦ= nu , trong đó Φ  là hàm số tuỳ ý khả vi liên tục và  

1,...,1;),...,( 1 −=ϕ=ϕ nixx nii  là 1−n  tích phân độc lập của hệ 
n

n
X
dx

X
dx

X
dx

===
2

2

1

1 . 

Phương trình tuyến tính không thuần nhất ∑
=

=
∂
∂n

k
n

k
nk uxxf

x
uuxxX

1
11 ),,...,(),,...,(  

được đưa về phương trình tuyến tính thuần nhất bằng cách tìm nghiệm dưới dạng hàm ẩn 

 thỏa mãn 0),,...,( 1 =uxxV n ∑
=

=
∂
∂

+
∂
∂n

k
n

k
nk u

Vuxxf
x
VuxxX

1
11 0),,...,(),,...,( .  

Phân loại phương trình đạo hàm riêng tuyến tính cấp 2 trường hợp hàm hai biến 

0),,,,(),(),(2),( =+++ yxyyxyxx uuuyxFuyxcuyxbuyxa  

Phương trình thuộc loại hyperbolic, elliptic hay parabolic tùy theo 2' b acΔ = −  dương, âm 
hay bằng 0. Trong mỗi trường hợp ta có thể sử dụng phép đổi biến để đưa về dạng chính tắc. 

Phương trình Laplace  0=++ zzyyxx uuu  

Nghiệm của phương trình Laplace trong miền bị chận 3⊂Ω  gọi là hàm điều hòa trong 

. Nếu  không bị chặn trong , hàm  gọi là điều hòa trên Ω  nếu nó điều hòa tại 

mọi điểm của , ngoài ra thỏa mãn đánh giá:

Ω Ω 3 ),,( zyxu

Ω
r
Czyxu ≤),,( .  

Bài toán Dirichlet 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

Ω∂∈∀ϕ=

Ω∈∀=Δ

Ω∂ XXu
Xu

),(
,0

 có nghiệm   ∫∫ ϕ=
RS

dSXXXPXu )(),()( 00

trong đó 
2 2

0 03
1( , ) ; ,

4
R

0P X X s X X s X X
R s

ρ
π

−
= ⋅ = =  gọi là nhân Poisson.  

Bài toán Dirichlet trong hình tròn  
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

ϕ==

=Δ

)()(

0

1 fsfu

u

S

 có nghiệm 

∑ ∫∫
∞

=

ππ
θθ−ϕθ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

π
+θθ

π
=ϕ

1

2

0

2

0

)(cos)(1)(
2
1),(

n

n
dnf

a
rdfru . 

Phương trình loại Hyperbolic đơn giản là phương trình truyền sóng. 

Dạng tổng quát là: , trong đó ),,,(2 tzyxfuautt +Δ= zzyyxx uuuu ++=Δ . Nghiệm của 

phương trình thỏa mãn các điều kiện ban đầu:     ),,()0,,,( zyxzyxu ϕ=    

        ),,()0,,,( zyxzyxut ψ=  
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( ) 2

, , ,
1*

4
at at at

t
S S V

rf t
au v v u dS dS dV

t t t ra
ψ ϕ

ξ η ζ
ψ ϕ

π

⎧ ⎫⎛ ⎞−⎜ ⎟⎪ ⎪∂⎪ ⎪⎝ ⎠= + + = + +⎨ ⎬∂⎪ ⎪
⎪ ⎪⎩ ⎭

∫∫ ∫∫ ∫∫∫ . 

Nghiệm của bài toán truyền sóng trong mặt phẳng: 

2 2 2 2 2 2 2 2

1 ( , ) ( , )( , , )
2 ( ) ( ) ( ) ( )at atD D

d d d du x y t
a ta t x y a t x y

ψ ξ η ξ η ϕ ξ η ξ η
π ξ η ξ η

⎧ ⎫∂⎪ ⎪= +⎨ ⎬∂⎪ ⎪− − − − − − − −⎩ ⎭
∫∫ ∫∫  

Nghiệm của bài toán truyền sóng trên dây: dvv
a

atxatxtxu
atx

atx
∫
+

−

ψ+
−ϕ++ϕ

= )(
2
1

2
)()(),( .

 Công thức nghiệm bài toán Cauchy của phương trình truyền nhiệt 

 Trên dây , xxt uau 2= ∈∀ϕ= xxxu ,)()0,( :        

    

2

2
( )
41( , ) ( )

2

x
a tu x t e d

a t

ξ

ϕ ξ ξ
π

− −∞

−∞

= ∫ .  

 Trong mặt phẳng  ; ( )2
t xx yu a u u= + ∈y = ϕ ∀ yxyxyxu ,,),()0,,(   

( )

2 2

2
( ) ( )

4
2

1( , , ) ( , )
2

x y
a tu x y t e d d

a t

ξ η

ϕ ξ η ξ η
π

− − − −∞ ∞

−∞ −∞

= ∫ ∫ .  

 Trong không gian ( )zzyyxxt uuuau  ; ++= 2 ∈∀ϕ= zyxzyxzyxu  ,,,),,()0,,,(

( )

2 2 2

2
( ) ( ) ( )

4
3

1( , , , ) ( , , )
2

x y z
a tu x y z t e d d d

a t

ξ η ζ

ϕ ξ η ζ ξ η ζ
π

− − − − − −∞ ∞ ∞

−∞ −∞ −∞

= ∫ ∫ ∫ . 

CÂU HỎI ÔN TẬP VÀ BÀI TẬP 

4.1 Phương trình đạo hàm riêng là phương trình chỉ chứa các đạo hàm riêng.  

Đúng           Sai          . 

4.2 Nghiệm tổng quát của phương trình đạo hàm riêng phụ thuộc các hàm số tùy ý 

Đúng           Sai          . 

4.3 0cos3cossin
23

2

2
2

2

2
=+

∂
∂

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

+
∂

∂
−

∂

∂ u
y
ue

x
uy

y
uyx

x
u xy  là phương trình đạo hàm riêng 

cấp 3. 

Đúng           Sai          . 
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4.4 Phương trình đạo hàm riêng riêng tuyến tính cấp 2 có thể phân 3 loại: Hyperbolic, eliptic, 
parabolic và loại của phương trình không thay đổi khi thực hiện phép đổi biến số không suy 
biến.   

Đúng           Sai          . 

4.5 Nghiệm của phương trình Laplace trong miền bị chặn được gọi là hàm điều hòa.  

Đúng           Sai          . 

4.6 Nếu hàm  là hàm điều hòa trên )(Xu Ω , liên tục trên Ω  và không phải là hằng số thì  
đạt giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất trên biên 

)(Xu
Ω∂ . 

Đúng           Sai          . 

4.7 Bài toán Dirichlet đối với phương trình Laplace nếu tồn tạo là duy nhất.   

Đúng           Sai          . 

4.8 Phương trình truyền sóng thuộc loại parabolic. 

Đúng           Sai          . 

4.9 Nghiệm của bài toán Cauchy của phương trình truyền nhiệt là một hàm tuần hoàn vì có thể 
tìm nghiệm bằng phép biến đổi Fourier.    

Đúng           Sai          . 

4.10   Công thức Kirchoff, công thức Poisson và công thức D’Alembert lần lượt biểu diễn nghiệm 
của bài toán Cauchy của phương trình truyền sóng trong không gian, trong mặt phẳng và trên 
dây. 

Đúng           Sai          . 

4.11  Xác định loại của phương trình và đưa về dạng chính tắc các phương trình sau đây: 

a.  yxuuuuuu yxyyxyxx 3242543 −=+−+++ . 

b.  03252 =−++ uuuu yyxyxx . 

c.  02992 =−+++− uuuuuu yxyyxyxx . 

d. 0)(993134 =++−+++ yxuuuuu yyyxyxx . 

4.12. Xác định loại các phương trình sau: 

a. . 0)sin3(cos2 2 =−+−− yyyxyxx yuuxuu

b. . 03 2 =++ xyyxx uyyuxu

4.13. Tìm nghiệm của phương trình:  xxtt uu 254 =  với điều kiện:   
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

0),0(
0)0,(

2sin)0,(

tu
xu

xxu

t
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4.14. Tìm nghiệm của phương trình  thỏa mãn điều kiện:  . yxuxy
2=

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
=

yyu
xxu
cos),1(

)0,( 2

4.15. Tìm tích phân tổng quát của các phương trình: 

a.  . 023 =++ yyxyxx uuu

b.  . 044 =+− yyxyxx uuu

4.16. Tìm nghiệm tổng quát của phương trình: 

a.   biết rằng phương trình có nghiệm riêng dạng . yx
yyxx euu +=+ 2 yxkeu += 2

b.   biết rằng phương trình có nghiệm riêng dạng . yx
yyxx euu +=− 24 yxkxeu += 2

4.17. Một thanh có chiều dài 3 đơn vị, có hệ số khuyếch đại tán bằng hai đơn vị. 

 

0=x  
x  

3=x  

),( txu  
0),0( =tu  0),3( =tu  

• 

 

 

 

 

 

 

Gọi  là nhiệt độ vào thời điểm ),( txu t  tại vị trí x  trên thanh. Giả sử nhiệt độ ban đầu tại 
x  là:   xxxxu π+π−π= 10sin28sin34sin5)0,( . 

Nhiệt độ hai đầu luôn bằng  thì  là nghiệm của phương trình: 0 ),( txu

    0,30,2 ><<= txuu xxt . 

Với điều kiện:   
⎩
⎨
⎧

π+π−π=
==

xxxxu
tutu

10sin28sin34sin5)0,(
0),3(),0(

 a. Giải phương trình bằng phép biến đổi Fourier hữu hạn 

 b. Giải phương trình bằng phép biến đổi Laplace. 

4.18. Tìm  để các hàm số sau đây là hàm điều hòa k

a. . 223 ),(,),( ∈+= yxkxyxyxu

b.  kr
u 1
=   với n

nn xxxxxxr ∈+++= ),...,,(, 21
22

2
2
1 .  

4.19. Tìm các giá trị lớn nhất và bé nhất của các hàm điều hòa sau đây: 

a.   trên miền  xyyxu =),( 1: 22 ≤+ yxD . 
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b.   trên miền  22),( yxyxu −= 1
94

:
22
≤+

yxD .  

4.20. Giả sử  là hàm khả vi liên tục đến cấp 2 trong u 3⊂Ω  và 0
S

u dS
n
∂

=
∂∫∫ với mọi mặt cong 

kín  bất kỳ nằm trong Ω,  là véc tơ pháp tuyến  đơn vị của . Chứng minh u  là hàm điều 
hòa trên Ω. 

S n S

4.21. Giải bài toán Dirichlet đối với phương trình 0=Δu  trong các trường hợp sau:  

a. Tìm nghiệm phía trong hình tròn tâm O bán kính bằng 1 thỏa mãn điều kiện 

)20(2sin π≤ϕ≤ϕ=u  trên đường tròn . 122 =+ yx

b. Tìm nghiệm phía ngoài hình tròn tâm O bán kính bằng 2 thỏa mãn:  

  222 +−= xyxu S ,  S  là đường tròn tâm O bán kính bằng 2. 

4.22. Giải bài toán Cauchy sau đây:  

  0)2(
1

2)1(24 2
22 =−

+
−−−+ yxyyxyxx uu

y
yuuyuy   

 )(),(;)()0,(,)()0,( xxxxuxxu y ψϕψ=ϕ=  khả vi liên tục đến cấp 2. 

4.23. Tìm nghiệm của phương trình: 0=−++ ttzzyyxx uuuu  trong mỗi trường hợp sau: 

a.   và  . yezyxu x cos)0,,,( = 22)0,,,( yxzyxut −=

b. 
x

zyxu 1)0,,,( =    và  )0(,0)0,,,( ≠= xzyxut .  

4.24. Tìm nghiệm của bài toán:   

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−=

=

+=

242

23

3)0,,(

)0,,(

xyxyxu

yxyxu

uuu

t

yyxxtt

4.25. Tìm nghiệm của bài toán:  

   a.     b.    

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=
+=

+=

1)0,,(
)0,,( 22

yxu
yxyxu

uuu

t

yyxxtt

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

=

=

x
t

x
xxtt

exu

exu

uu

)0,(

)0,(

4.26. Giải bài toán Cauchy sau:  

a.  
( )

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∈++=

>++=
32

2

),,(,coscossin)0,,,(

0,

zyxzyxzyxu

tuuuau zzyyxxt . 
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b.  . 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∈=

>=

xxxu

tuu xxt

,sin)0,(

0,
2

4.27. Tìm nghiệm của bài toán Cauchy sau: 

a.  . 
⎩
⎨
⎧

∈=
>=

xxxu
tuu xxt

,sin)0,(
0,

b.   
2

1 2 1 2

, 0

( , ,0) sin cos , ( , ) , , là các  .
t xx yyu u u t

u x y l x l y x y l l

= + >⎧⎪
⎨

= + ∈⎪⎩ h»ng sè
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CHƯƠNG V: QUÁ TRÌNH DỪNG 

GIỚI THIỆU 

Chuỗi Markov, quá trình Poisson nghiên cứu sự tiến triển theo thời gian của các hệ ngẫu 
nhiên mà trong đó tương lai chỉ phụ thuộc hiện tại và độc lập với quá khứ (tính Markov). Khái 
niệm quá trình ngẫu nhiên và chuỗi Markov đã được nghiên cứu trong giáo trình xác suất thống 
kê. 

Ngoài những quá trình Markov, trong thực tế ta còn gặp các hệ ngẫu nhiên mà quá khứ của 
nó có ảnh hưởng lớn đến sự tiến triển của quá trình trong tương lai. Đặc biệt với quá trình mà hàm 
tự tương quan thuần nhất theo thời gian (quá trình dừng) có rất nhiều ứng dụng trong viễn thông. 
Các tín hiệu, nhiễu của một hệ thống viễn thông là các quá trình dừng. Khái niệm quá trình dừng 
được nhà toán học người Nga Khintchine đưa ra lần đầu tiên vào năm 1934. Ngày nay quá trình 
dừng đã trở thành một trong những lĩnh vực quan trọng và có nhiều ứng dụng của lý thuyết xác 
suất. 

Có hai định nghĩa về quá trình dừng: Quá trình dừng theo nghĩa hẹp và nghĩa rộng. Trong 
chương này chủ yếu xét quá trình dừng theo nghĩa rộng, đó là quá trình ngẫu nhiên có kỳ vọng 
không phụ thuộc thời gian và hàm tự tương quan thuần nhất theo thời gian. Các tín hiệu viễn 
thông và nhiễu là các quá trình dừng. Các quá trình này được ký hiệu bằng chữ thường ( )x t . Các 
quá trình đếm xét trong chương 6 được ký hiệu bằng chữ in hoa ( )X t . 

Để đi đến khái niệm quá trình dừng ta xét các quá trình cấp 2, đó là các quá trình tồn tại 
môment cấp 2 và hàm tự tương quan. Ta cũng xét một cách sơ lược về khái niệm đạo hàm, tích 
phân của một quá trình ngẫu nhiên cấp 2.  

Khi quá trình dừng biểu diễn các tín hiệu thì nhờ định lý Wiener-Khintchine ta có thể tính 
công suất trung bình của tín hiệu thông qua phổ của quá trình dừng, đó là biến đổi Fourier của 
hàm tự tương quan của quá trình.  

Trung bình theo giời gian (time average) của một quá trình ngẫu nhiên bao giờ cũng dễ thực 
hiện hơn trung bình theo tập hợp (ensemble average), vì vậy khi trung bình theo thời gian trùng 
với trung bình theo tập hợp thì việc nghiên cứu chúng sẽ thuận lợi hơn. Quá trình có trung bình 
theo thời gian trùng với trung bình theo tập hợp được gọi là quá trình ergodic. Chúng ta sẽ chỉ ra 
những tiêu chuẩn để nhận biết quá trình dừng là quá trình ergodic. 

Để học tốt chương này học viên nên xem lại lý thuyết xác suất và phép biến đổi Fourier. 

NỘI DUNG   

5.1. QUÁ TRÌNH CẤP 2 

5.1.1. Khái  niệm quá trình ngẫu nhiên  

Hầu hết các quá trình xảy ra trong tự nhiên và xã hội đều là các quá trình ngẫu nhiên.   
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Các tín hiệu của các hệ thống thông tin là các tín hiệu ngẫu nhiên vì ngoài thành phần mang 
tin còn có sự tác động của giao thoa ngẫu nhiên và nhiễu của thiết bị.  
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}
Giả sử một tín hiệu nào đó mà tại mỗi thời điểm  chỉ xảy ra ứng với các biến cố 

 của không gian mẫu. Tín hiệu này nhận giá trị được ký hiệu là 
t

{ NiEi ∈, ( , )ix t E  nếu tại thời 

điểm t  biến cố  xảy ra. Như vậy iE ( , )ix t E ( )x t là một mẫu của quá trình ngẫu nhiên . Quá trình 

ngẫu nhiên ( )x t  vừa phụ thuộc thời gian , vừa phụ thuộc yếu tố ngẫu nhiên .  t iE

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

t

1( , )x t E

t

2( , )x t E

t

3( , )x t E

t

4( , )x t E

1t

1t

1t

1t

2t  

2t  

2t  

2t  

{ }1( , ),ix t E i N∈  { }2( , ),ix t E i N∈  

Quá trình ngẫu nhiên ( )x t  

 

Một cách tổng quát một quá trình ngẫu nhiên là một họ các biến ngẫu nhiên 
{ }( , );x t t Iω ∈ . Các quá trình này vừa phụ thuộc vào thời gian  và khi cố định tham số  thì t t

( , )x t ω  là biến ngẫu nhiên theo . Tập chỉ số ω I  thường biểu diễn tham số thời gian.  

Quá trình ngẫu nhiên { }Ittx ∈ω);,(  được gọi là có thời gian rời rạc hay liên tục nếu tập chỉ 
số I  là tập đếm được hay là một khoảng nào đó. Quá trình ngẫu nhiên là thực hay phức nếu các 
biến ngẫu nhiên ),( ωtx  nhận giá trị thực hay phức. 

 thay cho quá trình ngẫu nhiên { }Người ta thường viết tắt quá trình { } Ittx ∈)( Ittx ∈ω);,( . 

5.1.2. Khái  niệm quá trình cấp 2 

Xét quá trình ngẫu nhiên . Như vậy với mỗi { } Ittx ∈)( It ∈  thì  là một biến ngẫu nhiên 

của không gian xác suất 

)(tx

( )P,, FΩ .  Biến ngẫu nhiên  có các đặc trưng như: Kỳ vọng, 
phương sai, tương quan, moment… .  

)(tx

Moment cấp  của biến ngẫu nhiên m X định nghĩa như sau: 

X Nếu biến ngẫu nhiên  rời rạc có bảng phân bố xác suất  
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  … …X  1u iu   
( ) ∑=

i
i

m
i

m puXEthì  .    … …P 1p ip   
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 Nếu biến ngẫu nhiên X  liên tục có hàm mật độ thì . ( ) ∫
∞

∞−

= duufuX mm )(E)(uf

Định nghĩa 5.1: Quá trình ngẫu nhiên  được gọi là quá trình cấp 2 nếu tồn tại moment 
cấp 2 với mọi . Nghĩa là 

)(tx
It ∈

Ittx ∈∀∞< ,)(E 2 . 

5.1.3. Hàm trung bình và hàm tự tương quan 

Ittxtm ∈∀= ,)(E)(                            (5.1) Ký hiệu                           

  [ ]( , ) E ( ) ( )r s t x s x t= ,s t I∀ ∈                     (5.2)  ,    

Công thức (5.1) được gọi là hàm trung bình và (5.2) là hàm tự tương quan của quá trình 
.   )(tx

Hiệp phương sai  

[ ] ( )( )( , ) cov ( ), ( ) E ( ) ( ) ( ) ( )C s t x s x t x s m s x t m t= = − −⎡ ⎤⎣ ⎦  

[ ]E ( ) ( ) ( ) ( ) , ,x s x t m s m t s t I= − ∀ ∈ .                     

( ) ( , )x t C t t=Đặc biệt phương sai  var  

Định lý 5.1:  Hàm hiệp phương sai   có tính chất: ( , )C s t

1)   Đối xứng:   . ( , ) ( , ) , ,C s t C t s t s= ∀

1 2 1 2, ,..., , , ,...,n nt t t I b b b∀ ∈ ∀ ∈n∀ ∈ ,   2)   Xác định không âm:   

1 1
( , ) 0

n n
ji i j

i j
b b C t t

= =
≥∑∑ , 

ibaz −= ibaz +=trong đó  là số phức liên hợp của số phức . 

Ngược lại người ta cũng chứng minh được nếu hàm  có hai tính chất trên thì luôn tồn 
tại một quá trình cấp 2 nhận  làm hàm tự tương quan. 

( , )C t s
( , )C t s

Nếu { } Tttx ∈)(  là một quá trình phức thì hàm tự tương quan được định nghĩa như sau: 

( , ) E ( ) ( )r s t x s x t⎡ ⎤= ⎣ ⎦                 (5.3)      

có các tính chất: 

( , ) ( , ) , ,C s t C t s t s= ∀1')   Đối xứng:   . 
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1 2 1 2, ,..., , , ,...,n nt t t I b b b∀ ∈ ∀ ∈n∀ ∈2')   Xác định không âm:   ,    

1 1
( , ) 0

n n
ji i j

i j
b b C t t

= =
≥∑∑ .     

Sau đây ta xét một cách tổng quát các quá trình là quá trình phức. 

Ví dụ 5.1:  (Quá trình Wiener) Quá trình  được gọi là một quá trình Wiener với 

tham số  nếu nó thoả mãn các tính chất sau: 

0,)( ≥ttw
2σ

1)   . 0)0( =w

 161

2) Với mọi  thì ts <≤0 )()( swtw −  là biến ngẫu nhiên có phân bố chuẩn 

. ))(;0( 2 stN −σ

nttt <<≤ ...0 213)  là quá trình với gia số độc lập, tức là với mọi 0,)( ≥ttw  thì các biến 

ngẫu nhiên:  )()(,...,)()(,)()( 12312 −−−− nn twtwtwtwtwtw là độc lập. 

Như vậy  là một quá trình cấp 2 có: 0,)( ≥ttw 00)(E)( ≥∀== ttwtm . 

[ ] ( ), 0 , ( , ) E ( ) ( ) E ( ) ( ) ( ) ( )t s C s t w s w t w s w s w t w s∀ ≥ = = + −⎡ ⎤⎣ ⎦  

[ ] ( )( )[ )()()0()(E)(E 2 swtwwswsw −−+= ]         (do tính chất tuyến tính của kỳ vọng) 

[ ] [ ] sswtwwsws 22 )()(E)0()(E σ=−−+σ= 0)(E =sw       .   (do gia số độc lập và )       

Vậy  . 2( , ) min( , )C s t s tσ=

5.1.4. Phép tính vi phân cho quá trình cấp 2 

Định nghĩa 5.2:   Quá trình cấp 2  { } Ittx ∈)(   

1)    Được gọi là liên tục tại  nếu   −2L 0t 0)()(lim 0
0

=−
→

txtx
tt

.  

2)    Được gọi là  khả vi tại  và có đạo hàm  nếu: −2L 0t )(' 0tx

0)('
)()(

lim 0
00

0
=−

−+
→

tx
h

txhtx
h

,         (5.4)     

2E XX =trong đó .   

t−2L −2LNếu  là )(tx liên tục (tương tự khả vi) tại mọi thì ta nói là liên tục (tương 

tự khả vi). 

−2L
−2L

−2LĐịnh lý 5.2:  Quá trình  )(tx  khả vi tại  nếu và chỉ nếu: 0t

1)    khả vi tại , 0t)(tm

2) Tồn tại giới hạn 
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[ ]0 0 0 0 0 0 0 0
0
0

1lim ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
h
k

C t h t k C t h t C t t k C t t
hk→

→

+ + − + − + +    .           

(5.5) 

−2LTừ định lý này ta suy ra quá trình Wiener không khả vi tại bất cứ điểm nào. Thật vậy, 

thay   vào biểu thức trên với 2( , ) min( , )C s t s tσ= 0>= hk  ta có 

[ ]0 0 0 0 0 0 0 020

1lim ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
h

C t h t h C t h t C t t h C t t
h→

+ + − + − + +  

[ ]
2 2

0 0 0 020 0
lim lim
h h

t h t t t
hh

σ σ
→ →

+ − − + = = ∞ .  

2 ( , )C s t
s t

∂
∂ ∂

Định lý 5.3: Nếu hàm trung bình  khả vi và đạo hàm riêng cấp 2 )(tm  của hàm 

hiệp phương sai liên tục thì quá trình  là −2L)(tx khả vi, đạo hàm  cũng là một quá trình 
cấp 2. Hơn nữa 

)(' tx

[ ]

[ ]

2

E '( ) '( ),

( , )cov '( ), '( ) ,

( , )cov '( ), ( ) .

x t m t

C s tx s x t
s t

C s tx s x t
s

=

∂
=

∂ ∂
∂

=
∂

    (5.6)   

−2LTương tự ta có thể xây dựng các khái niệm khả vi cấp 2, 3… 

5.1.5. Phép tính tích phân của quá trình cấp 2 

[ ] Iba ⊂;Cho quá trình cấp 2  {  và đoạn } Ittx ∈)( .  

 của đoạn [ ]ba;:Δ bttta n =<<<= ...10Ứng với mỗi phân hoạch , biến ngẫu nhiên sau 
được gọi là tổng tích phân của quá trình       

( )∑
−

=
+ −=Δ

1

0
1)()(

n

i
iii ttsxS , 
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trong đó .  Đặt  [ 1; +∈ iii tts ] ii
ni

tt −=Δ +
−≤≤

1
10

max . 

0)(lim
0

=−Δ
→Δ

ISNếu tồn tại giới hạn     không phụ thuộc cách chia phân hoạch và cách 

chọn các điểm đại diện  thì ta nói quá trình  là −2Lis )(tx khả  tích. I là một biến ngẫu nhiên có 
moment cấp 2 hữu hạn được gọi là tích phân của  trên đoạn [a;b]. Ký hiệu   )(tx

       ∫=
b

a
dttxI )(
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Chú ý rằng  cũng là một biến ngẫu nhiên. ∫
b

a
dttx )(

Định lý 5.4: tích phân có các tính chất sau −2L

1)   Nếu  là  liên tục trong [a; b] thì tồn tại tích phân  , ∫
b

a
dttx )(−2L)(tx

2)   Nếu   thì   , 0)( ≥∫
b

a
dttx];[,0)( battx ∈∀≥

3)                                (5.7) )(,)()()( bcadttxdttxdttx
b

a

b

c

c

a
<<=+ ∫∫∫

4) ,                (5.8) ( ) ∫∫∫ β+α=β+α
b

a

b

a

b

a
dttydttxdttytx )()()()(

XXtgtx )()( =
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5) Nếu  trong đó  là một biến ngẫu nhiên còn  là một hàm số phụ 

thuộc biến số  thì  .               (5.9) 

)(tg

∫∫∫ ==
b

a

b

a

b

a
dttgXdttXgdttx )()()(t

6)    Giả sử  là liên tục.  −2L)(tx

        Đặt   thì  là ∫=
t

a
dssxty )()( −2L)(ty )()(' txty = ,        (5.10) khả vi và  

7)  Nếu  là liên tục trên [a;b] thì ta có công thức Newton- Leibnitz −2L)(tx

    .          (5.11) )()()(' axbxdttx
b

a
−=∫

Định lý 5.5: Nếu hàm trung bình  khả tích trên [a;b] và hàm hiệp phương sai  

khả tích trên  thì quá trình  là 

)(tm ( , )C s t
−2L];[];[ baba × )(tx khả tích trên [a;b]. Hơn nữa:  

  , ∫∫ =
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛ b

a

b

a
dttmdttx )()(E var ( ) ( , )

b b b

a a a

x t dt C s t dsdt
⎛ ⎞

=⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫ ∫ ∫ , 

cov ( ) , ( ) ( , ) ; [ ; ] [ ; ]
b d b d

a c a c

x s ds x t dt C s t dsdt c d a b
⎛ ⎞

= ⊂⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫ ∫ ∫ ∫ ; 

cov ( ) , ( ) ( , )
b b

a a

x s x t dt C s t d
⎛ ⎞

=⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ ∫ t .              (5.12)  
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Ví dụ 5.2: Giả sử  là một quá trình Wiener với tham số xét trong ví dụ 1. 

Quá trình này có hàm trung bình 

2σ0;)( ≥ttw
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0)( =tm  và hàm tự tương quan  là hai 

hàm khả tích. Theo định lý trên ta có tích phân  với mọi . Khi t  thay đổi ta 

có quá trình {  gọi là quá trình Weiner tích hợp. 

2( , ) min( , )C s t t sσ=

∫=
t

dsswtx
0

)()( 0≥t

}0);( ≥ttx

Ta có         , [ ] ∫∫ ==
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
=

tt
dssmdsswtx

00
0)()(E)(E

[ ]
0 0 0

var ( ) var ( ) ( , )
t t t

x t w s ds C s u
⎛ ⎞

= =⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫ ∫ ∫ dsdu  

       dudsusdsusdsduus
t u t

u

t t

∫ ∫ ∫∫ ∫ ⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
+σ=σ=

0 0

2

0 0

2 ),min(),min(),min(

3

32

0 0

2 tduudssds
t u t

u

σ
=

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
+σ= ∫ ∫ ∫ .   

Với mọi ts <≤0 , ta có   ( )∫ −+−+=
t

s
dvswvwswstsxtx )()()()()()(

[ ] [ ] ( ) dvswvwsxswsxstsxtxsx
t

s ⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−+−+=⇒ ∫ )()()(E)()(E)()(E)()(E 2  

[ ]
3

)(var)(E
32

2 ssxsx σ
== . Mặt khác  

[ ]
2

),()(,)(cov)()(E
22

0

2

00

stdtdttsrswdttwswsx
sss σ

=σ==
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
= ∫∫∫ . 

( )∫∫ −==
ss

dvwvwdvvwsx
00

)0()()()(   và   độc lập (∫ −
t

s

dvswvw )()( )

  ( ) [ ] ( ) 0)()(E)(E)()()(E =
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⎥
⎦
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⎢
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5.2. QUÁ TRÌNH DỪNG   

5.2.1. Khái niệm dừng theo nghĩa hẹp 
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}Quá trình ngẫu nhiên { Ittx ∈);(  gọi là quá trình dừng theo nghĩa hẹp (hay dừng theo 

nghĩa chặt) nếu với mọi , với mọi  và với mọi T  thì véc tơ ngẫu nhiên ( )n 1( ),..., ( )nx t x t1,..., nt t  

và ( )1( ),..., ( )nx t T x t T+ +  có cùng luật phân bố.  

Từ định nghĩa suy ra rằng nếu quá trình ngẫu nhiên { }Ittx ∈);(  dừng theo nghĩa hẹp thì 
mọi biến ngẫu nhiên ( )x t  tại thời điểm  bất kỳ của quá trình đều có cùng luật phân bố với t (0)x . 

Quá trình ngẫu nhiên theo nghĩa hẹp đòi hỏi quá chặt vì vậy ít gặp trong thực tế. Người ta 
xét quá trình dừng theo nghĩa rộng như sau. 

5.2.2. Khái niêm quá trình dừng 

Quá trình cấp 2 { }Ittx ∈);(  được gọi là quá trình dừng (theo nghĩa rộng) nếu: 

1)   , constmtxtm === )(E)(

( , ) E ( ) ( )r s t x s x t⎡ ⎤= ⎣ ⎦2)  Hàm tự tương quan:     chỉ phụ thuộc vào ; nghĩa là tồn tại 

hàm  sao cho 

ts −

)(τxK

ItstsKtsr x ∈∀−= ,;)(),( . 

)(τxKTheo Định lý 1.2 hàm tự tương quan   có các tính chất sau 

Định lý 5.6:   

)()( τ=τ− xx KK1)    .  

2 2( ) (0) E ( ) E (0) , .x xK K x t xτ ≤ = = t∀2)    

2(0) E ( )xK x= t( )x tNếu  là dãy tín hiệu thì  được gọi là công suất trung bình của tín hiệu. 

constmtxtm === )(E)(        Chú ý: Giả sử hàm trung bình , khi đó hàm hiệp phương sai  

( )( ) ( ) 2cov( ( ), ( )) E ( ) ( ) E ( ) ( )x s x t x s m x t m x s x t m= − − = −  

( , ) E ( ) ( )r s t x s x t⎡ ⎤= ⎣ ⎦ts −chỉ phụ thuộc vào  khi và chỉ khi hàm tự tương quan  chỉ phụ thuộc 

vào . Vì vậy có thể định nghĩa quá trình dừng theo nghĩa rộng là quá trình cấp 2 thỏa mãn hai 
điều kiện sau: 

ts −

1’)   , constmtxtm === )(E)(

[ ] ( )( )( , ) cov ( ), ( ) E ( ) ( ) ( ) ( )C s t x s x t x s m s x t m t⎡ ⎤= = − −⎣ ⎦         2’)  Hàm hiệp phương sai  chỉ 

phụ thuộc vào ; nghĩa là tồn tại hàm ts − )(τxK ( , ) ( ) ; ,xC s t K s t s t I= − ∀ ∈ sao cho .  

( ) E ( ) 0,m t x t t= = ∀ . Rõ ràng rằng hai định nghĩa này trùng nhau khi 
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0EE == VU 0),cov( =VUVí dụ 5.3: Giả sử  U, V là hai biến ngẫu nhiên thoả mãn , , 

; 2varvar σ== VU λ tVtUtx λ+λ= sincos)( là một hằng số thì quá trình  là quá trình dừng 

có hàm tự tương quan  .    λτσ=τ cos)( 2
xK

0sincos)(E =λ+λ= tEVtEUtxGiải:    . 

[ ] ( )( )[ ]tVtUsVsUtxsxtsr λ+λλ+λ== sincossincosE)()(E),(  

( )[ ]tstsUVtsVtsU λλ+λλ+λλ+λλ= sinsincoscossinsincoscosE 22            

              . )(cos2 st −λσ= λτσ=τ⇒ cos)( 2
xK

Ví dụ 5.4: Quá trình Wiener không phải là quá trình dừng. 

5.2.3. Biểu diễn phổ của quá trình dừng 

Định nghĩa 5.3: Giả sử  quá trình dừng với hàm tự tương quan . Nếu tồn tại { } Ittx ∈)( xK

)( fP  sao cho: 

∫
−

π=
2/1

2/1

2 )()( dffenK fin
x P =I      (5.7)   khi 

hoặc   

∫
∞

∞−

πτ=τ dffeK fi
x )()( 2 P =I     (5.8)   khi  

)( fP  được gọi là mật độ phổ của quá trình dừng { } Ittx ∈)( thì . 

∞<∑
∞

−∞=n
x nK )(=IĐịnh lý 5.7: 1) Trường hợp thời gian rời rạc : Nếu  thì tồn tại mật 

độ phổ  

∑
∞

−∞=

π−=
n

x
fin nKef )()( 2P .       (5.9) 

)(τxK=I2) Trường hợp thời gian liên tục : Nếu  khả tích tuyệt đối trên  thì tồn tại 
mật độ phổ  

∫
∞

∞−

πτ− ττ= dKef x
fi )()( 2P .    (5.10) 

Như vậy hàm mật độ phổ là biến đổi Fourier của hàm tự tương quan và hàm tự tương quan 
là biến đổi Fourier ngược của mật độ phổ. 

{ } { })()(,)()( 1 fKKf xx PFFP −=ττ= . 

Định lý là hệ quả của các điều trình bày ở trang 75, 78. 
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5.2.4  Mật độ phổ công suất 

{ } Ittx ∈)(  biểu diễn các tín hiệu. Cho quá trình 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≥

<
=

.20

2)(
)(

Tt

Tttx
txT

 nÕu

 nÕu
Với mỗi  xét:   0>T  

{ })()( txfX TT F=)(txTĐặt biến đổi Fourier của  là   

.)()()(
2/

2/

22 ∫∫
−

π−
∞

∞−

π− ==
T

T

ftifti
TT dtetxdtetxfX  

)(txT )( fXT và   cũng là hai quá trình ngẫu nhiên. 

∫∫
∞

∞−

∞

∞−

== dffXdttx TTT
22 )()(EÁp dụng đẳng thức Parseval ta có:    . 

TE  cũng là một quá trình ngẫu nhiên. Áp dụng định lý năng lượng Rayleich, công thức 
(2..86) ta được 

∫∫∫
∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−

=== dffXdttxdttx TTTT
222 )(E)(E)(EEE . 

Công suất trung bình của quá trình 

( ) ( )
2

22 2

2

1 1 1lim E ( ) lim E ( ) lim E ( )
T

T T
T T TT

P x t dt x t dt X f df
T T T

∞ ∞

→∞ →∞ →∞
− −∞ −∞

= = =∫ ∫ ∫ T  

⇒  Mật độ phổ công suất của quá trình, viết tắt PSD (Power Spectral Density), là 

2)(E1lim fX
T T

T ∞→
.        (5.11) 

Định lý 5.8: (Định lý Wiener - Khintchine) Mật độ phổ công suất PSD của quá tình dừng 
 có giá trị trung bình { } Ittx ∈)( 0)(E =tx  bằng mật độ phổ của quá trình này và bằng biến đổi 

Fourier của hàm tự tương quan: 
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 21( ) lim E ( )TT
f X f

T→∞
=P  và ta có       (5.12) ( )P f

∞

−∞

= ∫ P df

Nhận xét:   Định lý 5.8 cho ta ý nghĩa của khái niệm mật độ phổ của quá trình dừng, đó là 
mật độ phổ công suất của quá trình. Như vậy ta có thể tính mật độ phổ của một quá trình dừng 
theo 2 công thức khác nhau (5.9)-(5.10) hoặc (5.12). Tuy nhiên tồn tại quá trình ngẫu nhiên không 
dừng (không có mật độ phổ) nhưng có mật độ phổ công suất. 

Ví dụ 5.4:  Xét quá trình tín hiệu cực với dữ liệu nhị phân  )(tx

     ,    (5.13) ∑
∞

−∞=
−=

n
bn nTtfatx )()(
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⎪⎩

⎪
⎨
⎧

>

<
=

,20

21
)(

b

b

Tt

Tt
tf

 nÕu

 nÕu
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trong đó  là xung mẫu )(tf     là chu kỳ 1 bít. bT

{ }na  là dãy các biến ngẫu nhiên độc lập biểu diễn các dữ liệu nhị phân. Các biến ngẫu 

nhiên  có phân bố rời rạc nhận hai giá trị 1±na  đồng khả năng. 

[ ] [ ] 2 2 21 1E 0 ; var E 1 ( 1)
2 2n n na a a⎡ ⎤{ } { } 2/111 =−=== nn aPaP 1 ;= = = + − =⎣ ⎦;  Vậy 

[ ] [ ] [ ] [ ] 0EEE,cov =−= mnmnmn aaaaaa  . 

)(txT    Đặt   thì quá trình bTNT )12( +=  của quá trình (5.13) sẽ là   

∑
−=

−=
N

Nn
bnT nTtfatx )()(  

{ } { }( ) ( ) ( ) ( ) ( )b b
N N N

i nT i nT
T T n b n n

n N n N n N
X f x t a f t nT a F f e F f a eω ω− −

=− =− =−
⇒ = = − = =∑ ∑ ∑F F

{ } ( )fTcTtffF bb sin)()( == FTrong đó     (ví dụ 2.37 chương II)  

2 2 ( )

,
E ( ) E ( ) b

N
i n m T

T n m
n m N

X f F f a a e ω− −

=−

⎡ ⎤
⎢ ⎥⇒ =
⎢ ⎥⎣ ⎦

∑  

2 ( )

,
( ) E b

N
i n m T

n m
n m N

F f a a e ω− −

=−

⎡ ⎤= ⎣ ⎦∑ )12()(1)( 22 +== ∑
−=

NfFfF
N

Nn
.                

Vậy mật độ phổ công suất PSD 

( )fTcT
T
fF

TN
NfF

fX
T bb

bbT
T

T
2

22
2 sin

)(
)12(

)12()(
lim)(E1lim ==

+
+

=
∞→∞→

. 

Tuy nhiên   [ ]
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−τ+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−=τ+=τ+ ∑∑

∞

−∞=

∞

−∞= m
bm

n
bn mTtfanTtfatxtxttr )()(E)()(E),(

     [ ]∑ ∑
∞

−∞=

∞

−∞=
−τ+−=

n m
bbmn mTtfnTtfaa )()(E ∑

∞

−∞=
−τ+−=

n
bb mTtfnTtf )()(

1 / 2
( ) ( )

0
b b b b

b b
t nT T t nT T

f t nT f t mT
τ

τ
⎧ − < + − <⎪− + − = ⎨
⎪⎩

nÕu vµ

nÕu ng−îc l¹i

 / 2
trong đó  

Điều này chứng tỏ  còn phụ thuộc vào thời điểm  nên quá trình  không 
dừng. 

t),( τ+ttr )(tx

Ví dụ 5.5:  Sóng ngẫu nhiên nhị phân 
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}Xét quá trình ngẫu nhiên { ∈ttx );(  gồm  các bit 1 và các bit 0 thoả mãn các điều kiện 
sau: 

A+ A− và 1) Bit 1 và 0 lần lượt được biểu diễn bởi các xung chữ nhật với biên độ  volt 
với độ rộng của xung là T giây. 

 2) Các hàm mẫu (sample functions) là không đồng bộ và giả thiết rằng thời điểm xuất phát 
của xung thứ nhất  xảy ra đồng khả năng trong khoảng từ 0 đến T. Điều này có nghĩa là   là 

giá trị mẫu của biến ngẫu nhiên  có phân bố đều trong đoạn 
dt dt

[ ]T;0dT .  

nTttTn d <−<− )1(3) Trong khoảng thời gian xung bất kỳ , hai bit 1 và 0 là đồng khả 
năng xuất hiện, nghĩa là  nhận giá trị A+ A−)(tx  hoặc  trong suốt khoảng xung này với xác suất 

21 . ( )x t  và ( )x s  là độc lập nếu  ở trong khoảng xung thời gian khác nhau. ,t s

021)(21)(E; =×−+×=∀ AAtxt . Ta có:                 

[ ])(),(E),( ikikx txtxttr = . Hàm tự tương quan:               

Ttt ik >−* Nếu  thì   độc lập    )(),( ik txtx

[ ] 0)(),(E),( ==⇒ ikikx txtxttr .             

Ttt ik <−* Nếu   và giả sử rằng  cùng có trễ là  thì   cùng 

xung khi và chỉ khi  

)(),( ik txtx dt )(),( ik txtx

dik tTtt −<− . 

 

dt  

0 1 0 1 1

t
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l¹i    ng−îcnÕu
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0
)(),(E

2
ikd
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ttTtAttxtxVậy      

Áp dụng công thức xác suất đầy đủ 

[ ] ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
−=== ∫∫

−−−−

T
tt

Adt
T
AdttfAtxtx ik

ttT

d

ttT

ddTik

ikik

d
1)()(),(E 2

0

2
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2 . 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥τ

<τ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ τ
−

=τ

.0

1
)(

2

T

T
T

A
K x

  

    

            

   

nÕu

nÕu
Đặt  Hàm tự tương quan  ⇒−=τ ttk  
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Mật độ phổ công suất  

{ } )(sin1)()( 2222 fTcTAdτe
T

AKf πfτ-i
xx =⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ τ
−=τ= ∫

T

T-

 FP . 

Ví dụ 5.6: Nhiễu trắng (White Noise) được mô tả như là một quá trình dừng (theo nghĩa 

rộng) mà mật độ phổ công suất là một hằng số  
2

)( 0NfW =P . 

21Hệ số  để chỉ một nửa công suất ứng với tần số dương và một nửa ứng với tần số âm. 

 có đơn vị watt/ hertz. Hàm tự tương quan 0N

)(
22

1)( 00 τδ=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧=τ

NN-KW F . 

 

 

 

 

 

 

 

 

0 f  

20N  

)( fWP  )(τWK

)()2( 0 τδN  

τ  0 

∞Quá trình  nhiễu trắng không phải là một quá trình vật lý có thực vì có công suất bằng . 
Trong  quang học, mật độ phổ năng lượng của ánh sáng trắng là không đổi ( )υP = hằng số với 
mọi tần số  (Năng lượng ánh sáng trắng phân bố đều theo mọi tần số υ υ). Vì vậy nhiễu với mật 
độ phổ hằng số được gọi là nhiễu trắng. 

5.3. QUÁ TRÌNH DỪNG ERGODIC 

Trong nhiều bài toán về quá trình ngẫu nhiên đòi hỏi phải tính các giá trị trung bình của 
quá trình theo thời gian. Nghĩa là phải tính tích phân ngẫu nhiên (xem mục 1.5.). Bài toán này 
sẽ trở nên đơn giản hơn nếu trung bình theo thời gian trùng với trung bình theo tập hợp.  

Giả thiết Ergodic cho rằng trung bình theo thời gian ở các cấp trùng với trung bình theo tập 
hợp cùng cấp tương ứng. Giả thiết này đáng tiếc là không phải luôn đúng như một số các nhà kỹ 
thuật đầu thế kỷ 20 tin tưởng. Khoảng năm 1931 hai nhà toán học G. D. Birkhoff (Mỹ) và A. Ia. 
Khintchine (Nga) đã chứng minh rằng trung bình theo thời gian luôn luôn tồn tại và đã chỉ ra các 
điều kiện để nó trùng với trung bình tập hợp. 

 Ta có các định nghĩa sau về tính chất ergodic của các quá trình cấp 2. 

Định nghĩa 5.4:   

1)  Quá trình dừng thời gian rời rạc { }0);( ≥nnx  gọi là ergodic nếu 
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2(0) (1) .... ( 1)lim E 0 ; E ( )
n

x x x n m m x
n→∞

+ + −
− = = n . 

{ }∈ttx );(
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2) Quá trình dừng với thời gian liên tục  có hàm trung bình  gọi là 
ergodic nếu   

mtm =)(

2

0

1lim E ( ) 0
T

T
x t dt m

T→∞

⎛ ⎞
− =⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ . 

{ }0);( ≥nnxĐịnh lý 5.9: Quá trình dừng thời gian rời rạc  với hàm tự tương quan  
là ergodic khi và chỉ khi 

)(nKx

∑
=∞→

=
n

mn
mK

n 0
0)(1lim .            (5.14) 

Định lý 5.10: Quá trình dừng { }∈ttx );(  với hàm tự tương quan  là ergodic khi và 
chỉ khi  

)(τxK

0)(1lim
0 0

2 =−∫ ∫∞→

T T

x
T

dsdtstK
T

.    (5.15) 

Định lý 5.11: Quá trình dừng { }∈ttx );(  với hàm tự tương quan  là ergodic khi và 
chỉ khi  

)(τxK

0)(11lim
0

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −∫∞→

T

x
T

dttK
T
t

T
.                            (5.16)                

{ }∈ttx );(Hệ quả:  Nếu   thì quá trình 0)(lim =τ
∞→τ

xK  là ergodic. 

)cos()( 0 θ+ω= tAtxVí dụ 5.7: Xét quá trình ngẫu nhiên . Trong đó  là hai hằng số.  

 là biến ngẫu nhiên có phân bố đều trên đoạn 
0, ωA

[ ]π2;0θ  với hàm mật độ 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ π≤≤

π=θ
l¹i  ng−îcnÕu

nÕu

0

20
2
1

)(
u

uf     

[ ] [ ] ∫
∞

∞−
θ+ω=θ+ω= duufutAtAtx )()cos()cos(E)(E 00 ∫

π
=

π
+ω=

2

0
0 0

2
1)cos( duutA  

[ ] [ ]))(cos()cos(E)()(E),( 00 θ+τ+ωθ+ω=τ+=τ+ tAtAtxtxttr  

( )[ ]τ+θ+τ+ω= cos2)2(cosE
2 0

2
tA

( )[ ] [ ]( ) τ=τ+θ+τ+ω= cos
2

cosE2)2(cosE
2

2

0

2 AtA
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τ=τ cos
2

)(
2AK x
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}Như vậy {  là một quá trình dừng vơi hàm tự tương quan )(tx . 

( )⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ τ+ττ−τ=ττ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ τ
−∫

TTTT

TT
AdA

TT 000

22

0
cossin1sin

2
cos

2
11  

∞→→⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+−= T
T

TTT
T

A
khi0cos1sinsin

2

2
                             

Theo định lý 5.11  là một quá trình dừng thoả mãn điều kiện (5.11) do đó là một quá 
trình ergodic. 

{ )(tx }

Ta cũng có thể kiểm chứng điều này bằng cách tính trực tiếp như sau: Vì quá trình tuần 

hoàn theo thời gian với chu kỳ 
0

0
2
ω
π

=T  nên trung bình theo thời gian 

[ ])(E0
)sin(1)cos(1 00

00

0

00
0

0
tx

t
A

T
dttA

T

TT
==⎟

⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

ω
θ+ω

=θ+ω∫  

[ ])(E)0(
2

)(cos1 2
2

0
0

22

0

0

txKAdttA
T x

T
===θ+ω∫ . 

5.4. MỘT VÀI ỨNG DỤNG CỦA QUÁ TRÌNH DỪNG 

5.4.1 Bộ lọc tuyến tính 

Giả sử  là một quá trình dừng và là hàm khả tích tuyệt đối. Ta xác định quá trình 

mới  

)(tx )(th
)}({ txL

∫
∞

∞−

∗=−== )()()()()()}({ txthdssxsthtytxL         (5.17) 

được gọi là bộ lọc tuyến tính với  đáp ứng xung  (impulse response).  )(th

{ )()( thfH }F=   được gọi là hàm truyền đạt (transfer function) của bộ lọc. Hàm 

{ }0);( ≥nnxTrường hợp quá trình với thời gian rời rạc  và đáp ứng xung là dãy 

 thì đầu ra có dạng { } ...,2,1,0,)( ±±=nnh

∑
∞

−∞=
−==

m
mxmnhnynx )()()()}({L ; 

Hàm truyền đạt . ∑
∞

−∞=

π−=
m

mfiemhfH 2)()(

Định lý 5.12: Đầu ra  của bộ lọc tuyến tính (5.17) cũng là quá trình dừng với hàm tự 
tương quan  

)(ty
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)()()()( τ∗τ∗τ−=τ xy KhhK                                          (5.18) 

và mật độ phổ         

)()()( ffHf xy PP 2=                                                   (5.19)                                 

 

Ví dụ 5.8:  Lọc thông thấp ( RC low - pass filter). Xét mạch điện như hình vẽ, trong đó điện 
trở thuần , tụ điện có điện dung C ; điện áp đầu vào R ( )x t , điện áp đầu ra . ( )y t
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)(tx  

)(ti

C )(ty

R  

)()( txty
dt
dyRC =+Áp dụng định luật Kirchoff ta được    

Trường hợp  là tất định (deterministic): )(tx )()()( txthty ∗= , bằng cách áp dụng phép biến 
đổi Fourier ta tính được 

( )
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

<
≥=

−

                 
  

   nÕu

 nÕu    

00
01)(

t
teRCth

RCt
                              

fRCi
fXfYfH

)2(1
1)()()(
π+

==                          

Do đó nếu  là quá trình dừng, theo công thức (5.19) ta được mật độ phổ của đầu ra của 
lọc thông thấp 

)(tx

)(
41

1)( 2222 f
fCR

f xy PP
π+

=  

2
)( 0N

fW =PNếu đầu vào  là nhiễu trắng với hàm mật độ phổ công suất  )(tw  thì đầu ra   

2222
0

41
2

)()()(
fCR

N
ffHf xy

π+
== PP 2 . 

RCe
RC
N

fCR
N

yK τ=
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

π+
=τ −−

441
2

)( 0
2222

01FSử dụng biến đổi Fourrier ngược ta có  

[ ]
RC
N

KtyP yy 4
)0()(E 02 ===Công suất trung bình    

∫
∞

∞−

−∞>
+

⇒
+

π+−
=

+
df

f

f

f
fCRN

f

f yy
22

2222
0

2 1

)(ln

1
)41ln()2ln(

1

)(ln PP
Ta có   . 
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Tổng quát hơn ta có định lý sau. 

Định lý 5.13 (A. N. Kolmogorov): Giả sử quá trình  có thể biểu diễn dưới dạng bộ lọc  ( )y t

∫
∞

∞−

∗=−== )()()()()()}({ txthdssxsthtytxL  

0;0)( <∀= tth
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trong đó đáp ứng xung thoả mãn (bộ lọc nhân quả) với hàm truyền đạt . 

Khi đó  là nhiễu trắng khi và chỉ khi 

)( fH

∫
∞

∞−

−∞>
+

df
f

fy
21

)(lnP
)(tx . 

5.4.2. Quá trình ngẫu nhiên Gauss 

Định nghĩa 4.5. Quá trình ngẫu nhiên { })(tx  gọi là quát trình Gauss nếu với mọi  và 

mọi  

N

Nttt ,...,, 21

( ))(,...,)(,)( 21 NtxtxtxX =  

Nlà véc tơ ngẫu nhiên có phân bố Gauss  chiều.  

XNhư vậy hàm mật độ của  có dạng 

1 1( ) (
2

1 2
1( , ,..., )

2 det

C
X N

t
f x x x e

Cπ

− −− −
=

x m x m)
     (5.20) 

( ) [ ]1 2, ,..., , E ( )N i im m m m x t=m1 2( , ,..., )Nx x x=x =trong đó ; ; ma trận vuông hiệp phương 

sai ; . ij N N
C C

×
⎡ ⎤= ⎣ ⎦ cov ( ), ( )ij i jC x t x t⎡ ⎤= ⎣ ⎦

Quá trình Gauss là quá trình dừng nếu  

[ ]E ( )i im x t m= = 2 ( )ij x i jC m K t t+ = −= .  (5.21) hằng số và 

( ), ( );i jx t x t i j∀ ≠Ngoài ra, nếu  không tương quan, nghĩa là  

[ ]E ( ) ( ) E ( ) E ( )i j i jx t x t x t x t⎡ ⎤ ⎡ ⎤= ⎣ ⎦⎣ ⎦  

thì ma trận hiệp phương sai có dạng 

2

2

2

0 0

0

0 0

C

σ

σ 0

σ

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

"

"
# # % #

"

    (5.22) 

trong đó [ ]2 (0) cov ( ), ( )x i iK x tσ = = x t . 

Quá trình Gauss có các tính chất sau: 

1)  Xf  chỉ phụ thuộc vào ma trận M  và vectơ , vì vậy véc tơ ngẫu nhiên Gauss chỉ phụ 
thuộc vào các moment cấp 1 và cấp 2. 

m
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)2)   là véc tơ ngẫu nhiên có phân bố Gauss ( )(,...,)(,)( 21 NtxtxtxX = N  chiều, do đó 

các biến ngẫu nhiên thành phần ( )ix t  cũng có phân bố Gauss.  

1 2( ) , ( ) ,..., ( )Nx t x t x t3) Các biến ngẫu nhiên thành phần  độc lập khi và chỉ khi không 

tương quan. Điều này xảy ra khi ma trận hiệp phương sai C  là ma trận đường chéo dạng (5.22).  

4) Quá trình Gauss dừng theo nghĩa rộng khi và chỉ khi dừng theo nghĩa chặt (Xem 
Chanmugan & Breipoht, 1988, trang 141). 

( ))(,...,)(,)( 21 NtxtxtxX =5) Nếu  là một véc tơ ngẫu nhiên Gauss thì 

 cũng là một véc tơ ngẫu nhiên Gauss, với ( 1 2( ) , ( ) ,..., ( )Ny t y t y t )

][ ] [1 2 1 2( ) , ( ) ,..., ( ) ( ) , ( ) ,..., ( )N N
ty t y t y t A x t x t x t=  

trong đó A  là một ma trận vuông cấp  bất kỳ. N

 Từ tính chất 5) người ta có thể chứng minh được kết quả rộng hơn như sau. 

Định lý 5.14: Đầu ra của một quá trình Gauss qua lọc tuyến tính là một quá trình Gauss. 
Nghĩa là nếu  là quá trình Gauss thì  )(tx

∫
∞

∞−

λλλ−=∗= dxthtxthty )()()()()(  

cũng là một quá trình Gauss. 

TÓM TẮT 

Khái  niệm quá trình ngẫu nhiên 

Quá trình ngẫu nhiên là một họ các biến ngẫu nhiên { }Ittx ∈ω);,( I,  được gọi là tập các 
chỉ số (thường chỉ thời gian).  

Quá trình cấp 2 

Quá trình ngẫu nhiên  được gọi là quá trình cấp 2 nếu tồn tại moment cấp 2 với mọi 

. Nghĩa là 

)(tx

Ittx ∈∀∞< ,)(E 2 . It ∈

Ittxtm ∈∀= ,)(E)(   Hàm trung bình   

( , ) E ( ) ( )r s t x s x t⎡ ⎤= ⎣ ⎦  Hàm tự tương quan 

Khái niêm quá trình dừng 

Quá trình cấp 2 { } Ittx ∈)(  được gọi là quá trình dừng nếu: 

1)   , constmtxtm === )(E)(

( , ) E ( ) ( )r s t x s x t⎡ ⎤= ⎣ ⎦ ts − chỉ phụ thuộc vào 2)  Hàm tự tương quan ; nghĩa là tồn tại hàm 

 sao cho )(τxK ItstsKtsr x ∈∀−= ,;)(),( . 
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Biểu diễn phổ của quá trình dừng 

)( fPGiả sử {  quá trình dừng với hàm tự tương quan . Nếu tồn tại } Ittx ∈)( xK  sao cho: 

∫
−

π=
2/1

2/1

2 )()( dffenK fin
x P
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  khi =I   hoặc    khi  ∫
∞

∞−

πτ=τ dffeK fi
x )()( 2 P =I  

)( fP  được gọi là mật độ phổ của quá trình dừng { } Ittx ∈)(thì . 

Định lý Wiener – Khintchine: Mật độ phổ công suất PSD của quá tình dừng  có 

giá trị trung bình  bằng mật độ phổ của quá trình này.  

{ } Ittx ∈)(

0)(E =tx

Quá trình dừng ergodic 

Giả thiết Ergodic cho rằng trung bình theo thời gian mọi cấp trùng với trung bình theo tập 
hợp ở cấp tương ứng.  Quá trình dừng thời gian rời rạc { }0);( ≥nnx  gọi là ergodic nếu 

2(0) (1) .... ( 1)lim E 0 ; E ( )
n

x x x n m m x
n→∞

+ + −
− = = n . 

{ }∈ttx );(Quá trình dừng với thời gian liên tục  có hàm trung bình m  gọi là 

ergodic nếu  

mt =)(
2

0

1lim E ( ) 0
T

T
x t dt m

T→∞

⎛ ⎞
− =⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ . 

Quá trình dừng { }∈ttx );( )(τxK với hàm tự tương quan  là ergodic khi và chỉ khi  

0)(11lim
0

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −∫∞→

T

x
T

dttK
T
t

T
. 

CÂU HỎI ÔN TẬP VÀ BÀI TẬP 

 của quá trình ngẫu nhiên { } Ittx ∈)(5.1 Hàm trung bình Ittxtm ∈∀= ,)(E)(  là một biến ngẫu 

nhiên.  

Đúng            Sai          . 

∫
−

2/

2/
)(1 T

T
dttx

T
 của quá trình ngẫu nhiên { } Ittx ∈)(5.2 Trung bình theo thời gian  là một biến ngẫu 

nhiên.   

Đúng            Sai          . 

5.3 Hàm tự tương quan của một quá trình dừng { } Ittx ∈)( , là một hàm 2 biến theo thời gian.  

Đúng            Sai          . 

5.4 Mật độ phổ của quá trình dừng bằng biến đổi Fourier của hàm tự tương quan.  

Đúng            Sai          . 
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5.5 Hàm tự tương quan của quá trình dừng bằng biến đổi Fourier của mật độ phổ của quá trình.  

Đúng            Sai          . 

Quá trình dừng có hàm trung bình là hàm hằng nên trung bình theo thời gian bằng trung bình theo tập 
hợp.  

Đúng            Sai          . 

5.6 Cho  là một quá trình dừng với hàm trung bình { } Ittx ∈)( tmtx ∀= ,)(E . Chứng minh rằng 

, { } Itty ∈)( mtxty −= )()(  là quá trình dừng có hàm trung bình  và hàm tự 

tương quan 

tty ∀= ,0)(E

xy KK = .      

5.7 Cho  là một quá trình cấp 2 có tính chất  và  không phụ thuộc 

vào . Chứng minh rằng {  là quá trình dừng.  

{ } Ittx ∈)( )(E sx )()(E tsxsx +

} Ittx ∈)(s

5.8 Cho  là một quá trình dừng với hàm tự tương quan . Chứng minh rằng 

, 

{ } Ittx ∈)( )(τxK

{ } Itty ∈)( )()1()( txtxty −+=  cũng là quá trình dừng. Tìm hàm trung bình và hàm tự 

tương quan. 

[ ]π2,0
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5.9  Cho  là biến ngẫu nhiên liên tục có phân bố đều trên đoạn Θ ,  là hai hằng số. 

Chứng minh rằng 
00 ,ωA

)sin()( 00 Θ+ω= tAtx  là một quá trình dừng. Tìm hàm tự tương quan. 
Quá trình  có phải là quá trình ergodic? )(tx

[ ]π2,05.10  Cho  là biến ngẫu nhiên liên tục có phân bố đều trên đoạn Θ R,  là biến ngẫu nhiên 

liên tục có hàm mật độ  

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

≤

∞<<
σ=

σ
−

0,0

0,)(
2

2

2
2

r

rer
rf

r

R

   nÕu 

    nÕu . 

Giả sử  và Θ R  độc lập, . Chứng minh rằng 0>λ )cos()( Θ+λ= tRtx là một quá trình 

dừng với trung bình 0 và hàm tự tương quan .  ttK x λσ= cos)( 2

5.11  Cho A  là biến ngẫu nhiên có phân bố chuẩn . Đặt );0( 2σN )10cos()( tAtx π= . Tìm hàm 
mật độ xác suất của . Quá trình { } Ittx ∈)()(tx  có phải là quá trình dừng không? 

5.12  Cho  và  là hai biến ngẫu nhiên độc lập có cùng phân bố xác suất 1Z 2Z

{ } { }
2
111 11 ===−= ZPZP tZtZtx λ+λ= sincos)( 21 λ. Đặt ,  là hằng số. Chứng minh 

là quá trình dừng. Tìm hàm tự tương quan.   )(tx

{ }∞ −∞=nnx )(5.13  Cho quá trình dừng 2)(E =nx có trung bình  và hàm tự tương quan 

n

x nK ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

π
=

4
3

7
2)( . Tìm mật độ phổ. 
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5.14  Cho là quá trình Wiener với tham số . Đặt ,  là hằng số. 

Chứng minh rằng  là quá trình Gauss dừng với hàm tự tương quan 

)()( 2 tt eWetx αα−=2σ 0>α)(tW
t

x etK α−σ= 2)()(tx , 
. Tìm mật độ phổ. ∞<<∞− t

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ ≤−
σ=

   l¹i    ng−îcnÕu 

    nÕu

,0

),(1
)( 2 BffB

fxP5.15  Cho quá trình dừng ergodic có mật độ phổ  )(tx . 

Tìm hàm tự tương quan.   
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CHƯƠNG VI: QUÁ TRÌNH POISSON 

GIỚI THIỆU 

Đầu thế kỷ XX, A. A. Markov- nhà Toán học và Vật lý nổi tiếng người Nga đã đưa ra mô 
hình toán học để mô tả chuyển động của các phân tử chất lỏng trong bình kín. Về sau mô hình này 
được phát triển và sử dụng trong nhiều lĩnh vực khác như cơ học, sinh học, y học, kinh tế, 
v.v….và được mang tên là Quá trình Markov. 

Trong những năm gần đây, quá trình Markov được ứng dụng rất nhiều trong các bài toán 
kinh tế, tin học, viễn thông, đặc biệt là các bài toán về điều khiển tổng đài v.v…  

Quá trình Poisson là dạng đặc biệt của quá trình Markov với thời gian liên tục. Quá trình 
Poisson  mô tả quá trình đếm số lần xuất hiện một biến cố )(tX A  nào đó cho đến thời điểm . 
Quá trình Poisson được ứng dụng nhiều trong viễn thông, liên quan đến bài toán truyền tín hiệu, 
các hệ phục vụ, bài toán chuyển mạch ...  

t

Nếu số cuộc gọi đến một tổng đài là một quá trình Poisson, mỗi cuộc gọi chiếm dụng thiết 
bị trong một khoảng thời gian nào đó, giả sử các khoảng thời gian này là các biến ngẫu nhiên độc 
lập cùng phân bố, khi đó tổng số giờ gọi là một quá trình Poisson phức hợp.  

Quá trình Poisson  mô tả quá trình đếm số lần xuất hiện một biến cố )(tX A  nào đó cho 

đến thời điểm . Giả sử biến cố t A  được phân thành 2 loại  và tại mỗi thời điểm việc xuất 

hiện biến cố  hoặc  là độc lập nhau, khi đó ta có quá trình Poisson có phân loại. 
1 2,A A

1A 2A

Quá trình Poisson phức hợp và quá trình Poisson phân loại giúp ta tính được sản lượng 
trung bình khi khai thác dịch vụ viễn thông.  

Trong chương này chúng ta khảo sát các vấn đề sau: 

• Quá trình đếm, quá trình điểm. 

• Quá trình Poisson. 

• Các phân bố liên quan đến quá trình điểm Poisson: thời điểm đến thứ (hay thời 
gian chờ) và khoảng thời gian giữa hai lần đến liên tiếp thứ n . 

n

• Quá trình Poissson có phân loại. 

• Quá trình Poisson phức hợp. 

Quá trình Poisson là cơ sở quan trọng để khảo sát quá trình sắp hàng được nghiên cứu trong 
chương tiếp theo. 

Để học tốt chương này học viên phải nắm các kiến thức có bản của lý thuyết xác suất.  
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NỘI DUNG 

6.1. KHÁI NIỆM QUÁ TRÌNH POISSON 

6.1.1. Quá trình đếm 

Quá trình đếm rất thường gặp trong thực tế. 

Giả sử A  là biến cố nào đó. Ký hiệu  là số lần biến cố 0,)( >ttX A  xuất hiện trong 

khoảng thời gian từ 0 đến t . Khi đó { }0),( >ttX  được gọi là quá trình đếm. 

Chẳng hạn ta có những ví dụ sau về quá trình đếm: 

 A  là biến cố khách vào điểm phục vụ nào đó. Khi ấy  là số khách vào điểm phục 
vụ tính đến thời điểm t . 

)(tX

 A  là biến cố có cuộc gọi đến một tổng đài nào đó. Khi ấy  là số cuộc gọi đến tổng 
đài tính đến thời điểm .  

)(tX
t

Quá trình đếm  { }0);( ≥ttX  có các tính chất đặc trưng sau: 

1. ;                     (6.1) 0)0( =X

2.  chỉ nhận giá trị là các số tự nhiên;                 (6.2) )(tX

3. .                   (6.3) tstXsX ≤≤≤ 0),()(

4. tssXtXtsX <≤−= 0,)()(],( , là số lần biến cố A  xảy ra trong khoảng thời gian 
.                      (6.4) ],( ts

Ta gọi {  là quá trình điểm ứng với quá trình đếm { }. }tstsX <≤0,],( 0);( ≥ttX

6.1.2. Quá trình Poisson 

Định nghĩa 6.1: Ta nói rằng quá trình { }0);( ≥ttX  là quá trình Poisson với cường độ λ  
(hoặc tham số ) nếu:  λ

i)  ; 0)0( =X

ii)  chỉ nhận giá trị là các số tự nhiên; )(tX

iii)  {  là quá trình có gia số độc lập, tức là, với bất kỳ }0);( ≥ttX ntttt <<<<= ...0 210     

các gia số )()(,...,)()(,)()( 11201 −−−− nn tXtXtXtXtXtX  là các biến ngẫu nhiên độc lập. 

iv)  Mỗi gia số  có phân bố Poisson với tham số )()( sXtsX −+ tλ  với mọi . 0,0 >≥ ts

Định lý 6.1: Nếu quá trình đếm { }0);( ≥ttX  thỏa mãn các điều kiện sau: 

1. Có gia số độc lập, tức là  ...,3,2=∀m  và với mọi mttt <<<= ...0 10   thì các gia số 

 là các biến ngẫu nhiên độc lập, ];(,...],;(],;( 12110 mm ttXttXttX −

2. Có gia số dừng, tức là với mọi 210.0 tts <≤∀>   thì các gia số ];( 21 ststX ++ , 

 có cùng phân bố xác suất. Như vậy luật phân bố chỉ phụ thuộc vào khoảng thời gian và 
không phụ thuộc thời điểm. 

];( 21 ttX
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3. Xác suất xuất hiện biến cố A gần đều; tức là tồn tại 0>λ  (tốc độ xuất hiện biến cố A )  
sao cho với  khá bé thì         0>h

{ }( ) 1 ( )P X h h o hλ= = + .         (6.5) 

4. Với  khá bé thì   0>h

{ }( ) 2 ( )P X h o h≥ = ,       (6.6) 

thì {  là quá trình Poisson tham số }0);( ≥ttX λ .  

 Ngược lại, quá trình Poisson là quá trình đếm thỏa mãn 4 điều kiện trên. 

Chứng minh: Điều kiện i), ii) của định nghĩa quá trình Poisson được suy từ tính chất của 
quá trình đếm. Từ 1) ta suy ra điều kiện iii). Theo 2) để chứng minh điều kiện iv) ta chỉ cần chứng 
minh  có phân bố Poisson )(tX )( tλP . 

 Đặt  { }ntXPtpn == )()( ,  ...,2,1,0=n  

{ } { }0)()(,0)(0)()(0 =−+===+=+ tXhtXtXPhtXPhtp  

                         ( )0 0 0( ) ( ) ( ) 1 ( )p t p h p t h o hλ= = − + , 

0 0
0 0 0 0

( ) ( ) ( )( ) '( ) ( ) ( ) tp t h p t o hp t p t p t p t Ce
h h

λλ λ −+ −
= − + ⇒ = − ⇒ = .    

. 0;)(1)0( 00
≥=⇒= λ− tetpp t

Tương tự    { } { }nhXhtXhXPnhtXPhtpn =−+===+=+ )()(,0)()()(  

            
{ } { }∑

≥
−=−+=+−=−+=+

2
)()(,)(1)()(,1)(

k
knhXhtXkhXPnhXhtXhXP  

    0 1 1
2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )n n n k
k

p h p t p h p t p t o h− −
≥

= + +∑ 1(1 ) ( ) ( ) ( )n nh p t hp t o hλ λ −= − + +  

)()()(' 1 tptptp nnn −λ+λ−=⇒ . 

Đặt  biến đổi Laplace của  là  )(tpn { })()( tpsP nn L=  

{ } )()()()()()(' 11 sP
s

sPsPsPssPtp nnnnnn −− +λ
λ

=⇒λ+λ−==⇒ L

10
)(

)()(
++λ

λ
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+λ
λ

=⇒ n

nn

n
s

sP
s

sP    1
1( )

( ) !

n n
n t

n np t t e
s n

λλ λ
λ

− −
+

⎧ ⎫
⇒ = =⎨ ⎬+⎩ ⎭

L . 

Vậy  có phân bố Poisson )(tX )( tλP . 

Ngược lại nếu { }0);( ≥ttX  là quá trình Poisson tham số λ  thì  có phân bố Poisson )(tX
)( tλP  nên [ ] [ ] ttXtX λ== )(var)(E . Khai triển Taylor ta có 

{ }( ) 0 1 ( )hP X h e h o hλ λ−= = = − +  khi , 0→h
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{ } ( )( ) 1 1 ( ) ( )hP X h he h h o h h o hλλ λ λ λ−= = = − + = +  khi .  0→h

Do đó { } { } { }( ) 2 1 ( ) 0 ( ) 1 ( )P X h P X h P X h o h≥ = − = − = =  khi . 0→h

Nhận xét: Giả sử quá trình { }0;)( ≥ttX  đếm số lần xuất hiện biến cố A  là quá trình 

Poisson tham số  thì 0>λ [ ] λ=)1(XE . Như vậy λ  là số lần trung bình xảy ra biến cố A trong 

khoảng 1 đơn vị thời gian. Nếu quá trình { }0;)( ≥ttX  đếm số khách đến điểm phục vụ thì λ  là 
tốc độ đến trung bình. 

6.1.3. Các phân bố liên quan đến quá trình Poisson 

Định nghĩa 6.2: Giả sử {  là quá trình Poisson đếm số lần xuất hiện biến cố }0);( ≥ttX A .  

1) Ta ký hiệu  là thời điểm đến (arrival time) (hay thời gian chờ, waiting time) thứ , 
đó là thời  điểm mà biến cố 

)(nW n
A  xuất hiện lần thứ n . 

 Quy ước 0)0( =W . 

2) Ký hiệu là khoảng thời gian 
giữa 2 lần đến liên tiếp thứ  
(interarrival time), đó là khoảng thời 
gian tính từ thời điểm biến cố 

)(nS
n

A  xảy 
ra lần thứ  đến thời điểm xảy ra 
biến cố 

1−n
A  lần thứ . n

Vậy . )1()()( −−= nWnWnS

Định lý 6.2:  

1.  Các thời gian đến trung gian , ,...,  là các biến ngẫu nhiên độc lập có cùng 
phân bố mũ tham số 

)1(S )2(S )(nS
λ  với hàm mật độ   

 0;)()( ≥λ−λ= ttetf nS .                (6.7) 

2.  có phân bố Erlang tham số)(nW ,n λ  với hàm mật độ   

0;
)!1(

)(
1

)( ≥λ−
−

λ
=

−
tte

n
ttf

nn

nW .        (6.8) 

Đặc biệt   có phân bố mũ. )1(W

3. Với mọi  và ts <<0 nk ≤≤0  

{ }
knk

t
s

t
s

knk
nntXksXP

−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
=== 1

)!(!
!)()( .  (6.9) 

Chú ý rằng nếu 1 2, ,..., nX X X  là các biến ngẫu nhiên độc lập có cùng phân bố mũ tham số 

λ  thì 1 2 nX X X X= + + +  có phân bố Erlang tham số ,n λ . Do đó có kỳ vọng và phương sai: 

[ ] [ ]1 2 1 2 2E ; varn n
n nX X X X X X
λ λ

+ + + = + + + = .  (6.10) 

2S

3S  

1S  

 O                 1W                2W             3W              t  
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Ví dụ 6.1: Giả sử số khách đến cửa hàng nào đó là 1 quá trình Poisson với tốc độ 4=λ  
khách/ giờ. Cửa hàng mở cửa lúc 8h. 

1. Tính xác suất để đến 8h30 có cả thảy 1 khách; đồng thời đến 10h30 có cả thảy 5 khách 
đến cửa hàng. 

2. Tính thời điểm trung bình khách thứ 10  tới. 

3. Tính xác suất để khoảng thời gian giữa khách thứ 10 và khách thứ 11 lớn hơn 1/2 giờ. 

Giải: 

1. Xem  = 8h. Vậy xác suất cần tìm là  0t

{ } { }4)21()25(;1)21(5)25(;1)21( =−==== XXXPXXP  

                 { } { } 0155,0
!4

8..24)2(.1)21( 8
4

2 ≈==== −− eeXPXP . 

2.  '302
4

1010)10(E hW ==
λ

= . 

3. { } { }
14 22(1) 1 2 1 (1) 1 2 1 1 0,13P S P S e e

− × −⎛ ⎞
> = − < = − − = ≈⎜ ⎟

⎝ ⎠
5 . 

Ví dụ 6.2: Cho hai quá trình Poisson độc lập { }0;)(1 ≥ttX  và { }0;)(2 ≥ttX  với các tham 

số tương ứng . Tìm xác suất để 21 ,λλ 1)(1 =tX  trước khi 1)(2 =tX . 

Giải: Ta cần tìm xác suất { }1 2
1 1P W W< , trong đó  là thời điểm đến thứ  của quá trình 

 còn  là thời điểm đến thứ  của quá trình . 

1
nW n

)(1 tX 2
mW m )(2 tX

{ } 1 2 1 21 2 1
1 1 1 2 1 2

1 20 0

x y x y

x y x

P W W e e dxdy e e dxdyλ λ λ λ λλ λ λ λ
λ λ

∞ ∞
− − − −

≤ <

< = = =
+∫∫ ∫ ∫  

Tổng quát, ta có thể chứng minh công thức sau  

{ }
11

1 2 1 2
1

1 2 1 2

k nn m
k

n m n m
k n

P W W C λ λ
λ λ λ λ

+ − −+ −

+ −
=

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
< = ⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ +⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑
m k

}

.            (6.11) 

6.2. QUÁ TRÌNH POISSON CÓ PHÂN LOẠI 

Xét quá trình Poisson {  với cường độ 0;)( ≥ttX λ  (tương ứng với quá trình đếm số lần 
xảy ra biến cố A ). Giả sử mỗi khi biến cố A  xảy ra thì nó được phân thành hai loại: loại I với xác 
suất p  và loại II với xác suất pq −= 1 . Hơn nữa, giả sử sự phân loại biến cố này là độc lập với 
sự phân loại biến cố kia.  

Chẳng hạn, khách đến cửa hàng theo quá trình Poisson { }0;)( ≥ttX  với cường độ λ , 
khách được phân làm hai loại: nam với xác suất 1/2 và nữ với xác suất 1/2. 
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Ta ký hiệu  và  là quá trình đếm tương ứng với biến cố loại I và biến cố loại II. 

Rõ ràng là . 

)(1 tX )(2 tX
)()()( 21 tXtXtX +=

Định lý 6.3: Với các điều kiện trên ta có  và  là hai quá trình Poisson với 
cường độ tương ứng 

)(1 tX )(2 tX
pλ  và . Hơn nữa, hai quá trình này là độc lập. qλ

Chứng minh: Theo công thức xác suất đầy đủ 

{ } { } { }∑
∞

=
=======

0
2121 )()()(,)()(,)(

k
ktXPktXmtXntXPmtXntXP . 

Vì { } mnkktXmtXntXPtXtXtX +≠∀====⇒+= 0)()(,)()()()( 2121 , do đó  

{ } { } { }mntXPmntXmtXntXPmtXntXP +=+====== )()()(,)()(,)( 2121 . 

Mặt khác trong  biến cố có n  biến cố loại I và  biến cố loại II. Do đó, từ giả thiết 

độc lập của sự phân loại biến cố và 

mn + m

{ } t
mn

e
mn

tmnt)(XP λ−
+

+
λ

=+=
)!(

)(  suy ra: 

 { } tq
m

tp
n

t
mn

mnn
mn e

m
tqe

n
tpe

mn
tqpCmtXntXP λ−λ−λ−

+

+
λλ

=
+

λ
===

!
)(

!
)(

)!(
)()(,)( 21  

{ } { } tp
n

m
e

n
tpmtXntXPntXP λ−

∞

=

λ
=====⇒ ∑ !

)()(,)()(
0

211 . 

Điều này chứng tỏ {  là quá trình Poisson với cường độ . }

}

0;)(1 ≥ttX pλ

Tương tự  {  là quá trình Poisson với cường độ 0;)(2 ≥ttX qλ . 

6.3. PHÂN BỐ ĐỀU VÀ QUÁ TRÌNH POISSON  

Giả sử ta có một đoạn thẳng chiều dài bằng t  và có  hạt cho trước. Ta rải các hạt lên đoạn 
thẳng này sao cho vị trí của các hạt trên đoạn này lập thành  biến ngẫu nhiên độc lập có phân bố 
đểu (mỗi hạt đồng khả năng rơi vào từng điểm). Ta ký hiệu  là vị trí của hạt thứ 

. Theo cách rải của ta thì  U  là các biến ngẫu nhiên độc lập có cùng phân 
bố đều với hàm mật độ. 

n
n

kU

nkk ...,,2,1; = nU...,,1

1 0
( )

0 .
U

u t
f u t

⎧ ≤ ≤⎪= ⎨
⎪⎩

nÕu

nÕu ng−îc l¹i

 
 

Bây giờ ta sắp xếp lại dãy các vị trí theo thứ tự từ bé đến lớn. Bằng cách ấy ta được dãy 
, trong đó  là bé nhất trong số ; tương tự   là bé thứ hai trong 

số . Ta gọi  là thống kê thứ tự của phân bố đều trên đoạn (0; t] . 
nWWW ≤≤≤ ....21 1W nUU ...,,1 2W

nUU ...,,1 nWWW ,,...., 21

Định lý 6.4:  Hàm phân bố đồng thời của   có hàm mật độ là  nWWW ,,...., 21
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twww
t
nwwf nnnWW n

≤<<<<= ....0!),,....( 211,,....1
víi .      (6.12) 

Định lý 6.5: Giả sử  là quá trình Poisson với tham số  và  là 
các thời gian đến trong quá trình Poisson này. Khi đó, với điều kiện , phân bố đồng thời 

của   có mật độ  

{ 0;)( ≥ttX } λ nWWW ,,...., 21

ntX =)(

nWWW ,,...., 21

1,.... , | ( ) 1 1 2
!( ,.... , ) 0 ....

nW W X t n n nn
nf w w w w w
t= t= < < < < ≤víi .          (6.13) 

Ý nghĩa của định lý 6.5 là: Với điều kiện có đúng  biến cố xảy ra trong khoảng thời gian 
 thì các thời gian đến là thống kê thứ tự của phân bố đều trên đoạn . 

n
];0( t ];0( t

Ví dụ 6.3: Khách đến một cửa hàng theo quá trình Poisson với cường độ λ . Mỗi khách 
hàng trả 1 nghìn đồng để vào cửa tại thời điểm t = 0. Sau đó giá được giảm theo thời gian với tốc 
độ hạ giá là β . Ta cần tính số tiền trung bình M cửa hàng thu được trong khoảng thời gian .  ];0( t

Khách hàng thứ  đến tại thời điểm  nên phải trả vé vào cửa với giá k kW kWe β− . Gọi  
là số khách đến trong khoảng thời gian  thì 

)(tN
];0( t

( )

1
E k

N t
W

k
M e β−

=

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ . 

Theo công thức xác suất đầy đủ ta có 

{ }
( )

1 1
E ( ) (k

N t
W

n k
)M e N t n P N t nβ

∞
−

= =

⎛ ⎞
= =⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑ = . 

Giả sử  là các biến ngẫu nhiên độc lập và có phân bố đều trên đoạn [0;t]. Do tính 

chất giao hoán của phép cộng trong công thức  và định lý 6.5 ta có 

nUU ...,,1

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
∑
=

β−
)(

1
E

tN

k

Wke
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⎠
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⎜
⎜
⎝

⎛
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⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
= ∑∑

=
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=
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n

k

U
tN

k

W kk entNe
1

)(

1
E)(E ( ) ( )1

0

E 1
t

U u tn nn e e du e
t t

β β β

β
− − −= = = −∫  . 

Suy ra    ( ) { } ( ) ( )
1

1 11 ( ) 1 E ( ) 1t t

n
M e nP N t n e N t e

t t
β β λ

β β

∞
− −

=

= − = = − = −∑ tβ

β
−

}
}

 . 

6.4. QUÁ TRÌNH POISSON PHỨC HỢP 

Định nghĩa 6.3: Giả sử  là quá trình Poisson với cường độ .  

dãy các biến ngẫu nhiên độc lập, cùng phân bố và dãy này độc lập với . Khi đó ta 
gọi  

{ 0;)( ≥ttX 0>λ nYY ...,,1

{ 0;)( ≥ttX

∑
=

≥=
)(

1
0;)(

tX

k
k tYtZ          (6.14) 
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là quá trình Poisson phức hợp. 

Ví dụ 6.4: 1. Nếu  thì 1≡kY )()( tXtZ = . Do đó, quá trình Poisson thông thường là quá 
trình Poisson phức hợp. 

2. Giả sử khách rời cửa hàng là quá trình Poisson và tiền mua hàng của khách là dãy các 
biến ngẫu nhiên độc lập, cùng phân bố và dãy này độc lập với số khách. Khi đó ta có quá trình 
Poisson phức hợp  là tiền bán hàng thu được tính đến thời điểm . )(tZ t

3. Các cuộc gọi đến tổng đài là quá trình Poisson và thời gian gọi của mỗi cuộc là dãy các 
biến ngẫu nhiên độc lập, cùng phân bố và dãy này độc lập với các cuộc gọi đến. Khi đó tổng thời 
gian của tất cả các cuộc gọi cho đến thời điểm t  là một quá trình Poisson phức hợp. 

4. Giả sử các lần chuyển đổi tại thị trường chứng khoán diễn ra theo quá trình Poisson. Gọi 
 là lượng thay đổi giá cổ phiếu giữa lần chuyển đổi thứ kY 1−k  và thứ . Khi đó ta có quá trình 

Poisson phức hợp  là sự biến động tổng cộng giá cổ phiếu tính đến thời điểm t .  
k

)(tZ

Định lý 6.6:  Kỳ vọng và phương sai của quá trình Poisson phức hợp: 

   1E)(E YttZ λ=  ;  ,      (6.15) 2
1E)(var YttZ λ=

Hàm phân bố     

{ } ∑
∞

=

λ−λ
=<

0
)(

!
)()(

n
n

t
n

zFe
n
tztZP ,         (6.16) 

trong đó             zzF ∀= ,1)(0 , 

               { } zzXPzFzF X ∀<== ,)()( 11 1
, 

               là hàm phân bố của )(zFn nYY ++1 . 

Đặc biệt nếu  có phân bố mũ tham số nYY ++1 μ  thì  là hàm phân bố Erlang 
tham số 

)(zFn

,n μ  

  
1

0

( ) ( )( ) 1
! !

k kn
z z

n
k k n

z zF z e e
k k

μ μμ μ− ∞
−

= =
= − =∑ ∑ − .                (6.17) 

Ví dụ 6.5 (Mô hình chấn động) Giả sử  là số lần chấn động trong hệ nào đó và là 

lượng thiệt hại tổng cộng do chấn động thứ gây ra 

)(tX kY

k { } 10 =≥kYP . Khi đó  là lượng thiệt 
hại tổng cộng do chấn động gây ra tính đến thời điểm . Hệ tiếp tục làm việc khi lượng thiệt hại 
tổng cộng bé hơn  và ngừng hoạt động trong trường hợp ngược lại. Ký hiệu 

)(tZ
t

a T  là thời điểm hệ 
ngừng hoạt động. Tính TE  (là thời gian trung bình hệ ngừng hoạt động). 

Giải: Ta có  khi và chỉ khi tT > atZ <)( , tức là { } { }atZtT <=> )(  

{ } { } ∑
∞

=

λ−λ
=<=>⇒

0
)(

!
)()(

n
n

t
n

aFe
n
tatZPtTP . 
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Do đó   { }
0 00 0

( ) 1E (
!

n
t

n n
n n

tT P T t dt e dt F a F a
n

λλ
λ

∞ ∞∞ ∞
−

= =

⎛ ⎞
= > = =⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑∫ ∫ ) ( ) . 

Đặc biệt khi các  có phân bố mũ tham số kY μ  thì 

        
0 0 0 0

1 ( ) 1 ( ) 1 ( ) 1(1 ) (1 )
! ! !

k k kk
a a a

n k n k n k

a a aT e e k e
k k k

μ μ μμ μ μ aμ
λ λ λ

∞ ∞ ∞ ∞
− − −

= = = = =
= = = + =∑ ∑ ∑ ∑ ∑ λ

+ . 

Chú thích: Trong ví dụ trên ta đã sử dụng công thức tính kỳ vọng của biến ngẫu nhiên 

nhận giá trị không âm. Nếu X  là biến ngẫu nhiên,  thì . Đặc biệt 0≥X { }dxxXPX ∫
∞

>=
0

E X  

là biến ngẫu nhiên rời rạc nhận các giá trị ...,2,1,0=k thì { } {
1 1

E
k k

}X kP X k P X k
∞ ∞

= =

= = = ≥∑ ∑ . 

TÓM TẮT  

Quá trình Poisson 

Ta nói rằng quá trình {  là quá trình Poisson với cường độ  (hoặc tham số }0);( ≥ttX λ λ ) 
nếu:  

1. ; 0)0( =X

2.  chỉ nhận giá trị là các số tự nhiên; )(tX

3.  là quá trình có gia số độc lập, tức là, với bất kỳ { 0);( ≥ttX } ntttt <<<<= ...0 210     

các gia số )()(,...,)()(,)()( 11201 −−−− nn tXtXtXtXtXtX  là các biến ngẫu nhiên độc lập. 

4. Mỗi gia số  có phân bố Poisson với tham số )()( sXtsX −+ tλ  với mọi . 0,0 >≥ ts

Nếu quá trình đếm {  thỏa mãn các điều kiện sau: }0);( ≥ttX

1. Có gia số độc lập, tức là  ...,3,2=∀m  và với mọi mttt <<<= ...0 10   thì các gia số 

 là các biến ngẫu nhiên độc lập, ];(,...],;(],;( 12110 mm ttXttXttX −

2. Có gia số dừng, tức là với mọi 210.0 tts <≤∀>   thì các gia số ];( 21 ststX ++ , 

 có cùng phân bố xác suất. Như vậy luật phân bố chỉ phụ thuộc vào khoảng thời gian và 
không phụ thuộc thời điểm. 

];( 21 ttX

3. Xác suất xuất hiện biến cố A gần đều; tức là tồn tại 0>λ (tốc độ xuất hiện biến cố A )  
sao cho với  khá bé thì0>h { }( ) 1 ( )P X h h o hλ= = + .    

4. Với  khá bé thì 0>h { }( ) 2 ( )P X h o h≥ = , thì { }0);( ≥ttX  là quá trình Poisson tham 

số . λ

Thời điểm đến và thời gian giữa hai lần đến liên tiếp 

Ta ký hiệu  là thời điểm đến thứ , đó là thời  điểm mà biến cố )(nW n A  xuất hiện lần thứ 
. Quy ước .  n 0)0( =W
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Ký hiệu là khoảng thời gian giữa hai lần đến liên tiếp thứ , đó là khoảng thời gian 
tính từ thời điểm biến cố 

)(nS n
A  xảy ra lần thứ 1−n  đến thời điểm xảy ra biến cố A  lần thứ . n

1. Các thời gian đến trung gian , ,..., là các biến ngẫu nhiên độc lập có cùng 

phân bố mũ tham số 

)1(S )2(S )(nS

λ  với hàm mật độ  0;)()( ≥λ−λ= ttetf nS .  

2.  có phân bố Erlang tham số)(nW ,n λ  với hàm mật độ 0;
)!1(

)(
1

)( ≥λ−
−

λ
=

−
tte

n
ttf

nn

nW . 

Đặc biệt   có phân bố mũ. )1(W

3. Với mọi ts <<0  và nk ≤≤0 : { }
knk

t
s

t
s

knk
nntXksXP

−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
=== 1

)!(!
!)()( .

  

 4.  Với điều kiện , phân bố đồng thời của   có mật độ  ntX =)( nWWW ,,...., 21

              twww
t
nwwf nnnntXWW n

≤<<<<== ....0!),,....( 211)(|,,....1
víi . 

Quá trình Poisson có phân loại 

Xét quá trình Poisson {  với cường độ }0;)( ≥ttX λ  (tương ứng với quá trình đếm số lần 
xảy ra biến cố A ). Giả sử mỗi khi biến cố A  xảy ra thì nó được phân thành hai loại: loại I với xác 
suất  và loại II với xác suất p pq −= 1 . Hơn nữa, giả sử sự phân loại biến cố này là độc lập với 

sự phân loại biến cố kia. Ta ký hiệu  và  là quá trình đếm tương ứng với biến cố loại 

I và biến cố loại II. Rõ ràng là 

)(1 tX )(2 tX
)()()( 21 tXtXtX += . 

Với các điều kiện trên ta có  và  là hai quá trình Poisson với cường độ tương 
ứng  và . Hơn nữa, hai quá trình này là độc lập. 

)(1 tX )(2 tX
pλ qλ

Quá trình Poisson phức hợp 

Giả sử  là quá trình Poisson với cường độ { 0;)( ≥ttX } 0>λ .  dãy các biến ngẫu 

nhiên độc lập, cùng phân bố và dãy này độc lập với 
nYY ...,,1

{ }0;)( ≥ttX . Khi đó ta gọi  

∑
=

≥=
)(

1
0;)(

tX

k
k tYtZ  là quá trình Poisson phức hợp. Kỳ vọng và phương sai của quá trình 

Poisson phức hợp:  ;  , 1E)(E YttZ λ= 2
1E)(var YttZ λ= { } ∑

∞

=

λ−λ
=<

0
)(

!
)()(

n
n

t
n

zFe
n
tztZP . 

CÂU HỎI ÔN TẬP VÀ BÀI TẬP 
6.1 Quá trình Poisson có không gian trạng thái là tập các số tự nhiên.  

Đúng           Sai          . 

6.2 Mọi quá trình đếm là quá trình Poisson.  

Đúng           Sai          . 
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}6.3 Nếu quá trình {  đếm số lần xuất hiện biến cố 0;)( ≥ttX A  là quá trình Poisson tham số 
 thì  là số lần trung bình xảy ra biến cố A trong khoảng 1 đơn vị thời gian..  0>λ λ

Đúng           Sai          . 

6.4 Giả sử  là quá trình Poisson đếm số lần xuất hiện biến cố { 0);( ≥ttX } A .  là thời gian 
đến thứ .  là các biến ngẫu nhiên độc lập có cùng phân bố Poisson.  

)(nW
n )(nW

Đúng           Sai          . 

6.5 Giả sử {  là quá trình Poisson đếm số lần xuất hiện biến cố }0);( ≥ttX A . là thời gian 
đến trung gian thứ . là các biến ngẫu nhiên độc lập có cùng phân bố mũ.  

)(nS
n )(nS

Đúng           Sai          . 

6.6 Giả sử  là quá trình Poisson đếm số lần xuất hiện biến cố { 0);( ≥ttX } A . Giả sử mỗi khi 
biến cố A  xảy ra thì nó được phân thành hai loại: loại I và loại II. Hơn nữa, giả sử sự phân 
loại biến cố này là độc lập với sự phân loại biến cố kia. Ta ký hiệu  và  là quá 

trình đếm tương ứng với biến cố loại I và biến cố loại II thì  và cũng là hai quá 
trình Poisson. 

)(1 tX )(2 tX
)(1 tX )(2 tX

Đúng           Sai          . 

6.7 Các bức điện gửi tới bưu điện là quá trình Poisson với tốc độ trung bình 3 bức trong 1 giờ. 

a) Tính xác suất để từ 8h00 đến 12h00 không có bức điện nào. 

b) Tính phân bố của thời điểm tại đó nhận được bức điện đầu tiên sau 12h00. 

6.8 Số cuộc gọi đến tổng đài là quá trình Poisson  với tốc độ trung bình 2 cuộc gọi trong 
một đơn vị thời gian. Hãy tính: 

)(tX

a)  và { }2)1( =XP { }6)3(,2)1( == XXP . 

b) { }(1) 2 (3) 6P X X= =  và { }(3) 6 (1) 2P X X= = . 

6.9 Cho  là quá trình Poisson với cường độ 0),( ≥ttX 2=λ . Hãy tính: 

a) . [ ])2()1(E,)1(E,)2(E 2 XXXX ⋅

b) { } { }3)2(),1(,2)1( =≤ XXPXP . 

6.10  Cho { } và {  là các quá trình Poisson độc lập với các cường độ là 0),(1 ≥ttX }0),(2 ≥ttX 1λ  

và  tương ứng. Chứng minh rằng 2λ { }0),()()( 21 ≥+= ttXtXtX  là quá trình Poisson với cường 

độ là . 21 λ+λ=λ

6.11  Cho { } và {  là hai quá trình Poisson độc lập với các cường độ là 0),(1 ≥ttX }0),(2 ≥ttX 1λ  

và  tương ứng. 2λ

a) Tính xác suất để  trước khi 1)(1 =tX 1)(2 =tX . 

b) Tính xác suất để  trước khi 2)(1 =tX 2)(2 =tX . 
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c) Tính xác suất để  trước khi ntX =)(1 mtX =)(2 . 

6.12 Khách tới cửa hàng theo quá trình Poisson với cường độ 5 người một giờ. Biết rằng trong 2 
giờ đầu đã có 12 khách tới, tính xác suất (có điều kiện) để có 5 khách tới trong giờ đầu tiên.  

6.13 Khách tới cửa hàng theo quá trình Poisson với cường độ 10 người một giờ. Khách có thể 
mua hàng với xác suất  và không mua hàng với xác suất 3,0=p 7,0=q . Tính xác suất để trong 
giờ đầu tiên có 9 người vào cửa hàng trong số đó 3 người mua hàng, 6 người không mua.  

6.14 Cho quá trình Poisson {  với tham số }0,)( ≥ttX λ . Gọi  là thời gian đến trung gian thứ 

. Hãy tính  và 
nS

n 4ES E (4) (2) (1) 3X X X⎡ ⎤− =⎣ ⎦ .  
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CHƯƠNG VII: LÝ THUYẾT SẮP HÀNG 

GIỚI THIỆU   

Trong nhiều hệ thống phục vụ, các khách hàng (costumer) phải dùng chung tài nguyên, phải 
chờ để được phục vụ và đôi khi bị từ chối phục vụ. Lý thuyết quá trình sắp hàng (queueing 
process) xác định và tìm các phương án tối u  để hệ thống phục vụ tốt nhất.  ư

Trong nửa đầu của thế kỷ 20 lý thuyết sắp hàng đã được ứng dụng để nghiên cứu thời gian 
đợi trong các hệ thống điện thoại. Ngày nay lý thuyết sắp hàng còn có nhiều ứng dụng trong các 
lĩnh vực khác nhau như trong mạng máy tính, trong việc quản lý xí nghiệp, quản lý giao thông và 
trong các hệ phục vụ khác… Ngoài ra lý thuyết sắp hàng cũng còn là cơ sở toán học để nghiên 
cứu và ứng dụng trong nhiều bài toán kinh tế như đầu tư, kiểm kê, rủi ro của  bảo hiểm, thị 
trường chứng khoán ... Chuỗi Markov là quá trình sắp hàng với thời gian rời rạc đã được xem xét 
trong giáo trình xác suất thống kê. Quá trình sinh tử cũng là quá trình sắp hàng, trong đó sinh biểu 
thị sự đến và tử biểu thị sự rời hàng của hệ thống.  

Người ta phân loại các quá trình sắp hàng dựa vào luật phân bố của quá trình đến, luật phân 
bố phục vụ, nguyên tắc phục vụ và cơ cấu phục vụ. Trên cơ sở phân loại này ta có ký hiệu 
Kendall  hoặc , trong đó kBA // NkBA /// A  là ký hiệu luật phân bố của quá trình đến (hay 
quá trình đến trung gian),  ký hiệu luật phân bố của quá trình phục vụ,  ký hiệu số server và 

 ký hiệu dung lượng tối đa của hàng.  
B k

N

Đối với lý thuyết sắp hàng ta quan tâm đến các số đo hiệu năng, đó là các giá trị trung bình 
khi quá trình đạt trạng thái dừng bao gồm: độ dài hàng đợi trung bình của hàng, độ dài hàng đợi 
trung bình của hệ thống, thời gian đợi trung bình của hàng (trễ của hàng) và thời gian đợi trung 
bình của hệ thống (trễ của hệ thống). Để tính các đại lượng này ta có thể sử dung phương pháp 
giải phương trình tích phân dạng Wiener-Hopf hoặc phương pháp khảo sát chuỗi Markov nhúng. 
Từ đó suy ra các công thức tính các phân bố ổn định cho các loại hàng , ; 
Công thức tổng quát tính các giá trị trung bình này cho các hàng  và công thức cụ thể cho 
các hàng đặc biệt ,  và .  Tuy nhiên trong chương này chúng tôi chỉ 
cung cấp các kết quả dưới dạng các công thức và không chứng minh. 

kMM // NkMM ///
1// GG

1// MM 1// DM 1// kEM

ưH ớng ứng dụng vào viễn thông: Một trong những bài toán quan trọng của lý thuyết 
chuyển mạch là vấn đề xung đột thông tin, nghẽn mạch hoặc rớt cuộc gọi. Lý thuyết sắp hàng sẽ 
xác lập phương án tối ưu để khắc phục những vấn đề trên. Ngoài ra lý thuyết sắp hàng cũng được 
ứng dụng rộng rãi trong các hệ phục vụ khác.  
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NỘI DUNG   

7.1. KHÁI NIỆM VÀ PHÂN LOẠI QUÁ TRÌNH SẮP HÀNG  

7.1.1. Khái niệm quá trình sắp hàng  

Mô hình tổng quát của lý thuyết sắp hàng là khách hàng đến ở một thời điểm ngẫu nhiên 
nào đó và yêu cầu được phục vụ theo một loại nào đó. Giả thiết thời gian phục vụ có thể ngẫu 
nhiên  
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Hàng đợi 

♦ Dung lượng:  
              Hữu hạn hoặc vô hạn     
♦ Quy tắc phục vụ:  
              FIFO hoặc LIFO 

Nguồn vào 
Các khách hàng yêu cầu  

và tìm kiếm dịch vụ  

Quá trình đến 

Quá trình đến trung gian nt    

Phương tiện phục 
vụ 

Đầu ra 

Các khách hàng đã được phục vụ 

Độ 
dài 

hàng 
đợi Độ 

dài 
hàng 

của hệ 
thống 

Đặt  là khoảng thời gian giữa 2 lần đến của khách hàng thứ  và thứ . Ta giả định 

rằng tất cả các  ( ) là độc lập và có cùng phân bố. Vì vậy việc đến của các khách hàng tạo 

thành 1 hàng kế tiếp nhau với tốc độ đến là 

nt n 1+n

nt 1≥n

1

1
E( )t

λ = . Ta gọi quá trình { } là quá 

trình đến. Khách hàng đến hệ thống yêu cầu các server của hệ thống phục vụ. Ta giả sử rằng 

...,2,1; =ntn
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}
khách hàng thứ  cần một thời gian phục vụ là  ( ), tất cả các  độc lập và có cùng phân 

bố. Quá trình {
n ns 1≥n ns

...,2,1; =nsn  được gọi là quá trình phục vụ. Ta cũng giả thiết rằng các thời gian 
đến trung gian độc lập với thời gian phục vụ. 

 Quá trình sắp hàng được phân loại dựa vào các tiêu chí sau: 

1) Phân bố của quá trình đến (input process) { }...,2,1; =ntn .  

2) Phân bố của thời gian phục vụ (service distribution) { }...,2,1; =nsn .  

3) Nguyên tắc phục vụ: Các khách hàng đến được sắp xếp vào hàng chờ đến lượt được 
phục vụ. Để đơn giản ta giả thiết chỉ có một hàng. Tuy nhiên trong nhiều trường hợp có 
thể mở rộng cho nhiều hàng cùng hoạt động song song. Nếu độ dài hàng có đặt ngưỡng 
thì các đơn vị đến hàng khi hàng đầy vượt ngưỡng sẽ bị loại. Các khách hàng được 
chọn để phục vụ theo nguyên tắc "đến trước phục vụ trước" (FIFO), nghĩa là phục vụ 
cho khách nào đứng đầu hàng.  

4) Cơ cấu phục vụ: Một phương tiện phục vụ bao gồm một hay nhiều Server. Các Server 
có thể kết nối thành chuỗi vì thế mỗi yêu cầu phục vụ được phục vụ theo nhiều cách 
hoặc lần lượt hoặc song song. 

7.1.2. Phân loại Kendall  

Kendall (1951) đã đa ra ký hiệu  để mô tả các tham số cơ bản của hệ thống sắp 
hàng, trong đó 

kBA //
A  biểu diễn dạng của phân bố thời gian đến trung gian, B  là dạng phân bố thời 

gian phục vụ và  là số Server. k

 Nếu luật phân bố được xét dưới dạng tổng quát thì A  hoặc B  lấy ký hiệu  
(General). Đôi khi người ta còn ký hiệu  (general independence). 

G
GI

 Nếu quá trình đến là quá trình Poisson, nghĩa là thời gian đến trung gian có phân bố mũ 
thì A  được ký hiệu M  (Markovian). Tương tự nếu thời gian phục vụ có phân bố mũ 
thì  cũng được ký hiệu B M . 

 Nếu thời gian đến trung gian hoặc thời gian phục vụ có phân bố Erlang-k thì A , B  
được ký hiệu . kE

 Nếu thời gian đến trung gian hoặc thời gian phục vụ là hằng số thì A  hoặc  được ký 
hiệu  (Deterministic). 

B
D

Khi một vài thiết bị phục vụ có dung lượng hữu hạn thì hệ thống chỉ có thể chứa đến  
khách  hàng. Nếu ở trong hàng đã có  khách hàng chưa được phục vụ thì khách hàng mới đến 
sẽ bị từ chối hoặc bị mất. Trong trường hợp này hệ thống được ký hiệu . 

N
N

NkBA ///

7.1.3. Các số đo hiệu năng  

1) : Độ dài hàng đợi trung bình của hàng, đó là kỳ vọng của chuỗi thời gian liên tục qL

{ }
0

( )q t
l t

≥
 trong đó  là số khách hàng đợi trong hàng tại thời điểm t . )(tlq
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2) L : Độ dài hàng đợi trung bình của hệ thống, đó là kỳ vọng của chuỗi thời gian liên tục 
 trong đó  là số khách hàng trong hệ thống tại thời điểm . Vậy 

+ số khách hàng đang được phục vụ. 

{ } 0)( ≥ttl )(tl t

)()( tltl q=

3) : Thời gian đợi trung bình của hàng là kỳ vọng của quá trình thời gian rời rạc 

 trong đó  là khoảng thời gian mà khách hàng thứ  phải đợi trong 
hàng cho đến lúc anh ta được nhận phục vụ. 

qW

{ }...,2,1; =nqn nq n

4) W : Thời gian đợi trung bình của hệ thống là kỳ vọng của quá trình thời gian rời rạc 
 trong đó { }...,2,1; =nwn nnn sqw +=  là thời gian khách hàng thứ  ở trong hệ 

thống, đó là thời gian đợi trong hàng và thời gian được phục vụ. 
n

7.1.4. Kết quả nhỏ ( Little's result )   

Công thức liên hệ giữa độ dài hàng đợi và thời gian đợi ở trạng thái cân bằng          

 WL λ=                           (7.1) 

qq WL λ=                                        (7.2) 

trong đó  là tốc độ đến được định nghĩa như sau: λ

  
( ]{ }E 0

lim
t t

λ
→∞

=
sè kh¸ch ®Õn trong kho¶ng  ; t

           (7.3) 

7.2. HÀNG  kMM //

7.2.1. Trạng thái ổn định của hàng  kMM //

Hàng  có quá trình đến Poisson, thời gian phục vụ theo phân bố mũ và  Server. 
Trong trường hợp này chuỗi thời gian liên tục 

kMM // k
{ } 0)( ≥ttl  với không gian trạng thái { } là 

một quá trình sinh tử vô hạn có có tốc độ sinh 

...,2,1,0

λ=λ i  và tốc độ tử μ=μ ),min( iki .  

Khi  hay cường độ lưu thông (traffic intensity) μ>λ k k>
μ
λ

=ρ  thì hệ thống không đạt 

được trạng thái ổn định. Chuỗi { } 0)( ≥ttl  không hồi qui (transient). Số các khách hàng 
trong hệ thống sẽ dần đến vô hạn. 

♦ 

Khi   hay , chuỗi μ=λ k k=ρ { } 0)( ≥ttl  hồi qui không (null - recurrent), hệ thống cũng 
không đạt trạng thái ổn định. Số khách hàng trong hệ thống không tiến về một trạng thái 
nào. Thời gian trung bình để hệ thống xuất phát từ một trạng thái bất kỳ quay về lại trạng 
thái này là vô hạn. 

♦ 

Khi   hay , chuỗi μ<λ k k<ρ { } 0)( ≥ttl  hồi qui dương (positive recurrent) và hệ thống 
đạt được trạng thái ổn định. Nghĩa là khi tốc độ đến nhỏ hơn tốc độ phục vụ tối đa của hệ 
thống thì số khách hàng ở trong hệ thống có khuynh hướng tiến về không và hệ thống 
quay trở lại trạng thái 1 nếu có một khách hàng mới đến khi hệ thống đang rỗng. 

♦ 
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♦ Tại thời điểm  bất kỳ đặt  là khoảng thời gian cho đến khi khách hàng tiếp theo rời 
khỏi hệ thống. Định lý Burke phát biểu rằng khi 

t )(td
∞→t  thì  có phân bố mũ với 

tham số  và độc lập với số khách hàng trong hệ thống tại thời điểm . Nói cách khác, 
chuỗi giới hạn các khách hàng rời khỏi hệ thống  là một quá trình Poisson 
tham số  (Burke, 1976). 

)(td
λ t

kMM //
λ

Rõ ràng rằng tốc độ rời khỏi hệ thống phải bằng tốc độ đến để hệ thống trở lại trạng thái ổn 
định. Tuy nhiên, rất khó hình dung được khoảng thời gian giới hạn cho tới khi khách hàng tiếp 
theo rời hệ thống lại độc lập với số khách hàng trong hệ thống… 

7.2.2. Phân bố dừng của hàng  kMM //

Khi kλ μ<  hay kλρ
μ

= <  thì hệ thống đạt trạng thái ổn định có phân bố dừng thoả mãn: 

0

0 1
1 0

1 2 1 0

0
... !

...

!

n

n
n n

n
n k

p n k
np p

p n k
k k

ρ
λ λ λ
μ μ μ ρ

+
+

−

⎧
≤ ≤⎪⎪= = ⎨

⎪ >⎪⎩

nÕu  

nÕu  

      (7.4) 

Từ điều kiện  suy ra 1
0

=∑
∞

=n
np

    
11

0
0! !

k nk

n

kp
k k n
ρ ρ

ρ

−−

=

⎡ ⎤⎛ ⎞
= +⎢ ⎥⎜ ⎟−⎝ ⎠⎣ ⎦

∑        (7.5) 

7.2.3. Hàng  NkMM ///

Đây là hàng có quá trình đến Poisson với tốc độ λ , thời gian phục vụ có phân bố mũ tốc độ 
 với k  Server. Trạng thái của hệ thống bị giới hạn bởi số lượng . Khi một khách hàng đến hệ 

thống thì xảy ra hiện tượng sau: Nếu đã có đủ  khách hàng trong hàng thì lập tức khách hàng 
này rời khỏi hệ thống còn trường hợp ngược lại thì khách hàng sẽ xếp vào hàng chờ. Như vậy 
không gian trạng thái của chuỗi  là 

μ N
N

{ } 0)( ≥ttl { }N,...,1,0 , đây là một quá trình sinh tử hữu hạn. 

Chuỗi  chuyển từ trạng thái  đến )(tl i 1+i  khi một khách hàng đến và đổi trạng thái i  về 1−i  

khi một phục vụ vừa hoàn tất. Tốc độ sinh là hằng số λ=λ i  với mọi . Tốc độ tử 

.            

...,2,1=i

μ=μ ),min( iki

Hệ thống đạt trạng thái ổn định với phân bố dừng thoả mãn: 

 

0

0

0
!

!

n

n n

n k

p n k
np

p k n N
k k

ρ

ρ
−

⎧
≤ ≤⎪⎪= ⎨

⎪ < ≤⎪⎩

nÕu  

nÕu  

                     (7.6) 

    

1
1

0
0 0! !

nk nN k k

n n
p

k k n
ρ ρ ρ

−
− −

= =

⎡ ⎤⎛ ⎞⎢ ⎥= +⎜ ⎟
⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

∑ ∑            (7.7) 
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Một vài trường hợp đặc biệt  

 196

♦ 

♦ 

Khi  ta có nhận được công thức (7.4)-(7.5) của trường hợp . ∞→N kMM //

Khi  ta được công thức mất của Erlang (Erlang's loss formula). kN =

7.3. HÀNG   1// GG

Hệ thống có 1 Server, quá trình đến là tổng quát nhưng các thời gian đến trung gian  độc 

lập, có cùng phân bố và có kỳ vọng chung là 
nt

[ ]1E t . Thời gian phục vụ trong mỗi chu kỳ cũng độc 

lập, cùng phân bố và có kỳ vọng chung [ ]1E s . Kendall ký hiệu hệ thống này là  (cũng có 
khi ký hiệu , ở đây I thay cho independence nghĩa là độc lập). 

1// GG
1// GIGI

Ta sẽ đưa ra 3 phương pháp để phân tích các trường hợp đặc biệt đối với quá trình sắp hàng 
. 1// GG

♦ 

♦ 

♦ 

♦ 

♦ 

♦ 

Phương pháp thứ nhất được gọi là phương pháp phương trình tích phân. Phương pháp 
này đưa bài toán tìm các phân bố giới hạn thời gian đợi của khách hàng thứ  (khi 

) về bài toán giải phương trình tích phân dạng Wiener - Hopf. 
n

∞→n

Phương pháp thứ 2 khảo sát chuỗi Markov nhúng (Embedded Markov Chain). Nếu quá 
trình đến là Poisson thì chuỗi Markov nhúng được xét là độ dài của hàng tại những thời 
điểm khi có một khách hàng vừa được phục vụ xong.  

Nếu thời gian phục vụ có phân bố mũ và quá trình đến có phân bố tổng quát thì chuỗi 
Markov nhúng có được bằng cách kê khai kích thước của hàng tại mỗi thời điểm khi có một 
khách hàng mới đến. Khi đó quá trình trở thành một chuỗi Markov với cấu trúc đặc biệt. 

Phương pháp thứ 3 nghiên cứu các tính chất của biến ngẫu nhiên là thời gian một 
khách hàng phải đợi nếu anh ta đến hệ thống tại thời điểm . Đại lượng này được gọi là 
thời gian đợi thực sự của khách hàng với giả thiết khách hàng đến hệ thống tại thời điểm 

. 

)(tW
t

t

7.3.1. Phương pháp phương trình tích phân  

Ký hiệu:  

nW  là thời gian đợi của khách hàng thứ n  (không bao gồm thời gian phục vụ). 

ns  là thời gian phục vụ khách hàng thứ . n

nt  là thời gian đến trung gian của khách hàng thứ  và thứ n 1+n .  

nT  là thời điểm khách hàng thứ  đến hệ thống, n♦ 

với giả thiết  đều bằng 0. Nghĩa là ta giả thiết rằng người thứ nhất đến tại thời điểm 

 và không có ai đứng chờ trước anh ta.  
000 ,, TsW

0=t

Rõ ràng  là khoảng thời gian khách hàng thứ  ở trong hệ thống (thời gian chờ + 

thời gian phục vụ). Do đó, nếu 
nn sW + n

nnn sWt +>  thì khi khách hàng thứ  đến sẽ không có ai 1+n
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trong hàng vì vậy thời gian đợi 01 =+nW . Trường hợp nnn sWt +≤  thì thời gian đợi là 

. Tóm lại nnn tsW −+

⎩
⎨
⎧

<−+
≥−+−+

=+ 00
0

1
nnn

nnnnnn
n tsW

tsWtsW
W

  nÕu

  nÕu
     (7.8) 

 

Ký hiệu  

 nnn tsU −=    và                (7.9) )0,max(ZZ =+

thì 

( ) ( )++
+ +=−+= nnnnnn UWtsWW 1             (7.10) 

{ }∞=1nnU  là dãy các biến ngẫu nhiên độc lập, cùng phân bố với . Giả sử  là hàm 

phân bố của  và  là hàm mật độ phân bố của . Vì  và  là các biến ngẫu nhiên 

độc lập, do đó với mọi : 

U )(xFn

nW )(xg U nW nU
0≥x

      { } { } { }1 1( ) max( ;0)n n n n n nF x P W x P W U x P W U x+ += < = + < = + <   

{ } ( ) ( ) ( )n n n n
y x

P W U x U y g y dy F x y g y dy
∞

−∞ ≤

= + < = = −∫ ∫       (7.11) 

Vì người thứ nhất đến hệ thống tại thời điểm 0=t  và không đợi nên  

 1
1 0

( )
0 0

x
F x

x
≥⎧

= ⎨ <⎩

nÕu  

nÕu  
                      (7.12) 

Mặt khác:  với mọi 0)( =xFn 0<x , với mọi ...,2,1,0=n Do đó 

∈∀≥− xxFxF ,0)()( 21 . 

[ ]∫
≤

−+ −−−=−
xy

nnnn dyygyxFyxFxFxF )()()()()( 11  

Bằng qui nạp ta chứng minh được, với mọi   n

∈∀≥− + xxFxF nn ,0)()( 1 .    (7.13) 

Dãy hàm {  không tăng, không âm nên hội tụ về hàm . Chuyển qua 

giới hạn của đẳng thức (7.11) ta được: 

}∞=1)( nn xF ∈∀ xxF ,)(

∫
≤

−=
xy

dyygyxFxF )()()(      (7.14) 

Đặt yxz −=  ta được 
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0

( ) ( ) ( ) ( )* ( )F x F z g x z dz F x g x
∞

= − =∫        (7.15) 

Định lý 7.1: 

(i) 

(ii) U xg x dx
∞

−∞

= ≥∫

Với mọi , . 0<x 0)( =xF

Nếu   thì [ ]E ( ) 0 = ∀ ∈xxF ,0)(

(iii)

. 

  Nếu   thì  là hàm phân bố (là hàm không giảm, liên tục trái và  

thoả mãn , 

[ ] 0)(E <= ∫
∞

∞−

dxxxgU )(xF

0)(lim =
−∞→

xF
x

1)(lim =
∞→

xF
x

). 

Định nghĩa 7.1: Thời gian từ lúc một khách hàng rời khỏi hệ thống và hệ thống trở thành 
rỗng cho đến khi có một khách hàng tiếp theo đến hệ thống gọi là chu kỳ rỗi của hệ thống. Ký 
hiệu chu kỳ rỗi thứ n  là . ni

Định lý 7.2: Nếu  thì hệ thống đạt được trạng thái ổn định và thời gian đợi trung 
bình trong hàng  

[ ] ∞<UE

[ ] [ ]

2 2
1

1

E E
2E 2Eq

U i
W

U i

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣= −
−

⎦                (7.16) 

trong đó  là chu kỳ rỗi đầu tiên.   1i

Nhận xét: Nếu ta tính được moment cấp1và cấp 2 của thời gian rỗi thì công thức (7.16) 

cho ta tính được thời gian đợi trung bình của hàng . Dựa vào "kết quả nhỏ" (7.1) sẽ cho phép 

tính được các số đo hiệu năng còn lại  và W . 

1i

qW

qLL,

7.3.2. Hàng    1// GM

Ta giả thiết quá trình đến Poisson tốc độ λ , nghĩa là quá trình đến trung gian  có phân bố 

mũ tốc độ . Quá trình phục vụ  được xét một cách tổng quát nhưng giả thiết thời gian phục 
vụ trong các chu kỳ là độc lập với nhau và có cùng luật phân bố.  

nt

λ { }ns

[ ] 2
1 1 2

1 2E ; Et t
λ λ

⎡ ⎤= =⎣ ⎦ . 

Do đó cường độ lưu thông   

     [ ]
[ ] [ ]1

1
1

E
E

E
s

s
t

ρ λ= = , 

[ ] [ ]1 1 1
1 1E EU t s 0ρ ρ
λ λ λ

−
− = − = − = >  
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( ) [ ]22 2 2
1 1 1 1 1 12 2

1 2 2(1 )E E E 2E EU s t s s s ρ
λ λ λ

−⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − = − + = +⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦ . 

Mặt khác, vì quá trình đến là Poisson nên khoảng thời gian từ một thời điểm bất kỳ đến lúc 
có một khách hàng tiếp theo đến hệ thống luôn có phân bố mũ. Do đó thời gian từ lúc một khách 
hàng rời khỏi hệ thống và hệ thống trở thành rỗng cho đến khi có một khách hàng tiếp theo đến hệ 
thống (chu kỳ rỗi của hệ thống) cũng có phân bố mũ tốc độ λ . Vậy 

[ ] 2
1 1 2

1 2E ; Ei i
λ λ

⎡ ⎤= =⎣ ⎦ . 

 Thay vào công thức (7.16) của định lý 7.2 ta được công thức Pollaczek - Khinchin (P-K) 
cho hàng  1// GM

2 21 2 2 1

2(1 ) 2E E
2(1 ) 2 2(1 )q

s s
W

ρ
λλ λ

ρ ρ
λ λ

−⎡ ⎤ + ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦= − =
− −

                (7.17) 

   [ ]1EqW W s= +                          (7.18) 

Từ "kết quả nhỏ" (7.1)-(7.2) suy ra các số đo hiệu năng còn lại. 

7.3.3. Các trường hợp đặc biệt của hàng  1// GM

1) Hàng :  Quá trình đến Poisson với tốc độ đến 1// MM λ , thời gian phục vụ có phân 
bố mũ tốc độ . μ

[ ] 2
1 1 2

1 2E ; E ;s s λρ
μ μμ

⎡ ⎤= =⎣ ⎦ = .                  (7.19) 

 
2

2

( )2 1
qW

λ
λμ

μ μ λλ
μ

= =
−⎛ ⎞

−⎜ ⎟
⎝ ⎠

                               (7.20) 

1 1
( )qW W 1λ

μ μ μ λ μ μ λ
= + = + =

− −
                         (7.21) 

2

;
( )q qL W L Wλ λλ λ

μ λ μ
= = = =

μ λ− −
                (7.22) 

2) Hàng :  Quá trình đến Poisson với tốc độ đến 1// DM λ , thời gian phục vụ không đổi  
tốc độ . μ

[ ] [ ] [ ]22 2
1 1 1 1 1 2

1 1E ; var E -E 0 E ;s s s s s λρ
μ μμ

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= = = ⇒ =⎣ ⎦ ⎣ ⎦ = .             (  7.23) 
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2

2 ( )2 1
qW

λ
λμ

μ μ λλ
μ

= =
−⎛ ⎞

−⎜ ⎟
⎝ ⎠

                                  (7.24) 

1 1 2
2 ( ) 2 ( )qW W λ μ λ

μ μ μ λ μ μ μ λ
−

= + = + =
− −

                  (7.25) 

2 2
;

2 ( ) 2 ( )q qL W L Wλ λ λλ λ
μ μ λ μ μ μ λ

= = + = =
− −

            (7.26) 

3)  Hàng :  Quá trình đến Poisson với tốc độ đến 1// kEM λ , thời gian phục vụ ngẫu 

nhiên độc lập có cùng phân bố Erlang- với tốc độ k μ . 

[ ] [ ] 2
1 1 12 2 2 2

0 0

1 1 1E ; var E ;k ks s s
k k

1 λρ
μ λ μλ μ μ μ

⎡ ⎤= = = = ⇒ = + =⎣ ⎦ .          (  7.27) 

 
2

( 1)
( 1)

2 ( )2 1
q

k
kkW

k

λ
λμ

μ μ λλ
μ

+
+

= =
−⎛ ⎞

−⎜ ⎟
⎝ ⎠

                            (7.28) 

1 ( 1)
2 ( )q

kW W
k

1λ
μ μ μ λ μ

+
= + = +

−
                           (7.29) 

2 2( 1) ( 1);
2 ( ) 2 ( )q q

k kL W L W
k k

λ λ λλ λ
μ μ λ μ μ μ λ
+ +

= = + = =
− −

        (7.30) 

Trong công thức trên ta đã sử dụng (6.10) chương 6. 

 

Nhận xét:   

1. Thời gian đợi trung bình  mà một khách hàng phải mất ở hàng đợi là số đo trễ xẩy 

ra ở hệ thống sắp hàng. Ta có 
qW

/ /1 / /1 / /1kq M D q M E q M MW W W≤ ≤     (7.31) 

 Khi :  . 1=k 1//1// MMqEMq WW
k

=

 Khi :  ∞→k 1//1//lim DMqEMq
k

WW
k

=
∞→

. 

2.  Xét hệ toạ độ trực chuẩn . Trên trục hoành ta chọn các hoành độ nguyên 

, trục tung chọn đơn vị là 

Oxy

...,2,1=k
( )
λ

μ μ λ−
 thì đồ thị của  là hyperbol  1// kEMqW

1 1 1
2 2 2

k
k k
+

= +  đạt cực đại bằng 1 khi 1=k  và tiệm cận đến 
2
1  khi . ∞→k
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3. Hệ số 
)( λ−μμ

λ  lớn nếu  gần bằng λ μ . Như vậy khi tốc độ đến gần với tốc độ phục vụ 

thì hàng đợi tăng lên nhanh chóng tỉ lệ nghịch với hiệu số hai tốc độ. 

 

 

 

 

 

 

 

 

k  

)( λμμ
λ
−

 

1  

1
2

 

2  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

7.3.4. Phương pháp chuỗi Markov nhúng áp dụng cho hàng   1// MG

Xét hệ thống sắp hàng có 1 server, các chu kỳ thời gian phục vụ  độc lập cùng có phân 
bố mũ tốc độ . Quá trình đến là độc lập, tổng quát, có cùng phân bố và thời gian đến trung gian 
là biến ngẫu nhiên có hàm phân bố . 

ns
μ

)(uH

Ta xét chuỗi Markov nhúng là số khách hàng trong hàng tại những thời điểm khi có khách 
hàng mới đến hệ thống. 

Gọi  là trạng thái của hệ thống khi có 1 người mới đến và gọi  là trạng thái sau khi có 1 
người tiếp theo đến : 

q 'q

Nqq −+= 1'           (7.32) 

trong đó  là số khách hàng được phục vụ trong chu kỳ giữa hai lần đến. Vì phân bố mũ có tính 
chất "không nhớ" nên số khách hàng  được phục vụ trong chu kỳ giữa 2 lần đến chỉ phụ thuộc 
vào độ dài của khoảng và  mà không phụ thuộc vào phạm vi phục vụ mà khách hiện tại đã được 
nhận phục vụ. Với các giả thiết này công thức (7.32) xác định chuỗi Markov có xác suất chuyển 

N
N

q

[ ]ijpP =  thỏa mãn : 
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{ } { }
0 1

'
1 1ij

j i
p P q j q i

P N i j i j
> +⎧⎪= = = = ⎨ 1= + − + ≥ ≥⎪⎩

nÕu  

nÕu  
              (7.33) 

Đặt { }kNPak ==   thì 

⎩
⎨
⎧

≥≥+
+>

=
−+ 11

10

1 jia
ij

p
ji

ij   nÕu

  nÕu
   (7.34) 

Áp dụng công thức xác suất đầy đủ và từ giả thiết thời gian phục vụ có phân bố mũ với tốc 
độ  có thể chứng minh được (xem  mục 5 chương 14 [6]) : μ

0

( )
!

k k
u

k
ua e dH

k
μ μ∞

−= ∫ u                (7.35) 

trong đó  là hàm phân bố của chu kỳ đến trung gian. )(uH

Cuối cùng các xác suất chuyển  (0ip 0=j ) là xác suất mà tất cả  người trong hàng đã 
được phục vụ trước khi có người mới đến.   

i

i
j

iji aaapp −−−−=−= ∑
∞

=
"10

1
0 11           (7.36) 

 Vậy ma trận xác suất chuyển 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

%%#####

……

……

……

……

01233

0122

011

00

0

00

000

aaaar

aaar

aar

ar

P        (7.37) 

trong đó . ii aaar −−−−= "101

Cường độ lưu thông  ∑
∞

=
=ρ

0
1

k
kka . 

Hệ thống đạt trạng thái ổn định khi 1<ρ  hay . 1
0

>∑
∞

=k
kka

Phân bố dừng  

[ ]...,,, 210 πππ=Π  có dạng         (7.38) ...,2,1,0;)1( 00 =ξξ−=π ii
i

trong đó  là nghiệm duy nhất của phương trình 0ξ

 )10()( 000 <ξ<ξ=ξf    với          (7.39) ∑
∞

=
ξ=ξ

0
)(

k

k
kaf
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Thời gian đợi W   

Nếu  thì hệ thống đạt trạng thái ổn định, khi đó hàm phân bố độ dài của hàng cũng đạt 
đến phân bố ổn định. Với điều kiện này ta xét thời gian đợi W . 

1<ρ

Xác suất không phải đợi là   00 1 ξ−=π . 

Nếu khách hàng đến và đã có  khách hàng ở trong hàng thì anh ta phải đợi với tổng số 
 lần phục vụ có phân bố độc lập và cùng phân bố mũ trước khi đến lượt anh ta. 

1≥n
n

Ta biết rằng tổng của  phân bố mũ độc lập tham số n μ  là phân bố Erlang- n  tham số μ  . 
Do đó 

{ }
1

0 ( 1)!

t n n
μτP W t n e d

n
μ τ τ

−
−< =

−∫cã  ng−êi trong hµng    ,  .          (7.40) 1≥n

Mặt khác 

 { } 0 0(1 ) n
nP n π ξ ξ= = −cã  ng−êi trong hµng   ,  .           (7.41) 1≥n

Áp dụng công thức xác suất đầy đủ ta được 

{ } { } { } 0
1

( )
n

W t P W t P W t n P n π
∞

=

= < = < +∑ cã  ng−êi trong hµng cã  ng−êi trong hµng      

    
1

0 0
10

(1 ) (1 )
( 1)!

t n n
μτ n

n
e d

n
μ τ

0ξ ξ τ ξ
−∞

−

=

= − + −
−∑∫ . 

0(1 )
0 0( ) (1 ) 1 μtW t e ξξ ξ − −⎡ ⎤= − + −⎣ ⎦ .                  (7.42) 

7.3.5. Các cận trên của thời gian đợi trung bình của hàng   

Để tính các số đo hiệu năng của hàng  ta có công thức (7.16) và "kết quả nhỏ" 

(7.1)-(7.2). Tuy nhiên trong trường hợp tổng quát chưa có qui tắc tính 

1// GG
[ ]1E i  và . Thay cho 

công thức tính chính xác người ta tìm các cận trên và cận dưới của chúng. Ở đây người ta nêu một 
vài cận trên cho . 

2
1E i⎡ ⎤⎣ ⎦

qW

1. Vì số hạng [ ]2
1 1E Ei i⎡ ⎤ ≥⎣ ⎦ 0  nên 

[ ]

2E

2Eq

U
W

U

⎡ ⎤⎣ ⎦≤
−

          (7.43) 

2. Mặt khác ta còn có thể chứng minh được [ ] [ ]2E varqU W U− ≤  và , do đó [ ] 0E2 >− U

[ ]
[ ]

var U
2EqW

U
≤
−

          (7.44) 
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3. Khi cường độ lưu thông  thì thời gian rỗi  tiến đến 0. Điều này làm cho 0→ρ 1i
2
1E i⎡ ⎤⎣ ⎦  

tiến đến 0 nhanh hơn [ ]1E i . Do đó [ ]2
1 1E Ei i⎡ ⎤ →⎣ ⎦ 0 , vì vậy 

[ ]
[ ]

[ ]
[ ]

[ ] [ ]
[ ]

[ ] [ ]( )11 1 1

0 1 1

var t var svar U var u var t var s
lim

2E 2E u 2E u 2(1 )qW
Uρ

λ
ρ→

++
≈ = = =
− − − −

1       (7.45) 

 

TÓM TẮT 

Khái niệm quá trình sắp hàng  

Mô hình tổng quát của lý thuyết sắp hàng là khách hàng đến ở một thời điểm ngẫu nhiên 
nào đó và yêu cầu được phục vụ theo một loại nào đó. Giả thiết thời gian phục vụ có thể ngẫu 
nhiên  

Phân loại Kendall  

Kendall (1951) đã đa ra ký hiệu  hoặc  để mô tả các tham số cơ bản 
của hệ thống sắp hàng, trong đó 

kBA // NkBA ///
A  biểu diễn loại của phân bố thời gian đến trung gian.  là loại 

phân bố thời gian phục vụ và k  là số Server.  là dung lượng của hàng. 
B

N

Các số đo hiệu năng  

qL : Độ dài hàng đợi trung bình của hàng. 

L : Độ dài hàng đợi trung bình của hệ thống.  

qW : Thời gian đợi trung bình của hàng.  

  W : Thời gian đợi trung bình của hệ thống. 

Kết quả nhỏ   

Công thức liên hệ giữa độ dài hàng đợi và thời gian đợi ở trạng thái cân bằng          

WL λ= ; qq WL λ=  

trong đó λ  là tốc độ đến được định nghĩa như sau: 

( ]{ }E 0
lim
t t

λ
→∞

=
sè kh¸ch ®Õn trong kho¶ng  ; t

 

Phân bố dừng của hàng  kMM //

Khi  hay μ<λ k k<
μ
λ

=ρ  thì hệ thống đạt trạng thái ổn định có phân bố dừng thoả mãn:    

0

0 1
1 0

1 2 1 0

0
... !

...

!

n

n
n n

n
n k

p n k
np p

p n k
k k

ρ
λ λ λ
μ μ μ ρ

+
+

−

⎧
≤ ≤⎪⎪= = ⎨

⎪ >⎪⎩

nÕu  

nÕu  

 ; 
11

0
0! !

k nk

n

kp
k k n
ρ ρ

ρ

−−

=

⎡ ⎤⎛ ⎞
= +⎢ ⎥⎜ ⎟−⎝ ⎠⎣ ⎦

∑ . 
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Hàng  NkMM ///

Hệ thống đạt trạng thái ổn định với phân bố dừng thoả mãn: 

0

0

0
!

!

n

n n

n k

p n k
np

p k n N
k k

ρ

ρ
−

⎧
≤ ≤⎪⎪= ⎨

⎪ < ≤⎪⎩

nÕu  

nÕu  

 ;  

1
1

0
0 0! !

nk nN k k

n n
p

k k n
ρ ρ ρ

−
− −

= =

⎡ ⎤⎛ ⎞⎢ ⎥= +⎜ ⎟
⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

∑ ∑ . 

Hàng   1// GG

nW  là thời gian đợi của khách hàng thứ  (không bao gồm thời gian phục vụ). n♦ 

♦ 

♦ 

ns  là thời gian phục vụ khách hàng thứ . n

nt  là thời gian đến trung gian của khách hàng thứ  và thứ n 1+n . 

nnn tsU −= . ♦ 

{ }∞=1nnU  là dãy các biến ngẫu nhiên độc lập, cùng phân bố với U . ♦ 

Nếu  thì hệ thống đạt được trạng thái ổn định và thời gian đợi trung bình trong 

hàng  

[ ] ∞<UE

[ ] [ ]

2 2
1

1

E E
2E 2Eq

U i
W

U i

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦= −
−

, trong đó  là chu kỳ rỗi đầu tiên.   1i

Hàng    1// GM

Ta giả thiết quá trình đến Poisson tốc độ λ , nghĩa là quá trình đến trung gian  có phân bố 

mũ tốc độ . Quá trình phục vụ  được xét một cách tổng quát nhưng giả thiết thời gian phục 

vụ trong các chu kỳ là độc lập với nhau và có cùng luật phân bố. 

nt

λ { }ns

[ ] 2
1 1 2

1 2E ; Et t
λ λ

⎡ ⎤= =⎣ ⎦ . 

Do đó cường độ lưu thông  [ ]
[ ] [ ]1

1
1

E
E

E
s

s
t

ρ λ= = .  

Chu kỳ rỗi đầu tiên [ ] 2
1 1 2

1 2E ; Ei i
λ λ

⎡ ⎤= =⎣ ⎦ . 

Trễ trung bình của hàng và của hệ thống: 

2 21 2 2 1

2(1 ) 2E E
2(1 ) 2 2(1 )q

s s
W

ρ
λλ λ

ρ ρ
λ λ

−⎡ ⎤ + ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦= − =
− −

; [ ]1EqW W s= + . 

Các trường hợp đặc biệt của hàng  1// GM
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Hàng :   1// MM
2

2

( )2 1
qW

λ
λμ

μ μ λλ
μ

= =
−⎛ ⎞

−⎜ ⎟
⎝ ⎠

; 
1 1

( )qW W 1λ
μ μ μ λ μ μ λ

= + = + =
− −

    

2
;

( )q qL W L Wλ λλ λ
μ λ μ

= = = =
μ λ− −

. 

Hàng :  1// DM

 
2

2 ( )2 1
qW

λ
λμ

μ μ λλ
μ

= =
−⎛ ⎞

−⎜ ⎟
⎝ ⎠

;  
1 1 2

2 ( ) 2 ( )qW W λ μ λ
μ μ μ λ μ μ μ λ

−
= + = + =

− −
;  

2 2
;

2 ( ) 2 ( )q qL W L Wλ λ λλ λ
μ μ λ μ μ μ λ

= = + = =
− −

. 

Hàng :  1// kEM
2

( 1)
( 1)

2 ( )2 1
q

k
kkW

k

λ
λμ

μ μ λλ
μ

+
+

= =
−⎛ ⎞

−⎜ ⎟
⎝ ⎠

; 
1 ( 1)

2 ( )q
kW W

k
1λ

μ μ μ λ μ
+

= + = +
−

;  

2 2( 1) ( 1);
2 ( ) 2 ( )q q

k kL W L W
k k

λ λ λλ λ
μ μ λ μ μ μ λ
+ +

= = + = =
− −

. 

Phương pháp chuỗi Markov nhúng áp dụng cho hàng  1// MG

Gọi  là trạng thái của hệ thống khi có 1 người mới đến và gọi  là trạng thái sau khi có 1 
người tiếp theo đến: , trong đó  là số khách hàng được phục vụ trong chu kỳ giữa 
hai lần đến. Vì phân bố mũ có tính chất "không nhớ" nên số khách hàng  được phục vụ trong 
chu kỳ giữa 2 lần đến chỉ phụ thuộc vào độ dài của khoảng và q  mà không phụ thuộc vào phạm 
vi phục vụ mà khách hiện tại đã được nhận phục vụ. Với các giả thiết này ta có chuỗi Markov với 
xác suất chuyển 

q 'q
Nqq −+= 1' N

N

[ ]ijpP =  thỏa mãn : 

{ } { }⎩
⎨
⎧

≥≥+−+=
+>

====
111

10
'

jijiNP
ij

iqjqPpij
  nÕu

  nÕu
 

Các cận trên của thời gian đợi trung bình của hàng  1// GG

 
[ ]

2E

2Eq

U
W

U

⎡ ⎤
⎣ ⎦≤

−
 ;  [ ]

[ ]
var U
2EqW

U
≤
−

 . Khi cường độ lưu thông 0→ρ  thì thời gian rỗi  tiến 

đến 0. Điều này làm cho  tiến đến 0 nhanh hơn 

1i

2
1E i⎡ ⎤

⎣ ⎦ [ ]1E i . Do đó [ ]2
1 1E Ei i⎡ ⎤ →⎣ ⎦ 0 , 

[ ]
[ ]

[ ]
[ ]

[ ] [ ]
[ ]

[ ] [ ]( )1 11 1 1

0 1 1

var t var svar U var u var t var s
lim

2E 2E u 2E u 2(1 )qW
Uρ

λ
ρ→

++
≈ = = =
− − − −

. 
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Chương 7: L ý thuyết sắp hàng 

CÂU HỎI ÔN TẬP VÀ BÀI TẬP 

7.1 Kết quả nhỏ cho công thức liên hệ giữa các số đo hiệu năng của một hệ thống sắp hàng.  

Đúng           Sai          . 

7.2 Trong ký hiệu Kendall  nếu quá trình đến là quá trình Poisson thì kBA // A  được ký hiệu là 
P .  

Đúng           Sai          . 

7.3 Quá trình trình đến trong mọi hệ thống sắp hàng đều là quá trình Poisson.  

Đúng           Sai          . 

7.4 Hàng  với tốc độ đến 1// MM λ< tốc độ phục vụ μ  thì hệ đạt trạng thái ổn định với trể 

trung bình của hàng đợi là 
( )qW λ

μ μ λ
=

−
. 

Đúng           Sai          . 

 

7.5 Hàng  với tốc độ đến 1// kEM λ< tốc độ phục vụ μ  thì hệ đạt trạng thái ổn định có độ dài 

trung bình của hệ thống là 
2( 1)

2 ( )
kL

k
λ

μ μ λ
+

=
−

. 

Đúng           Sai          . 

7.6 Với điều kiện tốc độ đến < tốc độ phục vụ λ μ  thì hệ  đạt trạng thái ổn định, trong 
đó với trể trung bình của hàng đợi của hàng  là bé nhất trong số trể trung bình của 
hàng đợi của hàng . 

1// GM
1// DM

1// GM

Đúng           Sai          . 

7.7  Giả sử hệ thống sắp hàng có tốc độ đến 10=λ , tốc độ phục vụ 12=μ .  

 a. Tìm trễ phục vụ trung bình của hệ thống và độ dài trung bình của hàng ở trạng thái cân 
bằng trong các trường hợp sau: , , . 1// MM 1// DM 1// 5EM

 b. Tìm k nhỏ nhất để độ dài trung bình của hàng 
/ /

L
1M Ek
 không vượt quá 3. 

7.8  Hàng  có phân bố dừng thỏa mãn công thức (7.6)-(7.7). Khi  các xác 
suất 

NkMM /// k N=

ip  với mọi  được biết với tên gọi là công thức xác suất mất Erlang. Tìm xác suất 

mất Erlang khi . 

0,1,...,i = k
2k N= =

7.9  Từ công thức phân bố dừng (7.4)-(7.5) của hàng / /M M k . Chứng minh rằng  

1

02( 1)!( )

k

qL p
k k

ρ
ρ

+

=
− −

. 

Hãy tính các số đo hiệu năng: ; , qL W W . 
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7.10  Hãy tính các số đo hiệu năng: , ; ,q qL L W W  của hàng  với / /M M 2 12λ = , 10μ = . 
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Hướng dẫn trả lời 

HƯỚNG DẪN TRẢ LỜI 

HƯỚNG DẪN VÀ ĐÁP SỐ CHƯƠNG I 

 

1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 1.8 1.9 1.10 

Sai Đúng Sai Đúng Đúng Đúng Sai Đúng Sai Sai 

 

1.11 a.   1    b.   4i−
3
5

i−    c.    25

 d.      e.   9 46i− − 1−     f.   
16 2
5 5

i− . 

1.12.   a.   
1 3
2 2

i− ±   b.   2, 1 , 1i i− + − −     

1.13.   a.   

3 2
4

6 32 , 0,
k

i
z e k

π π+

= = 1, 2   b.    
2

4
32 , 0, 1

k
i

z e k

π π+

= = , 2 . 

   

1.14 .     a.  Đường tròn tâm (3;4) bán kính 2. 

b.  Nửa đường thẳng gốc tại z i=  và tạo với trục thực góc 
4
π

. 

c.  Ellipse với tiêu điểm  độ dài trục lớn 1 2( 2;0), (2;0)F F− 2 6a = . 

d.  Đường tròn tâm (2;0) bán kính 2. 

1.15.  a.   . 3 2 2( , ) 3 , ( , ) 3u x y x xy v x y x y y= − = − 3

b.   2 2 2
1( , ) , ( , )

(1 ) (1 )
x yu x y v x y 2x y x

−
= =

− + − + y
. 

c.   . 3 3( , ) cos3 , ( , ) sin3x xu x y e y v x y e y= =

1.16.   2
1'( ) 1w z
z

= − , không giải tích tại 0z = . 

1.17.   2 2 2 2( , ) , ( , )u x y x x y v x y y x y= + = + . 
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Hướng dẫn trả lời 

2 2
2 2 2 2

2 2 2 2
,u x v yx y x y

x yx y x
∂ ∂

= + + = + +
∂ ∂+ + y

; 

2 2 2 2
,u xy v xy

y xx y x
∂ ∂

= =
∂ ∂+ + y

. 

Hàm số không thỏa mãn điều kiện Cauchy-Riemann tại mọi 0z ≠ . 

0 0

( ) (0)lim lim 0
z z

z zw z w
z zΔ → Δ →

Δ ΔΔ −
= =

Δ Δ
. Vậy '(0) 0w = . 

1.18.   a.      b.   3'( ) 4w z z= 2 2
2'( )

( 1)
zw z

z
= −

+
. 

1.19.   a.   .    2 3 3( , ) 3 , ( )v x y x y y C w z z Ci= − + = +

b.   . 2( , ) 2 2 , ( ) 2v x y xy y C w z z z Ci= + + = + +

1.20.   a.   2 2
1 1( , ) , ( )

( 1) 1
xu x y C w z C

x y z
+

= + =
+ + +

+ .    

b.   . 2 2 2( , ) 3 , ( ) 3u x y x y y C w z z iz C= − − + = + +

1.21.  Phép biến hình 
z

w 1
=  là hợp của phép đối xứng qua đường tròn đơn vị và phép đối xứng 

qua trục thực.  

       a. Biến đường tròn tâm O bán kính 4 thành đường tròn tâm O bán kính 
4
1

: 

4
122 =+ vu .         

       b. Biến đường phân giác thứ nhất thành đường phân giác thứ hai: . uv −=

       c.   .    d.   022 =−+ uvu
2
1

. 

1.22.   Phép biến hình 
z
zw

−
+

=
1
1

  biến ∞− ,0,1  lần lượt thành 1,1,0 −  vì vậy phép biến hình 

phân tuyến tính này biến trục thực thành trục thực, biến đường thắng nằm trên tia π+
π

= kz
3

Arg  

(đi qua gốc O lập với trục thực một góc 
3
π ) thành đường tròn đi qua 1,1−  và tiếp tuyến tại 1  lập 

với trục thực một góc 
3
π :  1

3
222 =−+ vvu . 

1.23.   a.  Đoạn thẳng nối  và 11 =w iw −=2 . 
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 b.   Đường tròn tâm  bán kính 4:  )2;1(− 2221 =−+ iw . 

1.24.  Áp dụng công thức (1.47) ta có: 
z
ziwikiw

z
zkw

+
−

=⇒−=⇒=
+
−

=
1
11)(;

1
1

. 

1.25.    ( )∫∫ ++==
CC

idydxyxdzzI 22 . 

a.        
⎩
⎨
⎧

=
≤≤−

0
11

:
y

x
C ∫∫ ===⇒

−

1

0

1

1

2 12 xdxdxxI . 

b.        . 
⎩
⎨
⎧

π≤≤−π=
−π=

tty
tx

C
0;)sin(

)cos(
: ( ) 2)cos()sin(

0
=−π−−π=⇒ ∫

π
dttitI

1.26. a.    . iiI π−=ππ= 2cos2

 b.    ( )0 11 1 2
( 1) 1

z
z

C C

eI dz e dz i e e
z z z z

π −⎛ ⎞= = − =⎜ ⎟+ +⎝ ⎠∫ ∫ − . 

1.27.    0
2

2

2

2
==

−=z

zI . 

1.28.   
1

sin( / 4)
sin( / 4)1: 1 1 2

1 1 2zC

z
z izC z

π

I dz i
z z

π ππ
=

⎛ ⎞+− = ⇒ = = =⎜ ⎟− +⎝ ⎠∫ . 

1.29.   a.  
''3

3 3

1

1
2 1 3( 1)
2! 8( 1) ( 1)C z

i izI dz
z z

π π

=

⎛ ⎞+= = ⎜ ⎟
− +⎝ ⎠

∫ = . 

  b.  
''3

3 3

1

1
2 1 3( 1)
2! 8( 1) ( 1)C z

i izI dz
z z

π π

=−

⎛ ⎞−= = =⎜ ⎟
+ −⎝ ⎠

∫ − .    c.   0=I .  

1.30. a.  2 2
12; 2

2

n
i

n
zR z e

n n
ϕ= = ⇒ = ⇒   miền hội tụ  2z ≤ . 

 b. Đặt u z ; 3( )i= − 3, 3 0
3 1

3

n in
i

n

n

u eR u e nn

ϕ
ϕ= = ⇒ = →

+ +
: miền hội tụ 3 3z i− < . 

 1.31.   a. Cách 1:  
1 1

1 1
2 4

1 1' , ''
(1 ) (1 ) (1 )

z zw e w e
z z

− − ⎛ ⎞
= = +⎜ ⎟− −⎝ ⎠

3
2 ,
z−
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1
1

6 5 5
1 2 4 6'''

(1 ) (1 ) (1 ) (1 )
zw e

z z z z
− ⎛ ⎞

= + + +⎜ ⎟− − − −⎝ ⎠
4    

2 33 131
2 6

w e z z z⎛ ⎞⇒ = + + + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

Cách 2: 
1

1
2 3 3 2 3 31 ( )z ( )z z z o z z z z o ze e ee− + + + + + + += =  

( ) ( )2 32 3 3 2 3 32 3 3
3

( ) ( )0( )1 (
1! 2! 3!

z z z o z z z z o zz z z ze o
⎛ ⎞+ + + + + ++ + +⎜ ⎟= + + + +
⎜ ⎟
⎝ ⎠

)z

 

         2 3 33 131 (
2 6

e z z z o z⎛ ⎞= + + + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

) . 

 b.      
 ( ) ( ) ( )2 3 3 2 3 3 2 3 3sin 1 ( ) sin1cos ( ) sin ( ) cos1w z z z o z z z z o z z z z o z= + + + + = + + + − + + +

⇒  2 31 5sin1 cos1 cos1 sin1 cos1 sin1
2 6

w z z z⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + − + − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

1.32. 
2 / 3 1/ 3

1 2
w

z z
= +

− +
 

 a.   
2 3

2 3
1 2 1 11
6 2 4 8 3

z z zw
z z z

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − + − + + + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

1
 

 b.   ( )
2 3

21 21 1
6 2 4 8 3

z z zw z
⎛ ⎞

= − + − + − + + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

z  

   c.   2 3 2 3
1 1 2 4 2 1 1 1
3 3

w
z z z z z z

⎛ ⎞ ⎛= − + − + + + +⎜ ⎟ ⎜
⎝ ⎠ ⎝

⎞
⎟
⎠

. 

1.33.  
'

2 2 2 2
1

1 12 2
( 1) ( 1) 1 ( 1) ( ) 2C z iz

dz iI dz i i
z z z z z i

ππ π
==

⎛ ⎞⎛ ⎞= = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟− + + − +⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∫ = − . 

1.34. Phương trình  chỉ có hai nghiệm 014 =+z
2

1 i±  nằm trong đường tròn C (xem ví dụ 10). 

Áp dụng công thức (1.71) ta có 4 3 3
1 12

1 2
i

1 14 4
2 2

C

dzI i
z i i

ππ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟= = + −⎜ ⎟+ + −⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

∫ = . 
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1.35.  a.    
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡ +−

+

+
+

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡ +

+

+
π=

2
1;

1
1sRe

2
1;

1
1sRe2 4

2

4

2 i
z
zi

z
ziI  

  π=

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ +−

+⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ +−

+

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ +

+⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ +

π= 2

2
14

1
2

1

2
14

1
2

1

2 3

2

3

2

i

i

i

i

i . 

 b.     
9
π

=I .    

1.36. Áp dụng công thức (1.76). 

 a.  
2

2;
4

Re2Im
2
1

4
Im

2
1 4

2

2

2

2 −∞

∞−

π
=

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
=

+
π=

+
= ∫

eiz
z
zesidx

x
xeI

zixi
.  

b.  ∫
∞

∞− +
= dx

xx
eI

ix

22 )1(
Im

2
1  

        
e

ez
zz

esiz
zz

esi
iziz

4
)32(0;

)1(
Re;

)1(
Re2Im

2
1

2222
−π

=
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
=

+
+

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
=

+
π= . 

1.37. Áp dụng công thức (1.77). 

 a.  
3

2π
=I    b.  2π=I .    

1.39.  a.  1;)()(
00

>
−

=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=== ∑∑∑

∞

=
ω

ω∞

=

−ω
∞

−∞=

− z
ez
z

z
ezeznxzX

n
i

ni

n

nin

n

n . 

b.  Ta có  a

n
a

an

a
n

nna ez
ze

ze
ze

ze −
∞

=

∞

=

−− >
−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= ∑∑ ;

1
1

00
. 

a
a

a

a

a

n

nna

n

n ez
ze

ze
ze

zezzneznxzX −
∞

=

−−
∞

−∞=

− >
−

=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−
−===⇒ ∑∑ ;

)1(1
)()( 2

'

0
. 

c.  az
az

z
a
zznuazX

n

n

n

nn <
−

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=−−−= ∑∑

∞

=

+∞

−∞=

− ;)1()(
0

1
. 

d.  
( )

z
zz

z
a
zzzX

n
N

NnN

n

n ∀
−

−
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−== ∑∑

∞

=
−

+−

=

− ;
1

1)(
0

1

11

0
. 
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1.40. Trong miền 
2
1

>z ;  

∑∑
∞

=

−
−

∞

=
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=
−

=
4

5
0

443 2
1

2
12

2
11

2
)12(

4)(
n

n
n

n

n
z

zz
z

zzz
zX

)4(
2

1)( 5 −=⇒
−

nunx n . 

HƯỚNG DẪN VÀ ĐÁP SỐ CHƯƠNG II 

2.1 2.2 2.3 2.4 2.5 2.6 2.7 2.8 2.9 2.10 

Đúng Sai Đúng Đúng Sai Sai Đúng Sai Đúng Đúng 

 

2.11. Tìm biến đổi Laplace 

a. 
4

3sinsin3sin)( 3 ttttx −
==   

)9)(1(
6)( 22 ++

=⇒
ss

sX . 

b. ttt ω+ω+=ω 4cos
8
12cos

2
1

8
3cos4

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

ω+
+

ω+
+=⇒ 2222 164

43
8
1)(

s
s

s
s

s
sX  

c. { } { }
9)2(

23ch
9

3ch 2
2

2 −+

+
=⇒

−
= −

s
ste

s
st tLL . 

d.    ( ) tttt etettetetx 33223
3311)( −−−− +++=+=

432 )3(
6

)2(
6

)1(
31)(

+
+

+
+

+
+=⇒

ssss
sX . 

e. teetttx
tt

cos
2

cos2ch)(
22 −+

==   
25

3)( 24

3

+−

−
=⇒

ss
sssX . 

f. ( )ttettetx
t

t 2sin6sin
2

4cos2sin)( −==
−

−  

52
1

372
3)( 22 ++

−
++

=⇒
ssss

sX . 

2.12. Tìm biến đổi Laplace 

a.  22

2'

2 )9(
9

9
)(

−

+
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−
−=

s
s

s
ssX . 
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b. { }
2 2

2 2cos
( )

st t
s

ωω
ω
−

=
+

L 2   

 { }
( ) ( )

2 2 2 2

2 22 2 2 2

1 ( ) ( )cos ch
2 ( ) ( )

s a s at t at
s a s a

ω ωω
ω ω

⎛ ⎞
+ − − −⎜ ⎟⇒ = +⎜ ⎟

⎜ ⎟+ + − +⎝ ⎠

L .  

c. { }
( )

''' 2
3

2 42

1 24 (sin
1 1

s st t
s s

1)−⎛ ⎞= − =⎜ ⎟+⎝ ⎠ +
L . 

d. sin 4 sin 4 44 a
4

t t
t t

⎧ ⎫ ⎧ ⎫= =⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎩ ⎭ ⎩ ⎭
L L rctg

s
.  

e. 
2 2

2 2 2 2 2 2
cos cos 1( ) ln

2s

at bt u u s bX s du
t u a u b s a

∞ ⎛ ⎞− +⎧ ⎫ ⎛ ⎞= = − = ⎜ ⎟⎨ ⎬ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ + +⎩ ⎭ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∫L .  

f.  
1 1( ) ln

at bt

s

e e s bX s du
t u a u b s

∞− −⎧ ⎫− +⎪ ⎪ ⎛ ⎞ ⎛= = − =⎨ ⎬ ⎜ ⎟ ⎜+ + +⎝ ⎠ ⎝⎪ ⎪⎩ ⎭
∫L

a
⎞
⎟
⎠

.    

2.13. Tìm biến đổi Laplace 

a.  { } { }
2 2

2 2
2 2

2 2cos ( ) cos ( )
( 4) ( 4

bss st t b t b e
s s s s

η −+ +
= ⇒ − − =

+ +
L L

)
.  

b.  2
3

2( ) ( 1) ( 1) ( ) sx t t t X s e
s

η −= − − ⇒ = . 

c. ( ) ( )( ) ( ) ( 1) (2 ) ( 1) ( 2)x t t t t t t tη η η η= − − + − − − −  

2

2
1 2( ) 2( 1) ( 1) ( 2) ( 2) ( )

s se et t t t t t X s
s

η η η
− −− +

= − − − + − − ⇒ = . 

d. ( )( ) cos ( ) ( ) sin ( )x t t t t t tη η π η π= − − + −  

             ( ) 2
( 1)( ) cos ( ) cos( ) sin( ) ( )

1

ss s et t t t t X s
s

π
η η π π π

−+ −
= + − − − − ⇒ =

+
.  

2.14. Tìm biến đổi Laplace 

a.  3 2
1 2 1 1

1s ss s
⎛ ⎞− +⎜ ⎟+⎝ ⎠

            b.  
( )

3 2 2 2

22 2

1 s s s
s s

ω ω

ω

+ + −
⋅

+
. 

c.  2
2( ) cos * ( )

( 2)( 1
t sx t t e X s

s s
= ⇒ =

)− +
.  
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d.  
1 1 1 1

s
⎞
⎟
⎠

ln
1

t

s

e sdu
t u u

∞−⎧ ⎫− +⎪ ⎪ ⎛ ⎞ ⎛= − =⎨ ⎬ ⎜ ⎟ ⎜+⎝ ⎠ ⎝⎪ ⎪⎩ ⎭
∫L   

0

1 1 1ln 1
t ue du

u s s

−⎧ ⎫−⎪ ⎪ ⎛ ⎞+⎨ ⎬ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎪ ⎪⎩ ⎭

∫L⇒ = .      

2.15.  Đặt 1 1 2
0 0

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
t tX s Yy t x u du Y s y t dt

s s s

⎧ ⎫⎪ ⎪= ⇒ = ⇒ = =⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∫ ∫L
s X s . 

2.16. Tìm biến đổi Laplace 

a.  
2

th1 s
s

      b. 2
1

(1 )

s

s
e

s s e

−

−−
−

     c. 
2

th1
2

s
s

     d.  2
2

1 2
1

(1
s s

s
s

e e
π

π−

⎛ ⎞
⎜ ⎟+⎜ ⎟+ ⎜ ⎟−⎝ ⎠

. 

2.17.  Áp dụng công thức định nghĩa biến đổi Laplace 0
0

( ) ( )stX s e J t
∞

−= ∫ dt . 

a. Sử dụng câu 2, c,   
( )

2
3

420
1

24 ( 1)sin 0
1

t

s

s se t tdt
s

∞
−

=

−
= =

+
∫ . 

b. 
10

sin 1arctg
4

t

s

e t dt
t s

π∞ −

=
= =∫ .  

c. Áp dụng câu 2. e,  
2 2

2 2
0 0

cos 6 cos 4 1 4 2ln ln
2 36

s

t t sdt
t s

∞

=

⎛ ⎞− +
= =⎜ ⎟⎜ ⎟+⎝ ⎠

∫ . 

d. Áp dụng câu 2. f,  
3 6

00

6ln ln 2
3

t t

s

e e sdt
t s

∞ − −

=

− +⎛ ⎞= =⎜ ⎟+⎝ ⎠∫ . 

2.18.  Chứng minh theo quy nạp và sử dụng công thức sau: 

a. . ( )''2 1 2 1 2 2 1sin (2 1)(2 )sin (2 1) sinn nt n n t n+ −= + − + n t+

n tb. . ( )''2 2 2 2 2 2sin (2 2)(2 1)sin (2 2) sinn nt n n t n+ += + + − +

2.19. Tìm hàm gốc 

a. 
2 2

3 3 3 2
( 1 1) 1 2 1 ( ) 1 2

1 2( 1) ( 1) ( 1) ( 1)
ts s tx t e t

ss s s s
⎛ ⎞− +

= = + + ⇒ = +⎜ ⎟⎜ ⎟−− − − − ⎝ ⎠

2
+ . 

b. 3 cos 2te− t    c.   ( )22 3cos 4 sin 4te t + t  

d.    e.   ( )44 1te t− − ttt 2sin2cos −  
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f. 2 3 2 sin 2 2 cos 2
2 2

te t t t
⎡ ⎤⎛ ⎞+ −⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎣ ⎦

t . 

2.20. Tìm hàm gốc 

a. . ttet sincos22 +−

b. 3 3 3 3 3 2
1 1 1 1 1 2

3( 1)( 1) 1 3( 1
s

ss s s s s s s )
−

= − = − +
++ + − +

 

2
2 2

3 2
1 1 ( 1/ 2) 3 / 2 1 1 3 1 3( ) cos sin

3( 1) 2 3 3 2 231 33
2 4

t t
ts tx t e e t e

ss
s

−− −
= − + ⇒ = − + −

+ ⎡ ⎤⎛ ⎞− +⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

t         

c.   ( ) 31 4cos 3sin
5 5

t te t t− −− −
4 e   d.    

2
21 1 74

3 3
t t te e t− ⎛ ⎞

− + + −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠2

 

2.21. Tìm hàm gốc 

a. ( )
2

23 2cos s
2

tt e t+ − + in t ).   b. ( 1/ 3) ( 1/ 3)cos( 1/ 3t t tη η− − − −    

c. 

3
21

2

t

e
tπ

−

   d.    
3 4( 4)4 ( 3)

(1 3)
3

tt e
η

π

− −−
− . 

2.22.  . ttJtJ sin)(*)( 00 =

2.23. 1/
2 3 2 3 4

1 1 1 1 1 1 1 1 11
2! 3! 2! 3!

se
s s s ss s s s s

− ⎛ ⎞= − + − + = − + − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

( ) ( ) ( )2 4 6
2 3

02 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2
( ) 1 1 (2 )

(2!) (3!) 2 2 4 2 4 6

t t tt tx t t J⇒ = − + − + = − + − + = t . 

2.24. a.   
2

( )
12

tt ex t =    b.   3( ) tx t t e−=  
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c.   ( ) 2sin cos 2x t t= − − t   d.   
4 4 1( ) cos3 sin 3 cos 2
5 5 5

x t t t= + + t . 

2.25. a.   sin sin( ) cos 2 ( )*at atx t at f t
a a

= − +      

b.   1 2
sh sh( ) ch ( )*at atx t C at C g t

a a
= + + .  
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2.26. a.  

21 1 3 1( ) 2 sin cos
2 2 2 2
1 3 1( ) 1 sin cos
2 2 2

t

t

x t t e t

y t e t t

−

−

⎧ = + + − +⎪⎪
⎨
⎪ = − + −
⎪⎩

t
 

b. 

2

2

1 4 2 1 1( ) sin cos
9 45 5 8 3
1 1 1( )
9 9 3

t t

t t t

tx t e e t t te

y t e e te

− −

− −

⎧ = + − − +⎪⎪
⎨
⎪ = − +
⎪⎩

 

c. 

2

2

2 5 2 1( )
3 3 3 3
2 8 1 1( ) cos
3 3 3 3

t

t t

x t t t e

y t t e te t

−

− −

⎧ = + − −⎪⎪
⎨
⎪ = + + + +
⎪⎩

. 

2.27.  Phương trình ảnh { }5016 2s I E
s

⎛ ⎞+ + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

L  

      Hay { }5016 2 ( (0))s sQ q E
s

⎛ ⎞+ + − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

L   ( ) { }216 50 2s s Q E⇒ + + = L . 

a.    4 4
2

150 ( ) 6 6 cos3t 8 sin3t
( 8 25)

t tQ q t e
s s s

− −= ⇒ = − −
+ +

e ;  

             4( ) 50 sin 3tdqi t e t
dt

−= = . 

b.   2 2

150
( 9)( 8 25)

Q
s s s

=
+ + +

 

( ) ( )425 25( ) 2sin3 3cos3 2sin3 3cos3
52 52

tq t t t e t t−⇒ = − + +

( ) ( )475 25( ) 2cos3 3sin3 17sin3 6cos3
52 52

tdqi t t t e t t
dt

−= = + − + . 

2.28.   ( )10( ) sin10 2cos10 sin10 2cos10tq t t t e t t−= − + + . 

2.29.  a.  
( )

0

3 1 ( 1)
3, 0;

n

n na a b
nπ

− −
= = = . Chuỗi Fourier 

( )
1

3 1 ( 1)3 sin
2 5

n

n

n t
n

π
π

∞

=

− −
+∑ . 

 b.   
2
3)5()0()5( ===− xxx . 

2.30. a.   ( )
1

4( ) 1 ( 1) sin
4

n

n

nx t t
n

π
π

∞

=

= − −∑ . 
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 b.   ( ) 2 2
1

16( ) 4 ( 1) 1 cos
4

n

n

nx t t
n

π
π

∞

=

= + − −∑ . 

2.31. a.  Biến đổi Z :   
0

1 1 3( ) ( ) 13 3 11
3

n
n

n n

zX z x n z
z z

z

∞ ∞
−

=−∞ =

⎛ ⎞= = = =⎜ ⎟
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−⎝ ⎠ −
∑ ∑ , 

3
1

>z . 

b.  Biến đổi Fourier:    

( ) 2

2
2 2

2
0

2

1 3( ) ( ) 3 ( )1 3 11
3

i f

i fni nf i f
i f z e

n n
i f

eX f x n e e X z
e

e

π

π
π π

π

π

∞ ∞ −−
=

=−∞ =
= = = = =

−−
∑ ∑ . 

 c.  2 2 1( ) ( 2 ) ( ) ( ) ( )
2

i nf i nf

n n

d dX f i n x n e nx n e X f
df i df

π ππ
π

∞ ∞
− −

=−∞ =−∞

= − ⇒ =
−∑ ∑  

( )
2 2

2 22

3 3( )
2 3 1 3 1

i f i f

i f i f

i d e eY f
df e e

π π

π ππ
⎛ ⎞

⇒ = =⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠ −
. 

2.32.   
1 1/ 4 1/ 4

2 8 2 2 (

1 1/ 4 1/ 4

( ) ( ) i n f i f i n f i n f4)x n X f e df e e df e dfπ π π π− −

− − −

= = =∫ ∫ ∫  

    ( )
( )

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=

≠
π−
π−

=−π= ∫ 2
4sin

2
1

4
2
1

4
2/)4(

2/)4(sin
2
1

)4(2cos2
4/1

0

nc
n

n
n

n

dffn . 

2.33.  a.  ( )2

0

( ) ( ) 2 cos 2 2 sin (2 )
T

i ftX f x t e dt ft dt T c Tfπ π
∞

−

−∞

= = =∫ ∫ . 

 b.  λ
λ
λ

=λ
λ

λλ
= ∫∫

∞

∞−

λ
∞

∞−

deTdtTI tisincossin
. 

Đổi biến số { }
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

>

=π

<π

=π=π
π
π

=⇒π=λ −
∞

∞−

π∫
Tt

Tt

Tt

txdfe
f
fTIf fti

0

2/)(2
2
2sin2 12 F . 

 c.   Sử dụng kết quả b. với 0,1 == tT   ∫∫
∞

∞−

∞ π
=λ

λ
λ

=⇒
2

sin
2
1sin

0
ddu

u
u . 

 d.   
22( ) ( )x t dt X f df

∞ ∞

−∞ −∞

=∫ ∫  
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( ) 2
sinsin4sin22sin2

0
2

2

0
2

2

2

2

2

2 π
=⇒

π
=

π
=

π

π
=⇒ ∫∫∫∫

∞∞∞

∞−

∞

∞−

du
u

udu
u

uTdu
u

uTdf
f

TfT . 

2.34.  Áp dụng công thức (2.93) tích phân Fourier cho hàm chẵn:  

1

2
0 0 0

2 2( ) cos ( )cos (1 )cos tx t t d x u u du t d
t

λ λ λ λ λ λ
π π π

∞ ∞ −
= = −∫ ∫ ∫

2(1 cos )
= . 

2.35.  Áp dụng công thức (2.93) tích phân Fourier cho hàm chẵn:  

0 0

2 cos cost ue t d e uλ λ λ
π

∞ ∞
− −= ∫ ∫ { }du   và 
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21
0 1

1coscos
λ+

=λ=λ =

∞
−∫ s

u tduue L . 

2.36.  a.   [ ]0 0( ) sin ( ) sin ( )
2
AX f i T cT f f cT f f= + − − . 

 b.   2( ) sin ( )X f T c Tf= . 

2.37.   a.   
2

2 2

0 0

( ) ( )
1 2

tt i f t
i ft i ft TT TX f x t e dt e e dt e dt

i Tf

π
π π

π

⎛ ⎞∞ ∞ ∞ − +− ⎜ ⎟− − ⎝ ⎠

−∞

= = = =
+∫ ∫ ∫ . 

  b.  { }2
1 2

0

2( ) 2 cos(2 ) cos(2 )
1 (2 )

t t
i ftT T

s
T

TX f e e dt e ft dt ft
Tf

π π π
π

∞ ∞− −−
=

−∞

= = = =
+∫ ∫ L . 

 c.   
2

2
2 2 2 2 2

0 0

cos(2 ) 2 cos(2 )( ) 2
1

i ft
a fe ft faX f dt dt d e

a at a t a

π
ππ π λ πλ

λ

∞ ∞ ∞−
−

−∞

= = = =
+ + +∫ ∫ ∫ . 

 d.    
1

2 3 3

0

sin(2 ) (2 )cos(2 ) 0
( ) 2 (1 )cos(2 ) 2

4 / 3 0

f f f f
X f t ft dt f

f

π π π
π π

−⎧ ≠⎪= − = ⎨
⎪ =⎩

∫ . 
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3.1 3.2 3.3 3.4 3.5 3.6 3.7 3.8 3.9 3.10 

Sai Đúng Sai Sai Sai Đúng Đúng Đúng Sai Sai 

3.12.  a.  
315
16    b. π− 2     c. π−

12
8 ( ) ( )1/ 4 4 3/ 4Γπ24    d. −  (sử dụng − = − Γ

x

). 

3.13.  a.  3!       b.   Đổi biến số 2y =  suy ra  7
(7) 45
2 8
Γ

=           

3.14.  a.    Đổi biến số 3x y=  suy ra   
1 (1/ 2)
3 3

π
Γ =      b.   

3ln42
π

.   
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3.15.   Đổi biến số 
1ln lny x
x

= − = .            

3.16.  a.  
180

1          b.  
15

264
      c.   

39
16π . 

3.17. a.   
315
8    b.   

12
5π    c.   

2
π . 

3.20.  a.  Đặt  
1+

=
x

xy   )1,(
10

1
ppBdx

x
x p

−=
+

⇒ ∫
∞ −

. b.  Đặt    và áp dụng a.  pyx =

3.21. a.  
4

2π
  b.  

33
π   c.  

22
π . 

3.23.  a.      b. CxJx n
n +)( C

x
xJ

n
n +−

)(
    c. .  CxJxxxJxx +−+− )()164()()8( 1

3
0

42

3.24.  a. )(4)(8)( 012

2

3 xJ
x

xJ
x

xxJ −
−

=     b. 3 23 3 3
1 06 ( ) 3 ( )xJ x x J x C− +  

  c.   CxxxJxxxJ +− cos)(sin)( 10 . 

3.30.  a.  )2( 2
1

0 xazy =                  b. )( 2
1

0 xzy =               c.  )(
2

12
1

xzxy
−

=                            

 d. )
2
1( 2

4
12

1
xzxy = .       
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4.1 4.2 4.3 4.4 4.5 4.6 4.7 4.8 4.9 4.10 

Sai Đúng Sai Đúng Đúng Đúng Đúng Sai Sai Đúng 

4.11.  a.Đặt 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=η

−=ξ

y

yx

8
7

8
3

η−ξ=+−++⇒ ηξηηξξ 77
288

7
32

7
64

7
74

7
92 uuuuu  . 

b.   Đặt    
⎩
⎨
⎧

=η
−=ξ
x

xy
2

08 =−+⇒ ηηξξ uuu . 

 c.   Đặt     
⎩
⎨
⎧

=η
+=ξ

x
yx

02918 =−++⇒ ηξηη uuuu . 
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 d.   Đặt       
⎩
⎨
⎧

=η
−=ξ

x
yx

3
2

η−ξ=−+−+⇒ ηξηηξξ uuuuu 2 . 

4.12. a.   Đặt     
⎩
⎨
⎧

−−=η
++=ξ

yxx
yxx

sin2
sin2 ( ) 0

32
=−

ξ−η
+⇒ ηξξη uuu . 

 b.    
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

>
=
<

⇒−=−
0m   trongEliptic
0m   trongParabolic
0m   trongHyperbolic

2

xy
xy
xy

xyacb
iÒn

iÒn

iÒn

4.13.   . txtxu 5cos2sin),( =

4.14.   2223 1
6
1cos

6
1),( xyyyxyxu +−−+= . 

4.15. a.   )
2
1()(),( yxGyxFyxu −+−= . 

 b.   . )()()2(),( xGxFyxyxu ++=

4.16. a.   yxeiyxGiyxFyxu ++−++= 2
5
1)()(),( . 

 b.   yxxeyxGyxFyxu ++−++= 2
4
1)2()2(),( . 

4.17.   . xexexetxu ttt π+π−π= π−π−π− 10sin28sin24sin5),(
2222 2012832

4.18.  a.      b.    3−=k 0=k  và  2−= nk  với  . 2>n

4.19.  a.   
2
1

max =u   tại  ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
2

1,
2

1  và ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−−

2
1,

2
1 ; 

       
2
1

min −=u   tại  ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−

2
1,

2
1  và ⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−

2
1,

2
1 . 

 b.     tại  ( ) ;  4max =u 0,2± 9min −=u   tại  ( )3,0 ± . 

4.21.     a.      b. xyyxu 2),( =
( )
( ) ( )

2 2 3

2 32 2 2 2 2 2

8 64 6( , ) 4
x y xx xu x y

x y
4

x y x y

− −
= − + +

+ + +
. 

4.22.   Đưa phương trình về dạng chính tắc 0=ξηu .  Tích phân phương trình này và sử dụng các 

điều kiện biên ta có: dttgyxfyxu
yx

yx

∫
+

−

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

2

3
2

2

2

)(
3
2),( . 

4.23.  a.   .    b.   )(cos),,,( 22 yxtyetzyxu x −+=
22),,,(

tx
xtzyxu
−

= . 
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4.24.    txyxxttxxyyxtzyxu )3()3(),,,( 342423223 −++++=

        75223224
15
1)2(

2
1)69(

3
1 ttxytyxxy ++++−+ . 

4.25.  a.   .      b.   . 222 2),,( ttyxtyxu +++= tetetxu xx shch),( −+=

4.26.  a.   
2
1cos2cos

2
1sin),,,(

222 4 +++= −−− zeyexetzyxu tatata . 

 b.   14
3

2

)41(
),( +

−

+
= t

x

e
t

xtxu . 

4.27.  a.   .       b.   . xetxu t sin),( −= yllexlleu(x,y,t) tt
21 cossin

2
2

2
1 −− +=

 

HƯỚNG DẪN VÀ ĐÁP SỐ CHƯƠNG V 

 

5.1 5.2 5.3 5.4 5.5 

Sai Đúng Sai Đúng Sai 

 

5.8 [ ] [ ] [ ] [ ] 0)(E)1(E)()1(E)(E =−+=−+= txtxtxtxty . 

( ) ( )()1();()1(cov)();(cov txtxtxtxtyty )−+τ+−+τ+=τ+  

( ) ( ) ( ) ( )();(cov)();1(cov)1();(cov)1();1(cov txtxtxtxtxtxtxtx τ++ )+τ+−+τ+−++τ+=  

)()1()1()( τ++τ−−τ−τ= xxxx KKKK  không phụ thuộc . Vậy t { })(ty  là quá trình dừng có 

hàm tự tương quan )1()1()(2)( +τ−−τ−τ=τ xxxy KKKK . 

5.9. [ ] [ ] 0)cos(
22

1)sin()sin(E)(E
2

0
0

0
2

0
0000 =θ+ω

π
−=θ

π
θ+ω=Θ+ω=

π

=θ

π

∫ t
A

dtAtAtx . 

[ ] ( )( )[ ])sin())(sin(E)();(cov 0000 Θ+ωΘ+τ+ω=τ+ tAtAtxtx . 

  [ ] )cos(
2

)2)2(cos()cos(E
2 0

2
0

00

2
0 τω=Θ+τ+ω−τω=

A
t

A
. 

Vậy  {  là quá trình dừng có hàm tự tương quan })(tx )cos(
2

)( 0

2
0 τω=τ

A
K x . 

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

ω

τω
+

ω
τω

τ−
ω

τω
=ττω⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ τ
−∫

TTTT

TT
A

d
A

TT 02
0

0
00

0
00

0
2
0

0

2
0

0

cossin1sin
2

cos
2

11
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                            ∞→→⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ω
ω−

+ω−ω
ω

= T
T

T
TT

T
A

khi0
cos1

sinsin
2 0

0
00

0

2
0  

Theo định lý 5.11 {  là một quá trình dừng thoả mãn điều kiện (5.16) do đó là một quá 
trình ergodic.  

})(tx

5.10 Theo giả thiết  và  độc lập, do đó  R Θ [ ] [ ] [ ] [ ]E ( ) E cos( ) E E cos( )x t R t R tλ λ= +Θ = +Θ . 

Mặt khác  [ ]
2

2
12

2 2
2

0 0

2E 2 2 (3/ 2)
2

r
trR e dr t e dtσ σ πσ σ

σ

−∞ ∞
−= = = Γ =∫ ∫ [; ]E c . os( ) 0tλ +Θ =

Vậy . [ ] 0)(E =tx

[ ] ( )( )cov ( ); ( ) E cos( ( ) ) cos( )x t x t R t R tτ λ τ+ = + +Θ +Θ⎡ ⎤⎣ ⎦λ

)+Θ

 

     ( )(2E E cos( ( ) ) cos( )R t tλ τ λ⎡ ⎤= + +Θ⎡ ⎤⎣ ⎦⎣ ⎦

    ( )2 2cos (2 ) 2 cos cosE E E
2 2

t
R R

λ τ λτ λτ+ + Θ +⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤= =⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦
 

     

2

2
3

2 2 22
2

0 0

E 2 2
r

trR e dr te dtσ 2(2) 2σ σ σ
σ

−∞ ∞
−⎡ ⎤ = = = Γ⎣ ⎦ ∫ ∫ =

}

. 

Vậy  {  là quá trình dừng có hàm tự tương quan . )(tx λτσ=τ cos)( 2
xK

5.11 [ ] [ ] [ ]E ( ) E cos(10 ) cos(10 ) E 0x t A t t Aπ π= = = . 

[ ] ( )( ) 2cov ( ); ( ) E cos(10 ( )) cos(10 E cos(10 ( ))cos(10 )x t x t A t A t A t tτ π τ π π τ π⎡ ⎤+ = + = +⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦  

       2 cos(10 ( ))cos(10 )t tσ π τ π= + . 

Hàm tương quan phụ thuộc t  do đó quá trình không dừng. 

5.12 [ ] [ ] [ ] [ ] 0EsinEcossincosE)(E 2121 =λ+λ=λ+λ= ZtZttZtZtx . 

Theo giả thiết  độc lập do đó: 21, ZZ

[ ]1 2 1 2cov cos ( ) sin ( ); cos sinZ t Z t Z t Z tλ τ λ τ λ+ + + + λ  

2 2
1 2cos ( )cos E sin ( )sin E cost t Z t t Zλ τ λ λ τ λ λ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + + + =⎣ ⎦ ⎣ ⎦ τ

}

. 

 Vậy  {  là quá trình dừng có hàm tự tương quan )(tx ( ) cosxK τ λτ= . 

5.13 Áp dụng công thức (5.9) ta có 

2 2 1 3( ) ( )
7 4

n
in f in f

x
n n

f e K n eπ π
∞ ∞

− −

=−∞ =−∞

⎛ ⎞= = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑P −  
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2 2

2 2
1 3 3 11
7 24 3 4 3

i f i f

i f i f
e e

5 24cos 2 fe e

π π

π π π

−

−

⎛ ⎞
= − − =⎜ ⎟⎜ ⎟ ++ +⎝ ⎠

. 

5.14 Theo ví dụ 5.1 ta có [ ] 2 2E ( ) E ( ) E ( ) 0t t t tx t e W e e W eα α α α− −⎡ ⎤ ⎡= = =⎣ ⎦ ⎣
⎤
⎦ . 

Với mọi : 0≥τ

[ ] (2 ) (2 ) 2 (2 ) 2 2 2E ( ) ( ) E ( ) ( )t t t t tx t x t e W e W e e e eα τ α τ α α τ ατ σ− + + − + −⎡ ⎤+ = = =⎣ ⎦
ατσ . 

Do đó 2( )xK e α ττ σ −= . 

Theo công thức (5.10) và ví dụ 2.39 ta được: 

2
2 2 2

2 2
2( ) ( )

4
i f i f

xf e K d e e d
f

α τπτ πτ σ ατ τ σ τ
α π

∞ ∞
−− −

−∞ −∞

= = =
+∫ ∫P . 

5.15 Theo công thức (5.10) và ví dụ 2.38  

( )2 2
2

1( ) ( ) sinc
B

i f i f
x

B

K e f df e B f df
B

πτ πτ 2Bτ τ
∞

−∞ −

= = − =∫ ∫P . 

 

 

HƯỚNG DẪN VÀ ĐÁP SỐ CHƯƠNG VI 

 

6.1 6.2 6.3 6.4 6.5 6.6 

Đúng Sai Đúng Sai Đúng Đúng 

 

6.7 Gọi  là số  bức điện gửi tới bưu điện trong khoảng thời gian t , theo giả thiết  là 
quá trình Poisson tham số . 

)(tX )(tX
3=λ

a) Xác suất để từ 8h00 đến 12h00 không có bức điện nào bằng : 

{ } { 120)4(0)8()12( −====− eXPXXP } . 

b) { } { } 3( 12)( ) 1 (12) 0 ( 12) 1 3( 12); 12tP X t X P X t e t t− −= = = − = = − > . 

6.8 Gọi  là số  cuộc gọi đến tổng đài trong khoảng thời gian , theo giả thiết  là quá 
trình Poisson tham số 

)(tX t )(tX
2=λ . 

a) { } 2
2

2 2
!2

22)1( −− === eeXP ;   

{ } { }
2 4

2 4 62 4 4(1) 2, (3) 6 (1) 2, (3) (1) 4
2! 4! 3

P X X P X X X e e e− − −= = = = − = = =
3

. 
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b) { } { }
{ }

3
6 43 4

6 5 4
6

4
(1) 2, (3) 6 5!4 5.4 5 23(1) 2 (3) 6 .

(3) 6 . 3 36 3.6 3.6
6!

eP X X
P X X

P X
e

−

−

= = ⎛ ⎞= = = = = = = ⎜ ⎟= ⎝ ⎠
. 

{ } { }
{ } { }

!4
4.4)2(

.2)1(
6)3(,2)1(2)1(6)3(

4
4−===

=
==

=== eXP
XP

XXPXXP . 

6.9   là quá trình Poisson tham số )(tX 2=λ . 

a)  là biến ngẫu nhiên có phân bố Poisson tham số  do đó )2(X 4 [ ] 4)2(E =X . 

  là biến ngẫu nhiên có phân bố Poisson tham số )1(X 2=λ  do đó [ ] 6)1(E 22 =λ+λ=X . 

 [ ] ( )[ ] [ ] [ ])1()3(.E)1(E)1()3()1(E)2()1(E XXXXXXXX −=−=  

  [ ] [ ] [ ] [ ] 826.2)1(.E)1(E)3(.E)1(E 2 =−=−= XXXX . 

b) { } ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
++=≤ −

!2
2

!1
212)1(

2
2eXP . 

 { } { } 4
2

22 4
!2

2
!1

22)1()2(,1)1(3)2(,1)1( −−− ===−==== eeeXXXPXXP . 

6.11 Áp dụng công thức (6.10) ví dụ 6.2 ta có: 

a) { }1 2 1
1 1

1 2
P W W λ

λ λ
< =

+
. 

b) { }
2 3

1 2 1 2 1
2 2

1 2 1 2 1 2
3P W W λ λ λ

λ λ λ λ λ λ
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

< = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ + +⎝ ⎠ ⎝ ⎠
. 

c) { }
11

1 2 1 2
1

1 2 1 2

k nn m
k

n m n m
k n

P W W C λ λ
λ λ λ λ

m k+ − −+ −

+ −
=

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
< = ⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ +⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑ . 

6.12 { } { }
{ }

{ }
{ }

(1) 5, (2) 12 (1) 5, (2) (1) 7
(1) 5 (2) 12

(2) 12 . (2) 12 .
P X X P X X X

P X X
P X P X

= = = −
= = = =

= =
=

 

5 7
5 5

5
1212 12

10

5 5. 15! 7!
10 2
12!

e e
C

e

− −

−
= =  (công thức 6.9). 

6.13 Gọi  là số  khách hàng tới cửa hàng trong khoảng thời gian , theo giả thiết  là 

quá trình Poisson tham số . Gọi ,  lần lượt là số khách hàng tới cửa hàng có 

mua hàng và không mua hàng trong khoảng thời gian t  thì  là quá trình Poisson tham số 

)(tX t )(tX
10=λ )(1 tX )(2 tX

)(1 tX

1 10 0,3 3λ = × =  còn  là quá trình Poisson tham số )(2 tX 2 10 0,7 7λ = × = . 
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 { }
3 6 3

3 7 10
1 2

3 7 3 7(1) 3, (1) 6
3! 6! 3!6!

P X X e e e− − −= = = =
6

. 

6.14 Theo định lý 6.2 và công thức (6.7)  các biến ngẫu nhiên có phân bố mũ tham số )(nS λ , 

do đó  [ ] 1E (4)S
λ

= .  

Vì  và  độc lập do đó  )2()4( XX − )1(X

[ ]E (4) (2) (1) 3 E (4) (2) 4 2 2X X X X X λ λ λ⎡ − = ⎤ = − = − =⎣ ⎦ . 

 

HƯỚNG DẪN VÀ ĐÁP SỐ CHƯƠNG VII 

 

7.1 7.2 7.3 7.4 7.5 7.6 

Đúng Sai Sai Đúng Sai Đúng 

 

7.7  a) Độ dài trung bình của hàng và trễ phục vụ của hệ thống  

Hàng : 1// MM
2
1;

6
25

== WLq . 

Hàng : 1// DM
24
7;

12
25

== WLq . 

Hàng : 1// 5EM
4
1;

2
5

== WLq . 

c) Độ dài trung bình của hàng  là 1// kEM
2( 1) 25( 1)

2 ( ) 12
k k

k k
λ

μ μ λ
+ +

=
−

 nhỏ hơn 3 khi và chỉ khi 

25( 1) 253
12 11
k k

k
+

≤ ⇔ ≥ . Chọn  nhỏ nhất thỏa mãn điều kiện là k 3=k . 

7.8 2

0

!

!

N

mN

m

Np

m

ρ

ρ

=

=

∑
 , λρ

μ
= . 

7.9 
1

02( 1)!( )

k

qL p
k k

ρ
ρ

+

=
− −

 ; 
1

02( 1)( )

k
q

q
L

W p
k k

ρ
λ λ ρ

+

= =
− −

.     

      
1

0
2

1 1
( 1)( )

k

q
pW W

k kk k
ρ

μ μλ ρ

+

= + = +
− −

 ; 
1

0
2( 1)( )

k pL W
kk k

ρ ρλ
ρ

+

= = +
− −

 ; 

     
11

0
0! !

k nk

n

kp
k k n
ρ ρ

ρ

−
−

=

⎡ ⎤⎛ ⎞
= +⎢ ⎥⎜ ⎟−⎝ ⎠⎣ ⎦

∑ . 
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7.10     2k = ⇒
( ) ( )

3 3 3 3

2 22 2

1; ; ;
4 24 4q qL W W L

4 2
ρ ρ ρ ρ
ρ μλ ρ λ ρ

= = = + =
− −− −

ρ
ρ

+ . 

12 6
10 5

λρ
μ

= = =   
27 270,675; 0,056
40 480q qL W⇒ = = = = ; 

27 1 51 510,106; 12 1,275
480 20 480 40

W L W= + = = = = = . 
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PHỤ LỤC 

PHỤ LỤC A: GIÁ TRỊ HÀM PHÂN BỐ CHUẨN TẮC ∫
∞−

−

π
=Φ

t x

dxet 2

2

2
1)(  
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t  0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

0,0 0,5000 5040 5080 5120 5160 5199 5239 5279 5319 5359 
0,1    5398 5438 5478 5517 5557 5596 5636 5675 5714 5753 
0,2     5793 5832 5871 5910 5948 5987 6026 6064 6103 6141 
0,3    6179 6217 6255 6293 6331 6368 6406 6443 6480 6517 
0,4    6554 6591 6628 6664 6700 6736 6772 6808 6844 6879 
0,5 0,6915 6950 6985 7019 7054 7088 7123 7156 7190 7224 
0,6    7257 7291 7324 7357 7389 7422 7454 7486 7517 7549 
0,7    7580 7611 7642 7673 7703 7734 7764 7794 7823 7852 
0,8    7881 7910 7939 7967 7995 8023 8051 8078 8106 8132 
0,9    8159 8186 8212 8238 8264 8289 8315 8340 8365 8389 
1,0 0,8413 8438 8461 8485 8508 8531 8554 8577 8599 8621 
1,1    8643 8665 8686 8708 8729 8749 8770 8790 8810 8830 
1,2    8849 8869 8888 8907 8925 8944 8962 8980 8997 9015 
1,3    9032 9049 9066 9082 9099 9115 9131 9147 9162 9177 
1,4    9192 9207 9222 9236 9251 9265 9279 9292 9306 9319 
1,5 0,9332 9345 9357 9370 9382 9394 9406 9418 9429 9441 
1,6    9452 9463 9474 9484 9495 9505 9515 9525 9535 9545 
1,7    9554 9564 9573 9582 9591 9599 9608 9616 9625 9633 
1,8     9641 9649 9656 9664 9671 9678 9686 9693 9699 9706 
1,9    9712 9719 9726 9732 9738 9744 9750 9756 9761 9767 
2,0 0,9773 9778 9783 9788 9793 9798 9803 9808 9812 9817 
2,1    9821 9826 9830 9834 9838 9842 9846 9850 9854 9857 
2,2    9861 9864 9868 9871 9875 9878 9881 9884 9887 9890 
2,3    9893 9896 9898 9901 9904 9906 9909 9911 9913 9916 
2,4    9918 9920 9922 9925 9927 9929 9931 9932 9934 9936 
2,5 0,9938 9940 9941 9943 9945 9946 9948 9949 9951 9952 
2,6    9953 9955 9956 9957 9959 9960 9961 9962 9963 9964 
2,7    9965 9966 9967 9968 9969 9970 9971 9972 9973 9974 
2,8    9974 9975 9976 9977 9977 9978 9979 9979 9980 9981 
2,9    9981 9982 9982 9983 9984 9984 9985 9985 9986 9986 
t  3,0 3,1 3,2 3,3 3,4 3,5 3,6 3,7 3,8 3,9 

)(tΦ  0,9987 9990 9993 9995 9996 9997 9998 9999 9999 9999 

 

x

)(tΦ  

t  
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PHỤ LỤC B: Báng tóm tắt các tính chất cơ bản của phép biến đổi 
Fourier 

2( ) ( )i ftX f e x tπ
∞

−

−∞

= ∫ dt  

Tính chất Hàm  )(tx Biến đổi Fourier ( )X f  

1. Tuyến tính )()( 21 tBxtAx +  1 2( ) ( )AX f BX f+  

2. Đồng dạng )(atx  ( )1 /
| |

X f a
a

 

3. Liên hợp )(tx  ( )X f−  

4. Đối ngẫu ( )X t  )( fx −  

5. Trễ )( dTtx −  2 ( )di Te Xπ− f  

6. Dịch chuyển ảnh )(02 txe tfi π  0( )X f f−  

7. Điều chế tftx 02cos)( π  0 0
1 1( ) (
2 2

)X f f X f f− + +  

8. Đạo hàm  
n

n

dt
txd )(

 ( )2 (ni f X fπ )  

9. Tích phân ∫
∞−

t

duux )(  
1 1( ) (0) ( )

2 2
X f X

i f
δ

π
+ f  

10. Đạo hàm ảnh )(txt n  ( ) ( )2
n

n
n

d X fi f
df

π −−  

11. Tích chập 1 2 1 2( )* ( ) ( )* ( )x t x t x u x t u du
∞

−∞

= −∫  1 2( ) ( )X f X f  

12. Tích )()( 21 txtx  1 2( )* ( )X f X f  
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PHỤ LỤC C: Báng tóm tắt các tính chất cơ bản của phép biến đổi Laplace 

∫
∞

−=
0

)()( dttxesX ist  

Tính chất Hàm  )(tx Biến đổi Laplace  )(sX

1. Tuyến tính )()( 21 tBxtAx +  )()( 21 sBXsAX +  

2. Đồng dạng )(atx  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

a
sX

a
1

 

3. Dịch chuyển ảnh )(txe ta  )( asX −  

4. Trễ )()( atatx −− η  )(sXe as−  

5. Đạo hàm  
dt

tdx )(
 )0()( xssX −  

6. Đạo hàm  
n

n

dt
txd )(

 )0()0()( )1(1 −− −− nnn xxssXs
 

7. Đạo hàm ảnh  )(txt n  ( ) n

n
n

ds
sXd )(1−  

8. Tích phân ∫
t

duux
0

)(  
s
sX )(

 

9. Tích phân  
( )
∫∫∫ −

−
=

−t nt
n

t
duux

n
utduux

0

1

00
)(

)!1(
)(

 
n
sX )(

s
 

10. Tích phân ảnh 
t
tx )(

 ∫
∞

s
duuX )(  

11. Tích chập 1 2( )* ( )x t x t  )()( 21 sXsX  

12. Duhamel 1 2 1 2(0) ( ) ' ( )* ( )x x t x t x t+  )()( 21 sXssX  

13. Tuần hoàn )()( txTtx =+  
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